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Mathématiques et enseignement des mathématiques

D'un point de vue philosophique

(premiers pas pour les débutants)

Premiers mots:

En ce moment historique où les demi-vérités et les mensonges deviennent des faits objectifs du monde social et créent, dans les mentalités, des distorsions de la réalité, produisant des effets néfastes sur la production de connaissances, l'enseignement et l'apprentissage, il est nécessaire de s'engager à nouveau dans une activité philosophique engagée en faveur de la vérité scientifique ; penser, débattre, réfléchir et dialoguer sur la vérité mathématique et les vérités produites et énoncées dans le contexte de l'enseignement des mathématiques n'est qu'un des mouvements que nous devons faire.

First words:

In this historical moment in which half-truths and lies become objective facts of the social world and create, in mentalities, distortions of reality, producing harmful effects on the production of knowledge, teaching and learning, it is necessary once again to engage in philosophical activity committed to scientific truth; thinking, debating, reflecting and dialoguing about mathematical truth and the truths produced and enunciated in the context of Mathematics Education is just one of the movements we must make.

Primeiras palavras:

Neste momento histórico em que meias verdades e mentiras convertem-se em fatos objetivos do mundo social e criam, nas mentalidades, distorções da realidade, produzindo efeitos nocivos à produção do conhecimento, ao ensino e aprendizagem, faz-se necessário uma vez mais a atividade filosófica comprometida com a verdade científica; pensar, debater, refletir e dialogar sobre a verdade matemática e as verdades produzidas e enunciadas no contexto da Educação Matemática é apenas um dos movimentos que devemos realizar.

Résumé

Début : Débats, réflexions et propositions

Médium : Vérités analytiques

Pour conclure : encore une fois, le langage et la pensée

Fermeture

Références

Début : Débats, réflexions et propositions

La vérité décrétée sous la forme d'une loi devient une partie d'un complot ; une partie du tissu de la réalité sociale ; Le décret de vérité est naturalisé.

Presque comme une ordination divine, nous produisons et reproduisons l'hymne sacré : « le carré de l'hypoténuse est égal à la somme des carrés des deux jambes » ; Mais, demandons-nous, dans quel monde ?  Avec quelle langue ? Nous avons oublié l'histoire, la vie et les hommes dans leur mondanité.

Nous ne remettons pas en question d'autres possibilités. Nous croyons aveuglément aux vérités énoncées par l'autorité du conférencier, du médecin, de l'influenceur numérique, du journaliste, de l'économiste, et ainsi, soupçonnant tous les faits énoncés, dans un océan d'incertitudes et de désinformation, nous recommandons aux étudiants de faire à nouveau confiance à l'autorité de ceux qui ont étudié, lu et connu le sujet, le professeur de recherche.

*

L'enseignant commence son discours à 8 heures précises.

Cela pose quelques problèmes.

Les questions sont projetées sur le tableau blanc au fur et à mesure qu'il les prononce.

À chaque question, un clic sur le clavier de l'ordinateur, et à chaque toucher, un écran est projeté.

« Quand je pense aux chiffres (nombres naturels), dit le professeur, à quoi est-ce que je pense vraiment ? » Et vous, qu'en pensez-vous ? Et puis, en croyant que je sais ce qu'est cette chose, le nombre, comment puis-je enseigner aux élèves de l'école primaire « quel est le nombre » ? Et vous, comment enseigneriez-vous ? Comment parle-t-on de ces objets, des « chiffres » ? Quelles ont été mes (et votres) expériences concrètes et objectives avec les chiffres, à l'école et en dehors ? Que disent-ils ? Qu’en penses-tu?

Silence. Seuls quelques regards timides se présentent à la scène des interactions.

« En mathématiques, dit un élève, les vérités dépendent des nombres ! »

« Qu'est-ce que la vérité ? » demande le professeur, « Qu'est-ce que la vérité pour les mathématiques ? » Comment les vérités des mathématiques sont-elles dites et présentées aux élèves dans une salle de classe ?

Les élèves observent, prennent des notes, réfléchissent. Cependant, ils sont toujours timides. Le dialogue n'est pas encore présent. Le professeur parle à nouveau :

Quel type d'héritage culturel est à la base de mes (et vôtres) conceptions sur les objets abstraits des mathématiques ? Comment cet héritage culturel affecte-t-il  nos façons d'enseigner les mathématiques ? Et, après tout, qu'est-ce qu'un patrimoine culturel ?

Une courte pause.

Regards curieux.

« Nos systèmes de numération, répond un étudiant, sont un héritage d'une culture, la culture indienne, n'est-ce pas ? »

« Eh bien, alors ! » dit le professeur, « la façon dont nous voyons et comprenons les mathématiques et leur enseignement est-elle le résultat de notre processus de formation professionnelle ou y a-t-il une autre source ? » Les mathématiques sont-elles vraiment neutres et libres de valeurs sociales et culturelles ? Les mathématiques sont-elles une science non politisée et non historique ?

« Lorsque nous écrivons (si [image: ], alors [image: ]) », répond un étudiant, « et que nous représentons cette phrase comme [image: Forma, Seta  Descrição gerada automaticamente] je ne pense pas qu'il y ait une quelconque valeur sociale ou culturelle impliquée.

- Est-ce vraiment ?! – demande le professeur. – Et qui a créé ces symboles ? Comment sont-ils utilisés en mathématiques ? En supposant que les mathématiques soient une science politisée, autant que toute autre science, comment cette politisation affecte-t-elle les pratiques éducatives des enseignants qui enseignent les mathématiques ? L'enseignement des mathématiques aujourd'hui pourrait-il être idéologiquement neutre de quelque manière que ce soit ? Vous pouvez? Quand je parle de mathématiques financières, de probabilités ou de fractions, quelles idées vont au-delà de l'univers mathématique et expriment implicitement une vision économique du monde et une idée de la société ? Quand vous dites (vous ou moi) que vous ne pouvez pas mélanger la politique et l'enseignement, en particulier en ce qui concerne l'enseignement des mathématiques, qu'est-ce que cela dit vraiment ? Ne serait-ce pas le reflet d'une pensée, d'une conception éducative, qui s'extériorise à partir d'une langue que l'on croit neutre ?

– Il n'y a pas d'exception ! – dit un étudiant. – Toute connaissance vient d'une position politique ! La neutralité est une illusion !

« D'accord, je suis d'accord ! » dit le professeur. Revenons aux chiffres ! D’ACCORD?! Les chiffres des Grecs du IIIe siècle av. J.-C. ont-ils la même signification que ceux des Arabes du XIVe siècle, ou pour nous dans les écoles d'aujourd'hui ? « Et quels Grecs, n'est-ce pas ?! » Tous des Grecs ?! -Qu’en penses-tu?! Les nombres existent-ils ou sont-ils simplement imaginés, pensés, créés ? Avez-vous des opinions ?! Les nombres et  l'harmonie sont-ils les principes créateurs de l'univers ? Les pythagoriciens avaient-ils raison dans leurs croyances ? Les objets abstraits des mathématiques existent-ils indépendamment des êtres humains ? Comment pouvons-nous enseigner ou apprendre quelque chose qui est hors de notre portée ? Comment saisir quelque chose qui n'existe pas concrètement, matériellement, dans ce monde ? Combien de langues utilisons-nous pour enseigner et/ou apprendre les mathématiques ? Le professeur de mathématiques et le mathématicien professionnel partagent-ils les mêmes répertoires linguistiques sur les nombres ? Qu'est-ce qui distingue un mathématicien professionnel d'un professeur de mathématiques ? Lorsque nous enseignons les mathématiques (à l'école) à un groupe d'élèves, savons-nous vraiment de quoi nous parlons ?

*

Hypothèse : L'enseignement des mathématiques (et des mathématiques elles-mêmes) repose sur la notion de vérité. Question : La vérité, qu'est-ce que c'est ? La vérité en mathématiques, comment l'enseigner ? Est-il possible d'enseigner ce qu'est la « vérité » en mathématiques ?

Est-il possible d'enseigner la pensée mathématique au-delà de la rigidité des certitudes ancrées dans notre culture ? Les mathématiques sont-elles vraiment partout et partout ? Comment le vrai discours se déroule-t-il dans les cours de mathématiques ?

Une vérité. Il est correct de dire que quelqu'un lit, en ce moment, les mots écrits ici ; (action, temps d'action, contexte d'action) ;

C'est donc un fait vrai que quelqu'un lit ces mots ; il est vrai, d'après le fait énoncé, qu'il y a au moins un lecteur dans le monde empirique, en dehors du monde du texte. Évidemment, dans ce cas, il est vrai que quelqu'un de chair et de sang, doté de conscience, est maintenant confronté à ces paroles ; (conscience, monde du texte, monde empirique, mots) ;

Il est également vrai, cependant, que le lecteur ne comprend pas les mots écrits ici ;

Notons que l'évidence supposée de l'énoncé (et qu'elle nous incite à accepter la vérité de ce qui est dit) dépend d'une sorte d'accord, sur un plan sémantique et pragmatique, sur ce que nous comprenons comme étant le lecteur, la lecture, la réception du texte, la compréhension des mots, ce qui est conçu comme écriture, le monde et la notion même de vérité ;  Il y a un contexte socioculturel, à un certain moment historique, qui délimite et conditionne les compréhensions possibles.

Une non-vérité. Il n'est pas vrai que les êtres humains ont des branchies (branchies) ; Le déni est dû au fait évident que les êtres humains sont des animaux terrestres ; les animaux aquatiques sont connus pour avoir des branchies ; il n'est pas vrai que les êtres humains sont des animaux aquatiques ; on peut supposer qu'à un moment donné (dans le passé ou dans le futur), à une époque incertaine, les humains étaient des êtres aquatiques ; on peut supposer que face aux progrès technologiques ou aux mutations biologiques,  les êtres humains acquerront des branchies (nous avons tendance à ne pas considérer cette possibilité comme probable ; elle nous semble absurde) ; Il est décidé que l'apparition d'une telle mutation/modification est un pur fantasme, et donc il est supposé qu'il est absolument impossible pour les êtres humains d'acquérir des branchies à l'avenir ; Nous sommes amenés à admettre que cette affirmation est absolument fausse. Au départ, nous nous sommes mis d'accord sur un fait déclaré, quelque chose de relativement évident ; nous sommes d'accord sur la base d'une sorte de connaissance socialement partagée ; un savoir qui est le résultat de nos expériences, mais pas seulement, on peut aussi dire qu'il fait partie d'un type de savoir encyclopédique scolaire (sciences) ; quelque chose que nous avons dans notre scolarité.

Une vérité mathématique. Il est vrai que la cardinalité de l'ensemble {a, b} est deux. La cardinalité exprime numériquement le nombre d'éléments (distincts) d'un ensemble ; Un ensemble avec seulement deux éléments (distincts) a nécessairement une cardinalité deux.

Trois faits sont implicitement acceptés : (i) l'existence de l'ensemble N des nombres naturels, (ii) la base décimale du comptage, (iii) la correspondance un par un entre les éléments de N et les éléments de l'ensemble. Nous ne pouvons être d'accord avec ce qui est dit que si les concepts de cardinalité, de comptage et de nombre sont les mêmes que ceux de l'énonciateur (orateur ; écrivain) ; il est nécessaire d'avoir accès à des connaissances scolaires encyclopédiques (mathématiques) ; Cela ne se fait dans un certain scénario et un certain contexte socioculturel que si ces idées sont acceptées et partagées de manière homogène par un discours hégémonique dans le processus scolaire.

D'autres groupes culturels, à d'autres moments historiques, peuvent avoir d'autres conceptions du comptage, de la mesure et des nombres, ainsi que d'autres langages et rationalités.

Une non-vérité mathématique. Il n'est pas vrai que, dans l'ensemble des nombres naturels, « soustraire 2 de 1 » est égal à « – 1 ».  Il faut d'abord convenir que N = {0, 1, 2, 3, ...} ; Considérez donc deux numéros de cet ensemble ; dans ce cas, les numéros 1 et 2 ; effectuer une opération arithmétique avec ces nombres, comme, dans notre exemple, prendre deux unités d'une unité ; ou, dans les symboles, « 1 – 2 » ; notez que le nombre −1, le résultat de l'opération, n'appartient pas à l'ensemble N ; on dit que l'ensemble N n'est pas fermé sur cette opération.

Fermeture : En considérant deux éléments d'un ensemble, lors de l'exécution d'une opération avec ces éléments, on s'attend à ce que le résultat reste dans l'ensemble d'origine. Cette affirmation devient vraie lorsque vous remplacez l'ensemble N par l'ensemble Z des entiers.

Les observations faites précédemment, dans chaque cas, doivent être considérées à nouveau à la lumière de la diversité sociale, culturelle, politique et économique de chaque groupe humain qui interagit dans ce monde ; de plus, comme nous le dit Skovsmose (2007), « nous devons être conscients de la possibilité, fortement indiquée par Bourdieu, que les fonctions politiques et sociales réelles d'un enseignement mathématique particulier ne dépendent pas directement de la partie officielle du programme, mais aussi du contexte social et politique dans lequel se déroule la scolarité » (p. 37) ; Et, avec cela, il faut considérer que le programme officiel indiquera certainement (recommandera) l'étude des nombres naturels et des entiers, ainsi que l'étude des opérations de base de l'arithmétique (et cela se produit de différentes manières à différents moments du processus scolaire), mais, cependant, cela ne garantira pas que l'enseignement et l'apprentissage seront effectués indépendamment de facteurs et de circonstances qui vont au-delà des documents officiels ; On peut dire, par exemple, que beaucoup d'élèves dans les grandes capitales, dans les zones urbaines, ne comprennent pas les opérations avec des entiers et, même s'ils comprennent ce que dit l'enseignant, ils ne comprennent pas les concepts qu'il prononce.

*

« Je crois, dit un étudiant, que les mathématiques et leurs vérités ne dépendent pas de nous ! » Le monde fonctionne selon des règles mathématiques, et nous n'avons pas inventé cette chose ! Droite?!

« Peut-être, peut-être pas ! » répond le professeur. Ce n'est peut-être qu'une idée, une croyance. Galilée a dit un jour que Dieu a écrit l'univers dans le langage des mathématiques. Est?! Et, après tout, quel Dieu ? De quelle langue s'agit-il ? Combien de dieux l'humanité a-t-elle conçus, dans chaque culture, à chaque moment historique, pour essayer de comprendre son monde ? Combien de mathématiques avons-nous créées au cours des dix mille dernières années ? La langue de qui ? Quelles règles ? Quels jeux de langage régissent l'enseignement des mathématiques à l'école ?

Les derniers élèves de la classe se précipitent et prennent place ; Ils écoutent les questions sans toutefois avoir le temps de penser à des réponses à aucune d'entre elles.

Pause.  L'enseignant interrompt le discours. Les diapositives projetées sur le tableau cessent. Cela ne fait que cinq minutes que le cours a commencé, et les questions n'ont cessé de proliférer et de se diversifier. Des questions qui ont provoqué l'étonnement et même un certain malaise chez les étudiants. Un bombardement de questions. Beaucoup, beaucoup de questions.

Les enquêtes étaient en fait des provocations. Juste ça, taquineries initiales. Et, comme le professeur a l'habitude de le dire à ses classes, ce n'est qu 'un premier moment pour un éveil philosophique en classe. Un « bonjour philosophique ».

« Comprendre le langage mathématique », dit le professeur, « exige de nous quelque chose de plus que les connaissances mathématiques que nous avons acquises jusqu'à présent dans notre processus de formation, dans notre scolarité. Bien sûr, je pense qu'il est précieux d'avoir des connaissances mathématiques, celles que l'on nous enseigne à l'école et/ou à l'université. Cependant, afin de mieux comprendre le langage des mathématiques, je propose que nous passions à des régions inexplorées, étranges, inhospitalières, que nous appellerons régions d'enquête, voire espaces de questionnement. Des régions qui s'éloignent et se rapprochent, qui s'entremêlent et se mélangent à certains moments. Les questions que j'ai posées traversent certaines de ces régions et sont comme des nomades, car à chaque pas elles se transforment, se modifient et différentes explications apparaissent devant nous. Sur ce chemin, marchons de manière erratique à travers ces régions et, sur le chemin, produisons des doutes et pas seulement des certitudes. Répétons les pensées, un  essai philosophique. Peut-être même, je dois le dire, certaines de leurs convictions les plus intimes seront-elles ébranlées par la simple hypothèse de nouvelles hypothèses qui seront avancées ici. Étudier le langage des mathématiques est bien plus qu'un simple examen des mathématiques que vous avez vues ou entendues tout au long de votre vie, que ce soit à l'école ou à l'université. Non! Certainement pas!

Les élèves écoutent les mots prononcés ; Ils écrivent quelque chose qu'ils supposent pertinent. L'enseignant se tient à côté de son bureau et fait des gestes pendant qu'il parle. Il les regarde pendant qu'il parle.

La classe est, pour l'instant, silencieuse.

« Je voudrais maintenant ajouter, dit le professeur, une pensée aux questions que je  vous ai posées au cours de ces premières minutes. Une pensée qui, je l'espère, peut produire des effets puissants sur nous ; une agitation, peut-être. Le philosophe espagnol Ortega y Gasset, dans son ouvrage « Idées et croyances », nous dit ce qui suit : « Ce que nous appelons habituellement réalité ou « monde extérieur » n'est plus la réalité première ni dénuée de toute interprétation humaine, mais c'est ce que nous croyons, avec une croyance ferme et consolidée, être la réalité. »[1] Pensez-y. La réalité, qu'est-ce que c'est ?! Je vous le dis, cela n'a pas d'importance pour nous ! Vraiment maintenant, ici, cette question n'a pas d'importance. Nous serons pratiques ! Nous acceptons qu'il existe une chose telle que la « réalité ». Le concept de réalité, cependant, nous échappe. La croyance, d'autre part, est quelque chose d'abstrait et difficile à expliquer, mais avec lequel nous avons une certaine familiarité d'une manière ou d'une autre – qu'il s'agisse d'une idée de bon sens ou, peut-être, pour certains, d'une idée associée à leurs propres expériences religieuses. Le fait est que nous parlons beaucoup de la réalité dans nos cours, n'est-ce pas ?! Nous parlons de « se rapprocher de la réalité des étudiants », ou même d'"extraire des exemples de la réalité », et, avec cela, une grande et inconfortable sensation naît de la pensée du philosophe espagnol ; Peut-être que tout ce que nous appelons « réalité » dans nos cours n'est rien de plus qu'une simple interprétation de la réalité, ou peut-être le fruit d'une croyance non perçue. Et, après tout, quelle réalité ? Le mien, le vôtre, l'étudiant d'à côté ? Quel? La « réalité » énoncée dans nos classes n'est-elle rien de plus que des fictions ou  des illusions ? Eh bien, peut-être un peu de chacun. Il y a l'objet et l'objet médiatisé, traduit, déduit, déduit ; il y a le fait brut, brut, sans poésie ni rhétorique, et le fait interprété et narré. Droite?! Maintenant, réfléchissez avec moi, quel fait se présente à nous sans une énonciation ou une énonciation ? Une nouvelle ? Un reportage ? Une histoire ? Un texte ? Un feuilleton ? Une conversation entre amis ? Si je vois un fruit tomber d'un arbre, alors quand j'y pense et que j'en parle à quelqu'un, l'objet est déjà médiatisé par le langage.

*

Les mathématiciens cherchent à maîtriser la sémantique du discours dans leur domaine. La désignation des objets mathématiques est rigide. Il y a là un reflet du désir moderne, typique de la science moderne, de contrôler la nature et d'utiliser un langage universel ; Mais, néanmoins, on peut dire que ce désir a été engendré dans la pensée platonicienne et actualisé dans la pensée aristotélicienne. Un langage aux intentions universelles est créé ; L'universalisation est forcée, soit par le processus de colonisation et de domination économique et culturelle, soit par l'éducation formelle (qui s'impose à tous). Des termes sont créés et, avec eux, des significations spécifiques et rigides (« a », « triangle », « carré », etc.). Certains termes ont leur propre histoire ; traduit et resignifié des termes ; Mots conceptuels fréquemment reproduits, transmis, partagés, utilisés, mis à jour. Prenons le cas des axiomes.

Un axiome (ou postulat) est une déclaration sur quelque chose ;  la vérité de l'axiome est acceptée ; la vérité énoncée devient incontestable ; Il est admis que le fait énoncé est facile à comprendre et n'a pas besoin d'explications ou de démonstrations. L'axiome est censé exprimer une vérité universellement acceptée par tous, dans n'importe quel cadre ou contexte ;

Le mathématicien G. Peano (1858-1932) a pris comme axiome le fait suivant : « zéro est un nombre naturel ». Cela vous semble-t-il naturel ? L'absence, le néant et les idées nulles sont-ils acceptés comme équivalents ? Quelle est la relation entre l'absence d'un objet et le zéro qui représente cette absence ?

Dans  Les Éléments d'Euclide, l'axiome suivant est supposé : « on peut tracer une seule ligne en reliant deux points ».

En acceptant la vérité des axiomes dans une théorie, on espère qu'ils nous permettront, sur la base de certaines règles d'inférence, d'en tirer de vraies conséquences. Les propositions  ou théorèmes sont les vraies conséquences qui peuvent être tirées des axiomes et des définitions. On observe que l'enseignement des mathématiques à l'école ne suit pas nécessairement ce script.

Exemple : (proposition) Étant donné deux droites distinctes, soit elles se coupent en un point, soit elles ne se coupent pas ; considérons les droites s et t distinctes ; étant différentes, il est vrai que s et t n'ont pas tous les points en commun ; supposons que les droites aient deux (ou plus) points communs, ces points étant distincts l'un de l'autre,  c'est-à-dire que l'intersection de s et t est un ensemble de cardinalité 2 (ou plus) ; soit P et Q ces points ; de l'hypothèse que nous avons que s = {P, Q, ...} et que t = {P, Q, ...} ; nous supposons l'axiome suivant : à travers deux points distincts passe une seule droite ; donc, s = t ; de l'axiome et de la supposition découle une contradiction, parce qu'on suppose d'abord que les lignes sont distinctes et, à la fin, on arrive à la conclusion qu'elles sont égales (absurde) ; Puisque l'absurdité découle de l'hypothèse prise pour vérité, il s'ensuit qu'elle doit être fausse, et donc il n'est pas vrai que les lignes ont deux points (ou plus) en commun ; Ce qui nous amène à croire que deux lignes distinctes peuvent avoir au plus un point commun.

Il existe un élément dans l'ensemble N appelé « zéro », symbolisé par 0, tel que pour tout autre élément n de N, l'égalité suivante est trouvée : n + 0 =n.

Que signifie dire qu'un axiome exprime une vérité évidente, facile à comprendre, évidente et universellement acceptée ? Nous sommes tous sur la même planète et, jusqu'à preuve du contraire, nous sommes tous soumis aux mêmes lois de la physique ; De plus, nous partageons, malgré quelques différences, une structure biologique ; Est-il possible que notre expérience empirique dans le monde sous-tende ce que nous concevons comme des axiomes universellement acceptés ?

Comment s'assurer qu'une affirmation, aussi élémentaire soit-elle, ayant été choisie pour figurer parmi les axiomes d'un système, est vraie quelles que soient les circonstances et les contextes d'utilisation ? Un axiome est-il vrai dans n'importe quel contexte, dans n'importe quel espace-temps ?

Toutes les affirmations ne peuvent pas être justifiées ou démontrées en termes plus simples. Pour expliquer un concept exprimé par un terme/mot, il est nécessaire de recourir à d'autres concepts (supposément) plus élémentaires. Chaque explication utilise d'autres mots et nécessite souvent l'utilisation d'analogies et  de métaphores. Exemple : (a) Le chemin de fer, les lignes sur lesquelles le train circule, illustrent métaphoriquement l'idée de parallélisme ; les lignes parallèles ne se rencontrent nulle part ; (b) Une petite photo en format 3 par 4 et la même photo en plus grand format, qu'ont-elles en commun ? Nous parlons de similitude des figures géométriques sur la base de cet exemple.

En affirmant qu'« une ligne est une collection infinie de points », nous devons essayer de clarifier pour les étudiants, d'une certaine manière, ce qui est conçu comme « points », « collection », « infini » ; nous serions conduits à d'autres termes, d'autres mots, expressions et concepts ; nous courons le risque d'entamer un processus de descente dans l'infini ; un processus sans fin à la recherche d'idées (de base) plus simples.

Explications dans un cours de mathématiques. Le langage ordinaire (quotidien) et le langage symbolique des mathématiques se soutiennent mutuellement et ont également recours à des registres sémiotiques de représentation. Des dessins, des schémas, des graphiques, des tableaux sont utilisés ; des mots, des termes, des expressions sont utilisés ; des comparaisons sont faites, des analogies sont faites, des métaphores sont utilisées ; le soutien est recherché dans divers matériaux de manipulation ; Un enseignant peut fournir aux élèves des feuilles de papier vierges, ainsi que des règles et des crayons, et, sur la base d'une séquence de commandes claires et directionnelles, essaie de coordonner les actions des élèves pour les amener à remarquer et à réfléchir à ce qu'ils disent.

*

« Dans un cours de mathématiques, dit un élève, lorsque nous disons qu'une douzaine est la même chose que douze et que cela s'écrit 12, nous informons les élèves de quelque chose. Ceci, dans ce cas, est un fait de la réalité ! Cela ne peut pas être une croyance, n'est-ce pas ?!

— En effet, répond le professeur, mais il le fait dans un contexte énonciatif, ce qu'il dit est circonstanciel. Menstruation. Les circonstances de l'utilisation du langage dans notre société, dans notre culture, déterminent les sens, les significations. Quelque chose qui dépend évidemment de certaines règles, n'est-ce pas ? Nous dépendons du langage naturel et du système linguistique des mathématiques. Nous dépendons du système de comptage décimal et des chiffres arabes hindous, n'est-ce pas ? Et puis, si vous avez l'intention d'exposer des collections d'objets pour illustrer une telle chose, comme présenter douze stylos, douze livres ou douze tables, que faites-vous ? Représentations. Il y a une connaissance sur quelque chose, et quand elle est dite, quand elle se matérialise dans un énoncé, dans une phrase, elle est déjà transformée. Cette connaissance est née d'une croyance, à savoir que nos mathématiques représentent la réalité des choses, n'est-ce pas ?! Que cela soit vrai ou faux, maintenant, cela n'a pas d'importance pour nous. Supposons que ce soit vrai ! Après tout, si je rassemble devant vous douze objets, n'importe quel objet, qui me dira qu'il n'y a pas douze objets présentés là ? Nous croyons ce que nous voyons.

-C’est juste! – dit un autre élève. « Qui peut nier ce qu'il voit ?! » Bien sûr, vous ne pouvez pas le nier ! C'est la réalité ! C'est devant nous ! La réalité est sans fard.

« Oui et non ! » répond le professeur. « Il y a aussi, dans ce contexte, par exemple, les usages que nous faisons de ce mot « réalité », qui peut nous renvoyer à beaucoup de choses différentes dans différentes situations. La « vérité », par exemple. Quand je dis que j'ai vécu des expériences incroyables dans ma vie et, par conséquent, dans ma réalité, je le fais plus tard que je n'ai vécu. Droite?! C'est quelque chose dont je me souviens, dont je me souviens, que j'élabore et dont je parle. C'est quelque chose dont je me convainc que j'ai été comme c'était, c'est ma vérité, quelque chose que je dis à quelqu'un en faisant abstraction de certaines qualités, en oubliant ou en privilégiant d'autres. Nous utilisons donc la pensée et le langage pour construire nos récits, nos versions des faits, nos vérités. Nous croyons en nous, n'est-ce pas ?! La réalité devant nous, celle dont nous nous souvenons, nous semble inébranlable. Cependant, beaucoup de choses nous échappent. Nous ne voyons pas tout, nous ne comprenons pas tout, nous ne savons pas tout, et nous ne savons pas non plus ce qui se passe dans la tête de l'autre, n'est-ce pas ?! Nous sommes des êtres mystérieux les uns pour les autres. Ainsi, dans ce contexte, supposer qu'il existe une réalité absolue, une vérité transcendante, qui émerge du souvenir, qu'elle soit le résultat de votre dialogue intérieur, vous et votre esprit, ou d'une conversation avec les autres, est quelque chose qui nous ramène à la philosophie de Platon, en particulier dans l'œuvre Menon. Socrate, dans le texte platonicien, essaie de convaincre Ménon que tout ce que nous savons est le fruit du souvenir, car l'âme de l'homme est immortelle et donc il n'y a rien qu'elle n'ait vu ou appris ; les vraies opinions qui viennent à l'homme sont éveillées par le questionnement ; Socrate dit ceci : « Voici, tu me demandes si je peux t'enseigner, à moi qui dis qu'il n'y a pas d'autre enseignement que le souvenir »,[2] et, pour prouver son point de vue, il interroge un esclave de Ménon. Ce dernier, en revanche, ne connaît rien aux mathématiques et ne connaît que la langue orale, la langue grecque. Voici un extrait du dialogue :

Sur le tableau, une projection. « Sachez que 'SO' est Socrate et 'ESC' est l'esclave », dit le professeur.

"ALORS. Dis-moi, mon garçon : reconnaissez-vous qu'une surface carrée est de ce genre ? –ESC. Reconnaître. –OS. La surface carrée est-elle alors <une surface> qui a toutes ces droites égales, qui sont quatre ? –ESC. Parfaitement. –OS. Et n'est-ce pas aussi < une surface > qui a les mêmes < lignes > ici, qui se croisent au milieu ? –ESC. Oui. –OS. Et n'est-il pas vrai qu'il peut y avoir une surface de ce genre, à la fois plus grande et plus petite ? –ESC. Parfaitement. –OS. Si donc ce côté a deux pieds et celui-ci deux, combien de pieds le tout aura-t-il ? Examinez-le comme suit. Si <de ce côté> il y avait deux pieds et un seul pied, la surface ne serait-elle pas de deux pieds à la fois ? –ESC. Il se concrétise. –OS. C'est pourquoi il revient à faire deux fois deux pieds. –ESC. Oui. –OS. Combien font donc deux fois deux pieds ? Faites le calcul et dites. –ESC. Quatre, Socrate.[3]
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Les élèves lisent en silence. L'enseignant, après quelques instants, lit à haute voix. Eux, les élèves et le professeur se regardent. Sur le tableau, deux dessins sont esquissés.

« Le problème, dit le professeur, consiste à calculer l'aire d'un carré dont le côté mesure « deux pieds ». Lorsque Socrate parle de « deux fois deux pieds », il parle de quelque chose que nous avons étudié, à savoir qu'étant donné un carré du côté x, son aire sera obtenue à partir de x.x, ou même x2. Il donne l'impression que le garçon s'est souvenu de quelque chose, car nous partons de l' hypothèse qu'il ne sait rien, mais, bien sûr, nous sommes amenés à croire que le garçon n'avait jamais vu de carré et que dans sa vie pratique il n'avait jamais eu aucune expérience des calculs, même de manière indirecte. Nous croyons ce qui est dit. Et ce n'est pas grave ! Admettons-le ! Mais remarquez que Socrate indique un chemin ; Il donne des indications au garçon, il induit la réflexion, influence et dirige le regard de l'esclave. C'est Socrate lui-même qui dit « deux fois deux » et, sur la base d'une expérience concrète, même si ce n'est qu'en reconstruisant mentalement le problème, il suffisait au garçon de faire entrer les pièces d'un puzzle. Quelque chose qui, certainement, s'il s'agissait de l'organisation interne de la maison, il aurait des notions antérieures. Comparez et organisez. Savoir écouter et réfléchir. Ceci, si nous y réfléchissons, n'est pas la même chose que de se souvenir de quelque chose qui n'a jamais été vu dans ce monde.

« Maître, dit un étudiant, il me semble que l'esclave était vraiment dirigé vers la réponse que Socrate voulait. Ce fut Socrate qui indiqua le chemin à l'enfant. Dans ce cas, du moins il me semble, il n'y avait aucun souvenir du tout !

« C'est ce à quoi ça ressemble, n'est-ce pas ?! » dit le professeur.  – Quelle que soit l'analyse que nous faisons du dialogue, il est important de reconnaître ce fondement philosophique qui franchit parfois nos seuils et adhère à nos pratiques en classe. Nous pouvons résumer la pensée platonicienne comme suit : « on perçoit un monde en transformation à partir des sens ; mais il n'y a pas de vraie connaissance de ce qui est transformé ; Ainsi, les sens ne mènent pas à la connaissance ; mais il y a la connaissance ; et la vraie connaissance ne peut venir que de l'éternel et de la constante ; Il y a donc ce qui demeure et ce qui est constant ; Les idées étant cette constante, alors la vraie connaissance est la connaissance des idées, mais par conséquent, si les idées ne sont pas perçues par les sens, elles doivent être des entités abstraites connues seulement de l'intelligence.[4] Cette pensée a ensuite été absorbée et adaptée par le christianisme. Et bien sûr, il y a beaucoup de platoniciens encore aujourd'hui ! Dans notre culture de l'image, dans cette industrie du divertissement, dans les films, on peut voir quelque chose comme ça ; Je veux dire, ce genre de dualité, cette différence entre une première réalité et une seconde réalité, une essence qui n'est pas perçue, oubliée et dont il faut se souvenir. Avez-vous entendu parler du film The Matrix ? De la réalité de la Matrice ? Si vous ne l'avez jamais vu, vous pourrez peut-être voir le premier film de la série, puis le dernier. Tirez vos propres conclusions. Eh bien, dans l'une des scènes, le héros de l'histoire saute du haut d'un immeuble, parce que, dans ce contexte, c'était une réalité virtuelle, un modèle informatique, une simulation. Maintenant, je demande : qui ici oserait sauter du dixième étage d'un immeuble parce qu'il croit que notre réalité n'est rien de plus qu'une simulation informatique ? « J'espère qu'aucun d'entre vous ! » – À un moment donné du cours, nous nous concentrerons sur l'étrange relation entre la réalité, la vérité et la connaissance du point de vue des mathématiques et qui est transmise dans le domaine éducatif à partir des discours et des conceptions du monde des enseignants qui enseignent les mathématiques et, espérons-le, lorsque cela se produira, mettre en lumière certaines des réflexions actuelles provenant de la perspective socioculturaliste.

« Je comprends, professeur », dit un étudiant. – Cependant, un « objet », comme vous l'avez appelé, est quelque chose qui est devant moi ; Une pierre, ça n'arrête pas d'être une pierre, n'est-ce pas ? La pierre existe ! C'est un fait de la réalité, c'est, pour moi, vrai.

« En effet, dit le professeur, mais néanmoins, comprenons que ce n'est pas exactement ce que nous partageons dans nos salles de classe avec les étudiants. Ce n'est pas exactement cette conception de la vérité et de la réalité que nous explorons dans un cours de mathématiques. Permettez-moi d'essayer de clarifier brièvement ce que je veux dire. J'en parlerai plus tard dans la journée. Déclenchons simplement une idée dans notre esprit. Eh bien, qu'est-ce qu'un oiseau pour vous ? Et dans ce cas, que voyez-vous lorsque vous observez une colombe blanche ? Et pourtant, dans notre culture, une croix en bois, qu'est-ce que c'est ? Ce sont nos objectifs. Cependant, ce sont aussi des symboles qui extrapolent la réalité, n'est-ce pas ? Après tout, si votre esprit criait, dans votre tête, « paix » et « Jésus », vous ne pensiez pas à la chose, à l'objet, à ce que j'ai dit. Vous avez pensé à quelque chose de construit socioculturellement. De même que la colombe blanche n'est pas la paix personnifiée, ou que la croix n'est pas Jésus, mais qu'elle nous renvoie à ces références, nous avons, dans nos cours, une approche imagiste, symbolique, avec l'utilisation d'un langage qui tombe sur les objets abstraits des mathématiques, sur leurs relations, leurs propriétés, etc. Il y a évidemment des objets, mais nous traitons presque complètement,  surtout dans les cours de mathématiques, avec leurs représentations, leurs symboles, « la racine carrée de deux », « le logarithme de cinq en base dix », etc. N'est-ce pas ?! Eh bien, nous y reviendrons sous peu.

"Oui, je pense que je comprends. – dit un autre élève. – L'objet lui-même, pour nous, est quelque chose d'immatériel, il est abstrait, donc nous travaillons avec l'objet représenté. Voilà?!

« Très bien ! » dit le professeur. « Nous allons approfondir cela tout au long du cours, mais pour l'instant, c'est une excellente synthèse. Eh bien, passons à autre chose. Je vous demande d'écouter une fois de plus le philosophe espagnol ! Ortega y Gasset nous dit qu'« il n'y a pas de vie humaine qui ne soit déjà constituée par certaines croyances fondamentales et qui ne soit pour ainsi dire construite sur elles. Vivre, c'est avoir affaire à quelque chose – au monde et à soi-même. Mais ce monde et ce « moi » avec lesquels l'homme traite lui apparaissent déjà sous une sorte d'interprétation, d'"idées » sur le monde et sur lui-même.[5] Maintenant, dans notre contexte, dans cette discipline, je suis amené à réfléchir à nos cours de mathématiques et aussi à la façon dont nous parlons des mathématiques et, bien sûr, à la façon dont nous les enseignons. Quand on parle, par exemple, de modèles mathématiques, d'équations qui modélisent la réalité, ou de modèles géométriques, il me semble qu'une activité préalable d'interprétation des objets du monde est implicite, n'est-ce pas ?! Tout dépend d'une abstraction que nous faisons des qualités de quelque chose dans un monde sensible – un monde perçu, empirique, un monde vécu et interprété ; après l'abstraction, il nous reste une quantification d'états observables et mesurables. La (re)construction de cette chose qui nous échappe (la réalité) se fait avec l'utilisation d'abord d' un langage naturel puis d'un langage symbolique, et avec lui nous croyons avoir devant nous la réalité du monde lui-même. La formation du monde dans notre esprit, cependant, se produit à des moments distincts, mais entrelacés, entrelacés, interdépendants. Eh bien, ce que l'on peut dire, pour le moment, c'est que nous vivons et percevons un monde, et avec le langage humain, nous créons d'abord ces modèles de réalité dans notre imagination, et, à un niveau plus profond, peut-être inconsciemment, nous nous rendons compte que le monde est fait de choses et de faits, qui se présentent à nous comme  des signes interprétables – et nous en parlerons plus tard  – avec le Nous produisons nos premiers modèles de réalité, nous formons une idée floue mais persistante qui indique même des modèles, des cycles, des répétitions dans ce monde dans lequel nous vivons. Et, à partir de nos perceptions dans le contexte de nos modes de vie, nous arrivons à un deuxième moment, à savoir, exactement où le partage d'idées et l'interaction sociale se produisent ; Dans cet univers collectif, de nouvelles lectures et interprétations des signes du monde sont créées  . Dans cet autre instant, dans le contexte socioculturel dont nous faisons partie, émergent des signes culturels, les symboles d'une culture, et à partir de ceux-ci, d'autres modèles plus complexes se créent, n'est-ce pas ?! – Où ces choses sont-elles présentées et autorisées à être capturées, où sont-elles évidentes ? Dans les récits, dans les histoires, dans les représentations, dans les images, dans les discours, ou lorsque nous parlons de la vie du travailleur rural dans l'Europe du XVIIIe siècle, ou lorsque nous citons la vie du travailleur salarié dans les villes brésiliennes dans les années 1960 et 1970, ou lorsque nous commentons la vie des Mayas lorsque les Espagnols sont arrivés dans les Amériques, ou encore,  aussi, sur le monde romain à l'époque de Jules César, etc. Et ce n'est qu'alors, dans un troisième instant, que les modèles symboliques très abstraits apparaissent enfin, fruits d'un langage artificiel, un langage qui est le produit d'un accord entre quelques personnes, quelque chose qui obéit à une norme bien définie et suit un ensemble de règles, un langage qui se présente comme la voix légitime de la science – et de quelle science s'agit-il ? Une science positive ? Une science logique ? – où se manifeste la vérité ; langage qui entend décrire toutes choses dans le monde ; langage associé à un savoir (les mathématiques) codifié et systématisé ; hiérarchiquement organisé et structuré ; un savoir qui a un langage spécifique et qui, dans sa propre logique, dans ses règles, crée de nouvelles images et représentations de la réalité du monde.

Pause.

*

En géométrie euclidienne plane, nous acceptons les notions indéfinies de point et  de droite ; on conçoit donc qu'il y a un objet appelé point et qu'il y a un autre objet appelé ligne. À leur sujet, il est indiqué que :

a)                    Sur une ligne, comme en dehors de celle-ci, il y a une infinité de points

b)                    Deux points distincts passent par une seule ligne droite.

On suppose que (a), (b) sont des faits vrais, ce sont des axiomes.

Considérons un système axiomatique déductif ; dans ce système on admet : (i) l'existence d'un ensemble A non vide, et (ii) le terme indéfini point, et (iii) la notion d'existence. Notez que : L'ensemble, la vacuité, le point et l'existence sont des concepts considérés comme élémentaires. Un système axiomatique est constitué d'un ensemble d'axiomes ; les axiomes sont la base d'une théorie ; les axiomes aident à définir d'autres objets (signes), d'autres concepts appelés termes définis ; les axiomes sont les vérités les plus simples à partir desquelles tous les autres énoncés peuvent être démontrés (comme vrais). Question : À quel point l'idée de l'existence d'un objet immatériel et impalpable, tel que le nombre, vous semble-t-elle élémentaire ? Comment évaluons-nous la vérité (ou la fausseté) de l'affirmation « il n'y a que trois points dans A » ? Nous manquons d'un contexte, d'un scénario, d'une interprétation. Par exemple, il peut s'agir d'un modèle à géométrie finie.

Les termes indéfinis  dans un système axiomatique déductif n'ont pas de sens initial.

Afin de développer des  connaissances mathématiques pertinentes et compréhensibles dans les limites de ce système, il est nécessaire d'attribuer une interprétation, c'est-à-dire que des significations doivent être attribuées à des termes indéfinis. (Pertinent ? De quelle manière ? Pour qui ? Comment ?) La connaissance pertinente est comprise comme ce qui, après avoir été doté d'un certain sens, peut être travaillé, utilisé ou manipulé d'une manière ou d'une autre en théorie. Ainsi, par exemple, la division par zéro n'est généralement pas pertinente ; on n'a pas nécessairement la production d'une certaine connaissance d'une telle chose en arithmétique de base ; ce n'est qu'à un niveau supérieur, lorsque l'on étudie le calcul différentiel et intégral, que cela devient pertinent : « en considérant la fonction 1 sur x, vérifiez la limite de la fonction lorsque x tend vers zéro à droite ».
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*

Ce discours était composé de plusieurs éléments conceptuels complexes. Des étincelles furent allumées ; en un peu plus de dix minutes de conversation, une flamme d'inquiétude s'alluma dans l'esprit des étudiants. Une nuisance traversée par les mots, « réalité », « représentation », « interprétation », « modélisation », « fiction », « illusion », « souvenir », « monde sensible », « connaissance », « vérité ». Et, après tout, « à quel moment le langage mathématique atteindra-t-il le stade de cette mise en scène ? », le lecteur se demande peut-être. Avant de monter sur scène, il est nécessaire de l'assembler, mais aussi de sélectionner la distribution, de construire tous les objets scénographiques, d'inclure une bande sonore et, enfin, de créer tout l'environnement dans lequel les idées et les réflexions proliféreront.

« Maître, dit un élève, sur le monde, et donc sur la réalité, et de la vérité, devons-nous supposer que ces choses naissent d'une interprétation et que l'interprétation elle-même, l'interprétation, est ensuite réinterprétée avec le langage des mathématiques ? Qu'est-ce que, après tout, la vérité en mathématiques ?

« Je vais m'inspirer d'Alfred Tarski (1901-1983) pour répondre à votre question », dit le professeur, c'était un logicien, philosophe et mathématicien polonais. Il nous dit qu'il ne suppose pas qu'il y ait une « essence » dans la vérité, et que ce n'est donc pas un problème philosophique ; Dans ses termes, il dit ce qui suit : « Je crois qu'il y a un certain nombre de problèmes intelligibles et intéressants (mais pas nécessairement philosophiques) sur la notion de vérité, mais je crois aussi qu'ils ne peuvent être formulés exactement, et peut-être résolus que sur la base d'une conception précise de ces notions. »[6] Il nous assure qu'une conception sémantique de la vérité est adéquate à notre travail, car, pour lui, « nous pouvons accepter la conception sémantique de la vérité sans abandonner aucune attitude épistémologique que nous avons pu avoir. Nous pouvons rester des réalistes naïfs, des réalistes critiques ou des idéalistes, des empiristes ou des métaphysiciens – quoi que nous ayons été auparavant. La conception sémantique est totalement neutre par rapport à toutes ces questions.[7] Eh bien, qu'il ait raison ou non est toujours à débattre. Cependant, il ajoute quelque chose qui me semble très important, à savoir que « nous devons utiliser deux langages différents pour discuter du problème de la définition de la vérité et, plus généralement, de tout problème dans le domaine de la sémantique. La première de ces langues est la langue « à propos de laquelle elle est parlée », et qui fait l'objet de toutes les discussions. La définition de la vérité que nous recherchons s'applique aux phrases de ce langage. La seconde est la langue dans laquelle nous « parlons » de la première, et en fonction de laquelle nous souhaitons, en particulier, construire la définition de la vérité pour la première langue.[8] La notion de vérité n' a de sens que dans un langage formel. Ainsi, dans notre langage quotidien, cela n'a aucun sens de chercher une définition stricte de la vérité.

–Est? – demande un élève. – Il y a des vérités ! Nous la reconnaissons, n'est-ce pas ?! Je ne suis pas convaincu.

— Je vois, répond le professeur, nous sommes très convaincus de nos certitudes, nous tous, y compris moi-même. Ici, cependant, dans cette discipline, nous devons remettre en question certaines de ces certitudes. D’ACCORD? Et après tout, la vérité n'est pas aussi simple qu'Aristote l'a fait paraître ! Le philosophe grec est invoqué par Tarsky pour parler de la conception de la vérité. Tarski dit qu'il aimerait que sa définition rende justice aux intuitions de ce philosophe. Et quelle était cette intuition philosophique d'Aristote : « Dire que ce qui est n'est pas n'est pas, ou que ce qui n'est pas est, est faux, mais dire que ce qui est est, et ce qui n'est pas n'est pas, est vrai. »[9] Nous en verrons plus à ce sujet au cours du cours. Je dois cependant m'attendre à quelques informations. Pour Tarski, le problème de la définition de la vérité est un problème associé aux fondements théoriques de la sémantique. Et, pour lui, la sémantique est la discipline qui traite de certaines relations entre les expressions d'une langue donnée et les objets auxquels ces expressions se réfèrent. Il cite, par exemple, les concepts de désignation,  de satisfaction et  de définition. Les exemples qu'il partage sont les suivants :

	L'expression « le père de son pays désigne (désigne) George Washington ; 


	La neige satisfait la fonction sententielle (condition) 'x est blanche' ; 


	L'équation '2.x=1' définit (détermine uniquement) le nombre 1/2. 




« Il nous dit, poursuit le professeur, que le mot « vérité » est d'une nature logique différente des précédents (désigne, satisfait et définit), car ceux-ci se rapportent aux relations entre les objets, et se réfèrent non seulement aux phrases elles-mêmes, mais aux objets dont elles parlent ; et dans leurs termes, vérité « exprime une propriété (ou dénote une classe) de certaines expressions,  à savoir, des peines.[10] Le concept de vérité, par conséquent, dans ce contexte, ne s'applique qu'aux phrases dans un langage formel, tel que le langage de la logique ou des mathématiques.

*

Un axiome mathématique exprime un énoncé vrai dans une langue donnée, dans un contexte symbolique spécifique, sur la base de règles préétablies, uniquement lorsqu'une attribution de sens est faite aux termes indéfinis. Il y a ceux qui soutiennent, par exemple, que les choses du monde sont comme des points isolés, des unités indivisibles, des blocs dotés de sens — la table, le livre, l'assiette, l'ordinateur, le président du Brésil, etc. — et ceux-ci, précisément ceux-là, figurent dans le langage formel de la logique (p, q, r, s, ...) ; de plus, ces objets ont des propriétés, nous écrivons « P(x) » pour dire que x satisfait (ou possède) la propriété P ; c'est la perspective de l'atomisme logique : « Quand je dis que ma logique est atomiste, je veux dire que je participe à la croyance de bon sens qu'il y a beaucoup de choses séparées ; Je ne considère pas l'apparente multiplicité du monde comme consistant simplement en des étapes irréelles et des divisions d'une seule Réalité indivisible » (Russell, 1974, p. 60) ; « Il est presque inutile de noter que l'on ne définit pas une chose, mais un symbole (un symbole « simple » est un symbole dont les parties ne sont pas des symboles). Un symbole simple est une chose tout à fait différente d'une chose simple. Les objets (signes) qu'il est impossible de symboliser autrement et qui peuvent être appelés « simples » par des symboles simples, tandis que ceux qui peuvent être symbolisés par une combinaison de symboles peuvent être appelés « complexes ». (Russell, 1974, p. 72).

Il n'est généralement pas possible de déterminer directement la vérité ou la fausseté d'une déclaration ; Sans connaître le contexte d'utilisation d'un énoncé, nous manquons d'éléments de vérification ; il faut maîtriser la langue et ses règles de composition ; Il est nécessaire de comprendre les significations des termes qui composent ce langage ; Il est nécessaire de déterminer les circonstances et le contexte de l'utilisation de la langue.

Par exemple, considérons l'affirmation suivante :
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Questions : Que signifie K dans ce cas ? Que signifie a, b, c ? Quel est le contexte mathématique dans lequel cette affirmation est faite ? Sur le plan socioculturel, dans quel scénario/environnement cette déclaration est-elle présentée ?

L'interprétation qui est donnée au système, à ses termes, en attribuant des significations, nous conduit à la notion de modèle du système axiomatique.

	Modèle euclidien. 


	Modèle non euclidien. 




La science, en général, est basée sur des modèles, et ceux-ci produisent des vérités qui entrent dans le monde social ; Les modèles et leurs vérités sont partagés et, à un moment donné, sous les pressions politiques et économiques, se matérialisent dans le domaine de l'éducation. Les modèles économiques et les fictions des marchés financiers sont, aujourd'hui, les éléments qui interfèrent le plus dans nos vies ; La valeur d'une entreprise en bourse, par exemple, peut fluctuer en raison de facteurs indépendants de son fonctionnement, de son efficacité ou même de ses bénéfices.

Les modèles des sciences, leurs paradigmes, persistent dans certains scénarios ; il ne nous semble pas être le produit d'une nature, d'une essence, de quelque chose qui fait partie du développement des sciences (au sens ontologique) ; comme l'affirme Boaventura Souza Santos dans Un discours sur les sciences (2008), « en termes scientifiques, nous vivons encore au XIXe siècle » (p. 14) ; cet écrit, écrit à la fin du XXe siècle,  cela nous dérange et nous provoque ; l'auteur suggère que peut-être, en termes scientifiques, même le XXe siècle n'avait pas commencé ; une science ambiguë en période de transition et certainement, également, on peut dire la même chose de l'éducation en cette période ; L'avertissement du professeur et chercheur nous semble encore pertinent aujourd'hui : « Nous sommes une fois de plus perplexes, nous avons perdu confiance épistémologique ; un sentiment de perte irréparable s'est installé en nous, d'autant plus étranger que nous ne savons pas avec certitude ce que nous sommes sur le point de perdre ; Nous admettons même, à d'autres moments, que ce sentiment de perte n'est que le rideau de la peur derrière lequel se cachent les nouvelles abondances de notre vie individuelle et collective » (p. 17). De quel modèle scientifique s'agit-il ? Nous avons hérité d'un modèle de rationalité qui vient de la soi-disant modernité ; une science qui exprime une synthèse des contradictions et des affrontements qui viennent du XVIe siècle, en passant par le XVIIIe siècle et le XXe siècle ; un modèle qui est censé progresser sans interruption, absolument, l'emporter sur tous les différents modèles concurrents de rationalité ; Un modèle de science qui nie la contingence et rejette tous les modes de savoir-faire qui s'écartent de ses propres principes épistémologiques et règles méthodologiques.

Il n'y aurait qu'une seule façon, de dire la vérité sur le monde à partir du discours de la science (est-ce un fait ?). Pour légitimer cette conception, il faut faire une séparation fondamentale : la connaissance de la science, comme vraie, et la connaissance du sens commun, comme fausse, mystique, limitée, fausse. Le discours qui atteste de l'aspect illusoire qui résulte des expériences immédiates produites par les sens est alors réaffirmé. Quelle est la bonne méthode ? Or, celui qui procède par décomposition, fragmentation et analyse, pour ensuite faire une synthèse ; l'écriture est symbolique ; Le langage est celui de la logique.  La connaissance sera d'autant plus rigoureuse qu'elle pourra être mathématisée ; connaître, c'est quantifier et mesurer ; « ce qui n'est pas quantifiable n'est pas scientifiquement pertinent » (Santos, 2008, p. 28).

Après avoir effectué une interprétation, ce qui est fait, c'est jouer un jeu de langage ; chaque mouvement possible de ce jeu est déterminé par une combinaison de signes doués de sens ; nous regardons attentivement certaines phrases, et parmi elles nous nous intéressons à un cas particulier : les propositions.

Une phrase affirmative (ou négative), dans n'importe quelle structure linguistique, qui exprime une pensée complète, et qui peut être évaluée comme vraie ou fausse, est une proposition ; par exemple, « Chaque carré a quatre angles droits » est une vraie phrase déclarative dans le contexte de notre géométrie euclidienne plane.

Chaque interprétation qui est faite, et chaque signification donnée aux objets (signes) du système, nous conduit à un jeu et aux pièces de ce jeu ; chaque interprétation nous offre la possibilité d'un jeu différent.

Nous nous intéressons aux jeux dans lesquels les contradictions sont évitées, rejetées, supprimées ; nous préférons les systèmes cohérents, c'est-à-dire ceux qui ne présentent pas de contradictions.

Les mathématiques scolaires adoptent en règle générale la thèse suivante : une proposition est soit vraie, soit fausse, et ne peut être à la fois vraie et fausse. Cependant, il faut considérer que la vie humaine, dans tout contexte socioculturel, est contradictoire. L'être de l'homme est idem et ipse, son identité est fluide et rigide ; il y a permanence et modification. Dans l'expérience empirique et historique, la coexistence de concepts doubles et opposés est acceptée : bon/mauvais, beau/laid, vrai/faux, fini/infini, etc. Les mathématiques recherchent la cohérence et la cohérence interne afin d'éliminer la subjectivité, la diversité, la contradiction et la dialectique de la vie ; Il cherche à éliminer la contradiction. La logique mathématique ne s'applique pas à la vie réelle ; Soit vous êtes une bonne personne, soit vous êtes une mauvaise personne ; Soit vous savez ce que vous faites, soit vous ne le savez pas ; ou ceci ou cela.

La preuve d'un théorème mathématique est, fondamentalement, la justification d'une proposition, vraisemblablement vraie (en toutes circonstances dans son contexte d'utilisation) ; C'est une vérité inébranlable et immuable dans un univers de discours donné. Nous utilisons des arguments précédemment acceptés comme vrais, préalablement justifiés et validés, et ceux-ci, légitimés par une communauté de chercheurs, sont incorporés dans la théorie. Toute action, dans le contexte d'un système axiomatique déductif, est réalisée sur la base de quelques éléments :

(i) des mandats à durée indéterminée,

(ii) des termes définis,

(iii) les axiomes,

(iv) un système linguistique (non naturel),

(v) les règles d'inférence.

Cependant, l'esprit et les pensées de l'être humain ne correspondent pas nécessairement à ce modèle (logique) ; l'enseignement des mathématiques qui ne repose que sur ce modèle de rationalité exclut la dynamique des échanges symboliques qui se produisent dans l'expérience empirique de l'être humain ; Les oppositions, les conflits, les remises en question et les critiques sont écartés.

*

« Les mathématiques sont la seule science exacte dans laquelle vous ne savez jamais de quoi vous parlez ou si ce que vous dites est vrai », explique le professeur. – Cette phrase est attribuée à Bertrand Russell (1872-1970), mathématicien et philosophe anglais.

- Que voulez-vous dire, professeur ? – demande un étudiant en mathématiques. –Être en désaccord! Tout est bien défini en mathématiques et, par conséquent, nous savons exactement de quoi nous parlons ! Ce n'est pas le produit d'interprétations !

« Nous faisons confiance et croyons aux résultats des mathématiques », dit un autre élève. « Cela ne veut pas dire que nous savons tout ce qu'il y a à savoir ! » Droite? Je savais comment opérer, comment calculer, mais je ne savais presque jamais exactement de quoi je parlais. Et combien de fois ai-je été forcé d'interpréter un problème et, en le comprenant mal, j'ai fait ce qui ne pouvait pas être fait ?! Oui, il y a de l'interprétation !

« Les enseignants », dit un autre élève, « sont toujours, à tout moment, très sûrs de ce qu'ils disent. Les livres apportent toujours la certitude, la vérité, les faits. Il y a de la certitude dans les cours de mathématiques. Apprendre les mathématiques, c'est savoir gérer nos incertitudes et non les incertitudes des règles des mathématiques !

Eh bien, dit le professeur, "ce dont vous avez parlé, peut-être y a-t-il un comportement typique  associé aux enseignants qui enseignent les mathématiques, une sorte d'hypervalorisation de la certitude, n'est-ce pas ?! Ou pas?! Les professeurs de mathématiques ne demandent-ils pas souvent aux élèves le vrai résultat ? Soit vous avez raison, soit vous avez tort ! Droite?! Il y a certainement, dans ce cas, une sorte d'accord entre les enseignants et les élèves ; Il y a une éthique implicite dans chaque cours de mathématiques. Et, bien sûr, dans la constitution même de la connaissance mathématique, nous acceptons cette éthique, cet engagement envers les faits et donc, implicitement, envers la réalité et la vérité.  Nous nous accrochons aux certitudes, parce que, après tout, nous supposons que la vérité de l'affirmation est incontestable ! – Il y a eu une démonstration et nous y croyons, n'est-ce pas ?! – Nous acceptons les déclarations des professeurs de mathématiques sans trop nous poser de questions et, par conséquent, nous acceptons également les idées qu'ils partagent. Et, je crois, cela ne pourrait pas être différent.  Ils nous disent la vérité, n'est-ce pas ?! La vérité des mathématiques ! Cependant, pour les étudiants, c'est presque un acte de foi.  Ils croient aveuglément aux déclarations, aux formules, aux propositions. Et à partir de cette façon d'enseigner les mathématiques, certains mythes se forment, comme, par exemple, que les mathématiques sont universelles, la reine des sciences, que leur langage est universel, que leurs vérités sont absolues, immuables et éternelles, que les propositions mathématiques nous disent comment est réellement la réalité.

–Oui! – dit An aluo. – Exactement ça ! Bien sûr, nous croyons au professeur ! Nous en savons moins que lui ! Il est le détenteur du savoir !

–Oui! Je ne suis pas en désaccord ! – répond l'enseignant. Et après tout, ils nous apprennent aussi à nous méfier de nos impressions, car, comme tout le monde l'atteste, nos perceptions nous trompent. Évidemment, pour nous, pour la plupart d'entre nous, c'est ainsi que les mathématiques scolaires sont encore présentées. C'est plus ou moins ce que nous percevons et assimilons. Il nous semble être une agglomération de certitudes inébranlables. Des vérités incontestables. Et si tout cela n'était pas vraiment le cas ?! Et si cela faisait réellement partie d'une croyance ? Une idée ? Une construction culturelle ? Et si c'étaient les discours des enseignants qui se consacrent à l'enseignement des mathématiques qui étaient responsables de cette création ? Et s'il s'agissait simplement d'une façon partagée de voir et de comprendre la réalité des mathématiques et de leur enseignement ? Pensez aux mots de Russell ! Se tromperait-il à ce point en faisant une telle affirmation ? Savez-vous vraiment tout ce que vous devez savoir sur les nombres ?

Un bref silence.  Les étudiants se regardent.  Ils regardent l'écran projeté au tableau : « Les mathématiques sont la seule science exacte dans laquelle vous ne savez jamais de quoi vous parlez ou si ce que vous dites est vrai. »

- C'est logique ! – dit un étudiant. "C'est vraiment logique de penser de cette façon. En mathématiques, nous disent de nombreux enseignants, nous ne devrions nous fier qu'aux démonstrations, aux procédures algébriques, à l'arithmétique, au calcul. Surtout quand il s'agit de l'infini, que ce soit dans la dîme périodique la plus simple, les enseignants nous montrent à quel point notre intuition et notre perception peuvent être trompeuses.

« Oui, en effet, commence le professeur, c'est ce qui nous semble être le cas ! » Ici, à l'intérieur de ce petit monde qui est le nôtre, dans cette classe, nous essaierons de parcourir quelques-uns des chemins de ce processus qui va des mathématiques à son enseignement, et, dans la direction opposée, revient ; un processus toujours médiatisé par le langage. Un va-et-vient de discours, de mots, d'idées et de pensées dans lesquels le langage mathématique se présente comme absolu et sûr, certain et vrai, capable d'exprimer la réalité, même si nous ne savons pas ce qu'est la réalité.

« Professeur », prend la parole l'un des étudiants en mathématiques, « certainement en mathématiques, à partir d'un énoncé, d'une propriété, d'un théorème, nous sommes capables de vérifier si c'est vrai ou non à partir des prémisses et des axiomes. Droite?! C'est une question de logique.

– Oui et non ! Pas exactement cela, répond le professeur. – Comme nous le verrons plus tard, et en profondeur à un autre moment du cours, il y a des énoncés dans les systèmes axiomatiques déductifs, dans leurs systèmes linguistiques propositionnels, qui mettent en évidence certaines difficultés logiques au sein de ces systèmes. Nous en parlerons lorsque nous parlerons du théorème d'incomplétude de Gödel. Des difficultés qui concernent les certitudes et les vérités de ce grand et robuste édifice sur lequel reposent les mathématiques.

Le professeur s'arrête et observe les élèves qui, à ce moment, fixent leurs yeux sur sa silhouette.

Avez-vous déjà entendu parler du mathématicien autrichien Kurt Gödel (1906-1978) ? – demande le professeur. « Eh bien, juste pour que vous connaissiez le minimum, les bases, et peut-être même la recherche chez vous, nous pouvons dire que Gödel a montré les limites du langage mathématique et de la logique symbolique en termes de démontrabilité des vérités énoncées. Il a montré qu'il y a des phrases d'arithmétique qui sont vraies, mais qui sont néanmoins improuvables ; nous ne pourrons ni réfuter ni démontrer de telles affirmations ; nous ne saurons seulement pas si elles sont vraies ou fausses dans le système axiomatique déductif dont elles font partie. Nous ne parviendrons donc pas à montrer qu'elles sont des conséquences logiques des axiomes du système dont elles font partie.

– En quoi consiste la méthode axiomatique déductive ? – demande un élève.

« Nous avons choisi quelques notions prétendument élémentaires, dit le professeur, et aussi quelques propositions dites primitives, les axiomes (ou postulats), et c'est sur elles que toute la théorie est construite. Par exemple, « être plus grand » et « être plus petit » sont des notions élémentaires ; Nous pouvons admettre que nous savons ce que sont une « fourmi » et un « homme » sans avoir besoin de les définir, ce sont des termes indéfinis ; Et donc une proposition pourrait être « chaque homme est plus grand que n'importe quelle fourmi ». Il n'est pas nécessaire de démontrer la vérité d'un axiome, il est simplement accepté à la base de tout le cadre théorique. Plus tard, cependant, nous n'acceptons que ce qui ressort de la démonstration rigoureuse, de l'analyse, des idées de base de ce système.

« Vous avez dit accepter les choses sans les définir », dit un étudiant. — N'est-il pas nécessaire de dire ce qu'ils veulent dire ? Tout définir ?

« Non ! » répond le professeur, « les significations intuitives des concepts primitifs sont rejetées dans les systèmes axiomatiques des mathématiques. Les termes exprimés dans les propositions s'appliquent. La quête du mathématicien se déroule dans ce monde restreint ; Il cherche les conséquences possibles dans ce système sans se soucier de la nature ou du sens initial des termes initialement considérés.

– Qu'est-ce qu'un système complet et un système cohérent ? – demande un autre élève.

« En termes généraux », dit le professeur, « nous disons qu'un système axiomatique n'est complet, que s'il est possible de prouver ou de réfuter toute proposition impliquant ses termes définis (et/ou indéfinis). Et un système est dit cohérent s'il n'y a pas de contradictions internes, c'est-à-dire s'il n'est pas vrai que « p » et « non p » se produisent dans le système, c'est-à-dire qu'une proposition et sa négation ne peuvent pas être toutes deux vraies dans le système. Malheureusement, tous les systèmes ne répondent pas aux deux exigences et, de plus, il est devenu évident d'après les travaux de Gödel qu'un système axiomatique cohérent n'est jamais complet. Vous ne pouvez pas tout avoir, n'est-ce pas ?! Soyez cohérent et complet, simultanément.

Certains d'entre eux se tortillent sur leurs chaises.

Les regards montrent un certain étonnement.

Les corps dénoncent le malaise qui se dégage du discours de l'enseignant.

Un écran est projeté sur le cadre. On peut y lire « Le paradoxe du barbier ».

« Vous voyez, le professeur montre le tableau, le paradoxe du barbier a été utilisé par Bertrand Russell, et avec lui nous avons la construction d'un scénario possible qui est, cependant, logiquement problématique. Il concerne les fondements des mathématiques,  la théorie des ensembles. Au début du XXe siècle, de nombreux paradoxes mathématiques ont commencé à produire des conséquences dans la production de connaissances mathématiques et dans les pratiques mathématiques des mathématiciens, affectant, bien sûr, l'enseignement des mathématiques.

*

Un raisonnement peut être valable ou non ; Un jugement peut être vrai ou faux. En établissant la validité d'un raisonnement et en considérant des prémisses vraies, en logique classique, les conclusions seront nécessairement vraies.

Les modèles mathématiques sont comme des châteaux de cristal ; Non seulement la base est fragile, mais toute sa structure. Réfléchissez à la question suivante : l'ensemble de tous les ensembles est-il un élément en soi ? Considérez l'histoire suivante : Dans une ville hypothétique, tous les hommes se rasent avec le barbier et, en règle générale, aucun homme ne se rase le sien. Le barbier est connu pour vivre dans cette ville. Qui rase le barbier ?

Le problème ontologique. Que signifie dire qu'il y a des nombres ? Parler de vérité en mathématiques peut, à certains moments, nous amener à réfléchir à la réalité des objets mathématiques et, par conséquent, à leur existence.

Que signifie dire que « là est le chiffre 1 » ? Quelle est la relation entre le nom de l'objet, « un », sa représentation, « 1 », et le concept d'« unité » ? Comment se produit la relation entre les choses du monde, la langue qui parle de ce monde et les idées qui se forment sur ces choses ?

L'ontologie analytique est une voie ; la compréhension des objets mathématiques à partir de ce scénario théorique et conceptuel passe par les réflexions de Bertrand Russell sur des descriptions définies ; dire qu'« il y a un carré rond » est absurde pour nous, mais même ainsi, nous sommes capables de dire une telle chose, comment ?

Selon Russell, le problème est la façon dont nous concevons la phrase, confondant les objets avec les noms qui leur sont attribués et oubliant qu'ils sont des descriptions. Ce n'est pas le cas que nous nommons réellement des objets existant dans le monde empirique ; Les descriptions des objets ne doivent pas être confondues avec les noms de ces objets.

Les noms désignent, selon Russell, des objets existants, ou ceux qui ont déjà existé, tels que « Socrate », « Pelé », « Airton Sena », etc. Les descriptions font référence à des entités qui n'existent peut-être même pas, comme « le carré rond ». Pour lui, les noms appliqués à des objets qui n'existent pas dans le monde physique, matériel, réel, empirique, comme « Pégase », sont des descriptions. Dans la conception de Russell, « Pégase » n'est pas un nom, puisque, selon sa théorie, il ne désigne pas une entité existant dans le monde physique, matériel, empirique, réel.

Les phrases doivent être paraphrasées de manière à faire disparaître les références désignatives ; les formes logiques sont recherchées : « il y a x tel que f(x) » ; « le seul x tel que f(x) » ; « il y a un seul x qui a la propriété f », et ainsi de suite.

La description définie indique un objet unique, une particule isolée, qui a la propriété f ; il faut considérer un opérateur qui liera une variable à une formule et, ensemble, exprimera un terme ; « Le seul objet qui satisfait F » est indiqué par
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où  [image: ] est l'opérateur de description, « le seul x tel que... » ; s'il n'y a pas d'objet qui a la propriété f, alors la description est fausse (selon la théorie de Russell) ; S'il n'y a pas d'objet ou s'il y en a plus d'un, alors la description est considérée comme fausse. De plus, la description n'acquiert un sens que dans un contexte spécifique et est donc relative au contexte d'utilisation.

L'existence ou non de certaines entités dépendra de la logique utilisée, du contexte dans lequel cette logique est utilisée, et d'une sorte d'engagement ontologique qui s'établit avec les entités ; Si l'on accepte la logique des mondes possibles, il y aura une compréhension ; Si la logique aristotélicienne classique est acceptée, il y aura une autre compréhension, et ainsi de suite. Selon Krause (2017), « exister est nécessairement relativisé à un contexte, un langage et une logique sous-jacents » (p.63).

*

Le paradoxe du barbier : Dans une petite ville, il n'y a qu'un seul barbier. Tous les hommes de cette ville doivent se raser avec ce barbier. Aucun homme dans cette ville ne rase le sien. Le barbier vit dans cette ville.

Question : Qui rase le coiffeur ?

« Professeur, dit un étudiant, dans ce problème, si le barbier se rase la barbe, parce qu'il est un résident de la ville, il viole l'une des règles du problème, mais en même temps il n'enfreint aucune règle, parce que, comme il est le barbier, il fait correctement ce qui doit être fait. Voilà?!

« Oui, dit le professeur, c'est une façon de lire et de comprendre le problème ! » Et, voyez-vous, ces paradoxes conduisent la recherche mathématique à ce moment historique au point où Gödel fait sa démonstration. C'était vraiment un coup, je dirais même fatal, dans les rêves de certains mathématiciens. Il y avait, par exemple, le programme proposé par le mathématicien David Hilbert (1862-1943). Il croyait qu'il était possible de réduire toutes les mathématiques à un petit nombre d'axiomes cohérents en reformulant les fondements des mathématiques en termes d'arithmétique, de sorte que chaque proposition mathématique puisse être prouvée dans ce système, un système prétendument complet. Il y a eu le développement de la logique symbolique, et avec Frege, Russell et Alfred North Whitehead (1861-1947), par exemple, de nouvelles façons d'écrire et de penser les vérités mathématiques en termes de logique symbolique. Ils croyaient que toutes les mathématiques pouvaient être réduites à la logique. L'arithmétique pourrait être traduite dans le langage de la logique, mais c'est précisément dans ce mouvement que des choses étranges ont émergé. Des choses qui montraient les limites des mathématiques et de son langage. Cependant, tout n'a pas été un échec. Il y a eu en fait beaucoup d'avancées ! Frege tente, dans ses Fundamentals of Arithmetic, de définir le nombre en termes logiques, sans recourir à de vagues notions ou intuitions, ce qui a été développé plus tard par Russell et Whitehead dans l'œuvre monumentale Principia Mathemática. Cela n'a cependant pas empêché la logique et les mathématiques de converger et de presque fusionner, comme cela s'est produit, par exemple, dans l'œuvre du « premier Wittgenstein ». Ludwig Wittgenstein (1889-1951) était un philosophe autrichien. Il a étudié sous Russell et a influencé, avec son travail, ce qui est devenu plus tard connu sous le nom de positivisme logique. Pour que vous compreniez un peu la vision de ce monsieur, je cite le texte d'Araujo, dans son livre « Du signe au discours ». Elle nous dit que pour le philosophe autrichien « les problèmes philosophiques naissent de l'utilisation abusive du langage » et, de plus, pour lui, il ne serait pas intéressé par « une approche psychologique de la signification » ou « une approche épistémologique de la relation entre les mots ou les phrases et ce à quoi ils se réfèrent ou signifient, ni dans l'utilisation des phrases pour arriver aux vérités de la science. Son problème est de clarifier comment un fait, de type « phrase », se rapporte à un autre, de manière à être un symbole de ce dernier. La question porte sur les symboles qui ont une signification et leurs conditions de référence, c'est-à-dire sur la signification de ces symboles. Le sens d'une phrase vient du sens des mots qui la composent.[11] Comme je l'ai dit, l'œuvre de Gödel a causé un grand malaise à ceux qui croyaient que les mathématiques pouvaient être réduites à l'arithmétique et donc à la logique.

« Et n'est-ce pas comme ça ? » – demande un élève. « Je veux dire, les mathématiques ne sont-elles pas basées sur des fondements logiques ? » N'est-ce pas la logique qui pose toutes les bases des mathématiques ? Tout ce que vous faites dépend de la logique. Les démos... tout! Même s'il y a des limites, n'est-ce pas comme ça que les choses fonctionnent ?! Je veux dire, nous dépendons toujours de la logique, n'est-ce pas ?!

–Oui! Cependant, ce n'est pas autant que nous le supposons ! – dit le professeur.  « Nous nous appuyons toujours sur la logique symbolique et ses règles. Cela fait peut-être, cependant, partie d'un héritage de la culture mathématique des mathématiciens du début du XXe siècle. Nous assumons une vision du monde, une façon de comprendre les mathématiques qui nous entourent et qui, parfois, aveugle notre regard. Et, bien sûr, nous sommes influencés par cette façon de percevoir la construction de la pensée mathématique et, dans nos pratiques éducatives, nous reproduisons souvent cette chose.

« C'est ce que j'ai fait », dit un étudiant. « Dans une classe d'école primaire, de neuvième année, dans une école privée, j'avais cette tendance à exprimer les choses de manière très bien... logique... et... J'avais presque une compulsion pour les manifestations. Je pense, maintenant, en entendant cela, que je viens d'apporter à ma classe cette façon de voir les mathématiques, leur organisation et leur langage.

« Nous tous, dit le professeur, tous ceux d'entre nous qui enseignent les mathématiques, finissent par aborder cette façon de traiter les objets mathématiques en classe. Une hypothèse implicite  dans cette vision du logicisme est que la totalité des vraies propositions de la logique exprime la réalité du monde, en particulier le monde des mathématiques ; et nous devons beaucoup cela au « premier Wittgenstein » et au positivisme logique. C'est comme si le langage symbolique de la logique avait une correspondance directe avec la réalité des choses du monde. Droite?! Savoir quelque chose sur un objet dans le monde serait la même chose que savoir ce qu'une proposition dit sur cet objet. Wittgenstein, du moins dans sa première phase, la phase logico-analytique, est notre plus grand exemple. De cette façon, nous essayons d'éliminer tout appel à la subjectivité, à l'intuition, et nous nous éloignons, ou essayons de nous éloigner, de la métaphysique, des pensées obscures. De toute évidence, il s'agit d'une lutte contre les sens,  la perception et, plus simplement, l'humanité même de l'homme. Après tout, si je dis que « pour tout x, nous avons que x=x », c'est une vérité indiscutable qui est indépendante de toute interprétation, c'est une vérité a priori. L'apprentissage des mathématiques recourt, dans ce cas, aux objets représentés, au symbolique, au contenu objectivement inscrit dans le texte, et la compréhension dépendra de la référence qui est faite à l'objet désigné, et de la manière dont l'objet mathématique se présente. Par exemple, si je dis « si bleu, alors rose, je connais le bleu, donc je conclus rose », cet argument n'a aucun sens, mais néanmoins sa forme logique m'assure d'une véritable conclusion. Symboliquement, nous pouvons écrire :
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« Vous avez dit, dit un étudiant, que nous nous sommes éloignés de l'humanité de l'homme. Comment ça? Que veux-tu dire?!

"Nous parlerons davantage de ces choses au cours du cours, mais pour l'instant, il suffit de dire que c'est le fruit d'une idée qui remonte à la Grèce. La conviction que les pensées et les vérités que nous avons sur les choses du monde, y compris les vérités mathématiques, ont leur origine ailleurs, dans un monde qui n'est pas exactement le nôtre. Je cite maintenant le texte de Porto[12], en parlant de deux points de vue, l'idéaliste et l'empiriste. La  conception idéaliste suppose que la connaissance n'est pas générée par des expériences sensibles, mais qu'elle préexiste dans une autre réalité composée d'idées dont il faut se souvenir ; elles ont seulement été oubliées. Dans ce monde suprasensible habitent des vérités éternelles et immuables, qui suivent la croyance platonicienne sur les vérités des choses. La conception empiriste, en revanche, s'oppose à la première. Dans cette conception, il est entendu que « toute connaissance sur les objets réels procède de l'expérience ».[13] Les objets mathématiques sont, dans cette perspective, des abstractions d'objets réels. La connaissance doit naître de réflexions sur les impressions des sens sur les objets de la réalité. La production de connaissances mathématiques dépend-elle ou non de l'être humain, de sa vie, de son histoire ? Donc, voyez-vous, il y a un différend, dans le domaine des idées, dans le domaine philosophique et scientifique, autour de ce qui nous constitue réellement en tant qu'êtres de chair et de sang, sujets socio-historiques, humains, animaux capables de parler et de penser, d'apprendre et de créer.

« Je pense que je comprends ! » dit l'étudiant. « Dans l'idéalisme, nous ne dépendrions pas de nos expériences de vie. Il préexiste à l'homme. C'est inhumain.

« Un peu de cela, peut-être ! » répond le professeur.  Et pourtant, notez qu'en dépit des critiques du mouvement des logiciens, il y a une chose sur laquelle nous devons nous mettre d'accord, à savoir notre capacité de communication. Regardez la position de Frege. Il est cohérent. Il nous dit ceci : « Si chacun avait le droit de comprendre ce qu'il voulait par ce nom, la même proposition à propos de l'un signifierait des choses différentes pour différentes personnes ; De telles propositions n'auraient pas de contenu commun.[14]

–Vraiment! – un élève parle. « Pour communiquer, pour parvenir à un accord et pour que tout le monde puisse étudier et parler des mêmes choses sans tomber dans les malentendus, il est nécessaire d'avoir un accord, un partage des codes linguistiques.

« Vraiment », a déclaré un autre élève. Si les structures logiques inscrites dans le langage symbolique expriment les façons correctes de penser et nous disent comment les choses du monde sont liées les unes aux autres, alors évidemment nous saurons comment sont les choses du monde. Droite?! Il a de la cohérence. Il y a une relation entre ces choses, n'est-ce pas ?!

– Oui et non ! Quelques observations supplémentaires », dit le professeur. Platon est considéré comme l'un des premiers philosophes à faire la différence entre la réalité immanente et transcendante. Celle-ci est une réalité immatérielle, elle est suprasensible, sa nature est donc métaphysique. La réalité immanente, en revanche, est une réalité matérielle, sensible, elle fait partie de nos expériences immédiates dans le monde. La transcendance nous échappe, elle est extérieure à notre réalité. Et à propos de ce que vous avez dit, une question. Y a-t-il vraiment une correspondance directe entre les choses du monde et les symboles, entre ce que le langage exprime et ce que nous appelons la réalité ?

*

Médium : Vérités analytiques

Doutes.

La vérité mathématique est-elle présentée explicitement et directement, ou, au contraire, exige-t-elle une observation, une interprétation et une analyse ? Qu'en est-il des vérités mathématiques dans l'enseignement des mathématiques ?  Quelle est la nature de la vérité en mathématiques ? Quelle est la nature de la vérité des mathématiques lorsqu'elle est traitée dans le contexte de l'enseignement des mathématiques ? Comment enseigner les vérités des mathématiques à l'école ?

*

Les vérités des mathématiques sont-elles obtenues empiriquement ou non ? Sont-ils synthétiques ou analytiques ? Selon Quine (2011), « Kant concevait un énoncé analytique comme un énoncé qui n'attribuait à son sujet que ce qui est déjà conceptuellement contenu dans le sujet [...] un énoncé est analytique lorsqu'il est vrai en vertu de significations et indépendant des faits » (p.38).

Dans le contexte de la logique et de la philosophie, on parle (i) de vérité analytique ou (ii)  de vérité synthétique ; on parle aussi de (iii) vérité a priori ou (iv) vérité a posteriori.

La vérité analytique d'un énoncé est (supposée) indépendante des faits vécus ; la vérité est donnée en vertu de la signification des concepts, et seulement en fonction de leur signification (dans une structure symbolique).

La proposition « les hommes non mariés ne sont pas mariés » pourrait, dans cette conception, être comprise comme une vérité analytique ; L'affirmation « chaque carré n'est pas un triangle » exprime une vérité qui ne dépend (soi-disant) que des concepts inscrits dans la phrase, et est donc également analytique.

On pourrait concevoir qu'une vérité analytique est aussi nécessaire et a priori (Kripke, 2012) ; pour le philosophe (logicien) Saul Kripke (1940-2022), il n'y a pas de vérités contingentes, puisque, selon lui, aucun objet ne peut être différent de lui-même. En toute circonstance, dans tout contexte, les objets restent identifiables, reconnaissables (identité rigide).

Pour I. Kant (1724-1804), la connaissance dite a priori  est celle qui se produit « absolument indépendamment de toute expérience » (Kant, 1983) ; c'est une connaissance nécessaire, et non contingente. Le philosophe Königsberg croyait et défendait que les mathématiques étaient une science composée de propositions dont la vérité ne dépendrait pas de l'expérience et serait donc a priori. Il a également soutenu, cependant, que les axiomes et les théorèmes étaient synthétiques, dépendaient de l'intuition et que les mathématiques devaient donc être composées de jugements synthétiques a priori. Une vérité synthétique peut être comprise comme une vérité qui découle de l'expérimentation, de l'observation, et qui ne dépend pas seulement des concepts inscrits dans la phrase ; elle est empirique et donc a posteriori.

Exemple : Lorsque l'on déclare que « la maison de l'actuel président de la République est bleue », on ne sait pas si ce qui est dit est vrai ou faux.

L'autre côté. Si, dans l'analyse de la vérité, on suppose que le fait vrai découle de la compréhension du concept, et que le concept est lié au terme qui l'exprime, alors on peut concevoir la contingence à la fois du concept et du terme, et donc de la signification qui lui est associée (dans l'espace-temps) ; il est nécessaire de connaître quelque chose, et seulement par l'expérience et l'usage,  Par la suite, il devient possible d'évaluer un énoncé.

La vérité d'une propriété associée à un certain objet mathématique, qui est inscrite et exprimée dans un énoncé, est-elle contingente  ou nécessaire ? Analytique ou synthétique ? A priori ou a posteriori ? Lors de la rédaction de l'argument : "si A, alors B ; on sait que A ; Il s'ensuit donc que « B », quel genre de vérité est-ce ?

a) Analyse a posteriori ;

b) A priori analytique ;

c) Synthétiques a posteriori ;

d) Synthétique a priori.

La vérité ou la fausseté d'une proposition analytique ne dépend, en théorie, que de la signification des termes qui la composent.

Ainsi, dans une perspective restreinte – réductionniste comme le souligne Willard Van Quine (1908-2000) dans ses Deux dogmes de l'empirisme – un énoncé analytique semble indépendant des faits contextuels dans lesquels il s'exprime. Quine mène une revue critique de la distinction entre vérité analytique et vérité synthétique qui remonte à Kant et est également mise à jour dans Frege, Russell et Wittgenstein (du Tractatus). L'enquête de W. Quine tombe sur la synonymie, à la fois par définition  et  par interchangeabilité ; Le problème analysé par le philosophe part de l'affirmation apparemment évidente : « aucune personne célibataire n'est mariée » ; ce qui se traduit de différentes manières : (i) « Aucun célibataire n'est marié ; (ii) « toute personne célibataire n'est pas mariée » ; (iii) « Tout célibataire n'est pas marié. »

Remarque : « L'empirisme moderne a été conditionné, dans une large mesure, par deux dogmes. L'une est la croyance en une division fondamentale entre les vérités analytiques, ou fondées sur des significations indépendantes des faits, et les vérités synthétiques, ou fondées sur des faits. L'autre dogme est le réductionnisme : la croyance que chaque déclaration significative équivaut à une construction logique basée sur des termes qui se réfèrent à l'expérience immédiate » (Quine, 2011, p.37).

Quine (2011) affirme qu'« il est évident que la vérité en général dépend de la langue ainsi que des faits extralinguistiques » (p.59) ; Et comme, dans notre cas, notamment en ce qui concerne l'enseignement des mathématiques dans le contexte scolaire, nous n'avons que peu ou pas de contrôle ou de connaissance de ce qui se passe extra-linguistique dans le monde de nos élèves, c'est à nous d'améliorer les moyens de comprendre les usages qui sont faits du langage dans l'environnement partiellement contrôlé de la classe.

Est-il correct de dire « la vérité » au singulier ?  Réponse : Si nous acceptons les mouvements dans un jeu, en connaissant ses règles, alors oui, c'est correct.

Est-il correct de dire « les vérités » au pluriel ? Si nous acceptons qu'il existe des jeux différents, similaires à certains égards, mais avec des règles différentes, alors oui.  Pensez, à ce stade, à deux jeux de société : le jeu d'échecs et le jeu de dames.

De plus, tout dans notre monde ne peut pas s'accrocher aux illusions des logiciens ; comme le dirait Nietzsche (2012), la logique vient de l'illogique (Gaïa Science) ; Après tout, selon lui, le problème est notre tendance à « traiter ce qui est semblable comme égal » (p.130) ; Ce serait l'erreur qui sous-tend la logique ; dire « A est égal à B », alors que A est similaire mais différent de B, disons, par exemple, « x + 2 est égal à 3, pour x = 1 », en N, Dire que « l'être est, le non-être n'est pas » est trop logique pour être réel.

La pluralité, à la fois grammaticale et culturelle, accompagne les mouvements sociaux et éducatifs de la contemporanéité, permettant d'élargir le spectre qui est conçu épistémologiquement ; Walsh (2017) : « Une seule façon de comprendre la connaissance a été établie : à partir de la rationalité ou de la raison eurocentrique, en posant des hypothèses sur qui pouvait penser, raisonner et produire de la connaissance (l'homme blanc européen). De même, les formes indigènes originales d'êtres (humains et non humains, tangibles et non tangibles, vivants et morts), le territoire, la spiritualité et la vie cosmologique ont été classés comme barbares, sauvages et non civilisés »[15] (p.22).

Il expose les astuces de la domination colonialiste-capitaliste qui ont historiquement structuré nos discours-pratiques dans les Amériques ; des stratégies pour maintenir une posture de subordination et d'asservissement au pouvoir qui atteste d'une vérité singulière, universelle, absolue et immuable. Les binarités sont problématisées : nord ou sud, développé ou sous-développé, rationnel ou irrationnel, primitif ou civilisé, inférieur ou supérieur (Quijano, 2014). On s'y oppose, dans les domaines théoriques et conceptuels, en proposant de nouvelles pratiques et de nouveaux dictons ; Une position décolonialiste est adoptée, le pouvoir hégémonique est résisté, un discours immoral, dissimulé, cynique et pervers est affronté. Mouvement de déconstruction de la singularité imposée par la subordination épistémologique et économique ; une éducation contre-hégémonique et insubordonnée.

Newton da Costa, lorsqu'il traite de cette abstraction que nous appelons connaissance, affirme que « la connaissance scientifique est une croyance vraie et justifiée » (1977, p 40) ; Santaella (2019), lorsqu'il débat de l'idée que la science travaille avec des vérités provisoires, part de l'énoncé de ce premier personnage pour nous informer que la vérité et  la justification sont des sujets d'épistémologie, un domaine de la philosophie qui se concentre sur l'étude de la nature de la connaissance ; et, plus que cela, il affirme que « la science contient parmi ses procédures pour filtrer le bon grain de l'ivraie et diagnostiquer les falsificateurs avec les sanctions appropriées » (2019,  p. 84).

Il y a les faits qui sont produits (fabriqués/fabriqués) à partir des interprétations, et basés sur les règles que nous avons à un certain moment de la recherche ; découlent de l'observation interprétative du chercheur (Aranha ; Martins, 1995).

Il est clair que, dans chaque domaine de la connaissance, et dans tous les domaines de la connaissance, il y a ceux qui s'intéressent à la recherche et ceux qui s'intéressent à la diffusion des résultats de la recherche (dans les moyens de diffusion) ; dans certains cas, il y a une coïncidence de personnes ou d'institutions, dans d'autres non ; il y a aussi ceux qui contrôlent ce qu'ils disent et font et ne produisent rien ; Il y a ceux qui contrôlent l'information et, directement ou indirectement, conçoivent des stratégies pour exclure et effacer ce qu'ils n'aiment pas ou même ce qu'ils considèrent comme faux ou faux. Disons, enfin, des vérités provisoires de la science, que « seules les théories qui offrent la plus grande résistance à l'épreuve peuvent être les meilleures approximations de la vérité. Nous sommes, avec Popper, dans une épistémologie du degré. Comme la corroboration des hypothèses est toujours provisoire, c'est leur degré de réfutabilité qui préside au choix » (BARAQUIN ; LAFFITTE, 2004, p. 320).

Un élève de sixième année du primaire écrit ce qui suit :
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Votre professeur, voyant cela, dit : « C'est faux ! Corrigez-le ! L'étudiant, pour sa défense, dit ce qui suit : « mais 3 fois 2 font 6 » ; L'enseignant répond alors : « Mais ce n'est pas ce que vous faites ! C'est une autre chose ! Retourne en arrière et regarde dans ton carnet ou dans ton livre le calcul avec des pouvoirs » ; l'enfant s'exclame : « Je l'ai trouvé ! Le livre dit que c'est 9.

Il y aurait beaucoup à dire sur les vérités des mathématiques qui sont montrées dans la textualité du matériel scolaire, dans le manuel ; Je choisis d'apporter une réflexion : « La réalité virtuelle du manuel de mathématiques semble représenter les qualités épistémiques du réalisme platonicien. Dans la mesure où une proposition mathématique est vraie – et, selon Platon, est absolument vraie lorsqu'elle énonce quelque chose sur le monde des idées – alors un exercice dit quelque chose d'absolument vrai sur une réalité virtuelle. Dans cette réalité, comme dans toute autre dans le monde platonicien, l'absolutisme fonctionne parfaitement » (Skovsmose, 2007, p.83).

*

« Alors, dit un étudiant, utiliser des représentations, des symboles, serait une façon d'éviter cette transcendance dont on ne sait rien. Voilà?! Et d'autre part, le langage symbolique nous permettrait de revenir au plan de l'immanence, c'est-à-dire au monde sensible.

« Oui, un peu de ça », dit le professeur. « Mais avons-nous vraiment réussi cet exploit ?! » Les signes  existent dans notre monde, ils existent matériellement. Serait-il approprié de s'enquérir, dans ce cas, de sa nature ? Son essence ? Son origine ? Quels sont ces êtres ? Regardons un petit exemple. Si nous écrivons "☐a, b ; P(a,b)→F(b,a)", de quoi parle-t-on ? Nous voulons dire, premièrement, que le symbole « ☐ » signifie « pour tous », et que nous supposons qu'il y a deux objets « a » et « b », et donc que « ☐a, b » signifie « pour tous a et b » ; Nous ne nous soucions pas vraiment de ce que sont ces choses. De plus, « P(a,b) » indique qu'il existe une relation « P » et que c'est entre deux objets quelconques « a » et « b » ; nous pouvons également écrire « aPb ». De même, « F(b,a) » indique qu'il existe une relation « F » entre « b » et « a » ; nous pouvons écrire « bFa ». Et c'est tout ce que vous pouvez dire sur cette expression ? Mais, après tout, de quoi parle-t-on ? Quel est le sens de cette phrase ? N'y aurait-il pas besoin de traduction et aussi, bien sûr, d'interprétation ? Que signifient ces choses ? Qu'est-ce que « F(b,a) » et « P(a,b) » ? Pourquoi n'écrivons-nous pas F(a,b) au lieu de F(b,a) ? L'ordre modifie-t-il la relation F entre deux objets ? Ces étapes, traduction et interprétation ne sont-elles pas associées aux modes de vie des personnes impliquées dans cette action de compréhension du sens exprimé par les symboles ? Nous recherchons des sens et des significations ! Même dans des limites étroites, même en minimisant l'aspect subjectif, pouvons-nous vraiment l'éliminer lorsque nous cherchons à comprendre le sens de l'énoncé ? Et d'un autre côté, il est relativement plus simple de dire que « si a=b et b=c, alors a=c », quelle que soit la signification de « a », « b » et « c », n'est-ce pas ?

– Et est-ce important en mathématiques ? – demande un élève. « Je veux dire, je ne pense pas que cela ait un quelconque rapport avec la pensée mathématique ! » La signification de « P » et « F » n'est pas pertinente pour déterminer la vérité ou la fausseté de la proposition, n'est-ce pas ?

–Voilà! – dit un autre élève. – Il suffit de savoir comment les objets « a » et « b » se comportent dans les relations « P » ou « F ». C'est la structure de la proposition qui importe.

« Et c'est là, dit le professeur, le point de vue qui prédomine dans vos cours ? » Dans votre formation mathématique ?! Ou est-ce quelque chose de factuel ?! Et si c'est une certitude, quelle est sa source ? Il y a certainement une base philosophique qui guide cette certitude et qui dit comment écrire et parler en mathématiques et, bien sûr, comment reproduire cela dans un cours de mathématiques.

Les deux étudiants hochent la tête positivement. Ils sont étudiants en mathématiques et ils ne savent pas s'ils ne font que reproduire des croyances, s'ils répètent des discours de manière mécanique, ou s'ils attestent de faits prouvés, justifiés, légitimés par le domaine scientifique, en particulier les mathématiques elles-mêmes.

« Vous partagez une perspective très caractéristique du logicisme. Quelque chose qui a été profondément travaillé par Frege, Russell et Wittgenstein, par exemple. Nous pensons en termes d'ensembles, nous parlons de structures et  de relations, n'est-ce pas ?! Les mathématiques sont réduites à la logique, et toute affirmation mathématique vraie doit être démontrée à partir des règles de la logique symbolique. Peu importe le contenu des propositions, seulement leur structure[16]. Et dans ce cas, peut-être qu'un peu de formalisme à la Hilbert  est également présent dans votre esprit. Formalisme et logique. Explorons cela un peu. Prenons, par exemple, la géométrie. Comment l'avez-vous étudié ? Les enseignants ont inventé des termes primitifs, des termes indéfinis, tels que : « point », « droit », « appartenir à », « être contenu », « être entre », n'est-ce pas ?! Et puis les professeurs ont probablement trouvé des axiomes, comme, par exemple, l'axiome d'incidence, qui stipule que « étant donné deux points distincts, il y a une seule ligne qui les contient », ou l'axiome qui dit que « sur chaque ligne il y a au moins deux points distincts », n'est-ce pas ?! Mais ont-ils utilisé une forme d'écriture comme les deux suivantes ?

L'enseignant écrit deux expressions symboliques au tableau :
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« Et, voyez-vous, je n'admets même pas que ce sont les bonnes façons de représenter ces axiomes dans le langage de la logique. Mais est-ce ainsi qu'ils ont étudié la géométrie euclidienne plane ? Et puis, les démonstrations étaient-elles identiques à celles que vous avez apprises dans le cours Principes fondamentaux des mathématiques et de la logique ?

« En fait, nous n'étudions pas avec le langage de la logique ! » – dit un étudiant. "Ce n'est pas comme ça que nous l'avons vu !

« Nous n'apprenons certainement pas de cette langue ! » – dit un autre élève. – Ce n'est peut-être que maintenant, en regardant la géométrie différentielle et la topologie, que nous nous en rapprochons... Mais ce n'est pas exactement le cas.

« Exactement ! » dit le professeur, « Comme je l'ai déjà dit, peut-être pas dans les mêmes termes, cela fait partie de notre imagination et de notre certitude injustifiée et presque inébranlable que tout ce que nous faisons en mathématiques découle de la logique. Nous sommes peut-être plus formalistes que logiques. Et peut-être, si nous réfléchissions davantage, nous réaliserions le contraire, que la logique formelle s'approprie les procédures des mathématiques ; mais, comme Russell l'a dit un jour, les mathématiques sont devenues plus logiques et la logique est devenue plus mathématique, elles sont presque devenues une, mais, bien sûr, cela faisait partie du rêve logique qui s'est effondré avec le théorème d'incomplétude.

– Est-ce plus logique ? – demande un élève. – La structure logique du langage mathématique est-elle quelque chose de récent ? Je veux dire, n'est-ce pas quelque chose qui a toujours été utilisé ?

— Oui et non ! répond le professeur, toujours, depuis la Grèce peut-être. Mais, cependant, une autre logique, différente de celle que nous avons aujourd'hui. Nous nous rapprochons de la proposition de Tarski. Il nous dit ce qui suit : « Pour spécifier la structure d'une langue, nous devons caractériser sans ambiguïté la classe de mots et d'expressions qui seront considérés comme significatifs. En particulier, nous devons indiquer tous les mots que nous décidons d'utiliser sans définition, et qui sont appelés « termes indéfinis (ou primitifs) », et présenter les règles dites de définition pour introduire des termes définis ou nouveaux. En outre, nous devons établir les critères permettant de distinguer, dans la classe des expressions, celles que nous appellerons « phrases ». Enfin, il faut formuler les conditions dans lesquelles une phrase peut être affirmée ; en particulier, il faut indiquer tous les axiomes (ou phrases primitives), c'est-à-dire les phrases que l'on décide d'affirmer sans preuve. Et nous devons fournir des règles dites d'inférence (ou règles de preuve) au moyen desquelles nous pouvons déduire de nouvelles phrases, affirmées à partir d'autres phrases précédemment affirmées. Les axiomes, ainsi que les phrases qui en sont déduites au moyen des règles d'inférence, sont appelés « théorèmes » ou « phrases prouvables ».[17]étiquette.

–Je comprends! – dit un étudiant. – C'est une façon très moderne d'organiser le langage logique ! Certainement.

"Eh bien, et sur la façon dont nous voyons et percevons les mathématiques et leur enseignement, il y a un article écrit en 1994 qui nous fournit quelques éléments supplémentaires. L'auteur, Dario Fiorentini, nous fournit des éléments de réflexion sur certaines de ces relations que nous avons l'intention d'explorer dans notre discipline. Il cite quelques tendances, à savoir (1) le formaliste classique, (2) l'empiriste-activiste, (3) le formaliste moderne, (4) le techniciste et les variations, (5) le constructiviste et (6) le socioethnoculturaliste. Le premier d'entre eux, selon lui, « était caractérisé par l'accent mis sur les idées et les formes des mathématiques classiques, en particulier le modèle euclidien et la conception platonicienne des mathématiques ».[18] C'est une vision des mathématiques comme anhistoriques, statiques, indépendantes des êtres humains. L'enseignement des mathématiques dans cette perspective était éminemment livresque et centré sur l'enseignant, en mettant l'accent sur la mémorisation et la reproduction des procédures. La tendance formaliste moderne, à son tour, s'est renforcée avec le mouvement des mathématiques modernes à partir des années 1950 et, dans ses bases sociopolitiques, il y a la tension entre les États-Unis et l'Union soviétique, et en particulier, l'année 1957 se distingue – lorsque les Soviétiques ont lancé le satellite spatial Spoutnik – . En ce nouveau moment historique, en pleine guerre froide, « un retour au formalisme mathématique est promu, mais sur de nouvelles bases : les structures algébriques et le langage formel des mathématiques contemporaines ».[19] Ainsi, parmi de nombreuses façons de transposer l'enseignement des mathématiques dans le contexte de la classe, en accord avec les façons dont les mathématiques sont perçues et comprises, l'article explore les constructions d'idéaux pédagogiques (individuels et collectifs) qui ont été identifiés au Brésil jusqu'au milieu des années 1980. Il conclut, dans son texte, que « les mathématiques, d'un point de vue historico-critique, ne peuvent pas être conçues comme une connaissance toute faite et achevée mais, au contraire, comme une connaissance vivante et dynamique qui, historiquement, a été construite en réponse à des stimuli externes (besoins sociaux) et internes (besoins théoriques pour l'expansion des concepts) ».[20] Il nous appartient maintenant d'avancer dans ce débat et d'explorer les différentes perspectives philosophiques qui s'entremêlent à ces questions.

*

En adoptant une perspective constructiviste, en s'inspirant des études piagétiennes, la pratique pédagogique a recours à l'utilisation de matériaux de manipulation comme point de départ pour travailler sur la construction des structures cognitives associées à la pensée mathématique ; on parle de pensée logico-mathématique ; on parle de construction de concepts mathématiques ; et, dans cette approche, on s'intéresse à l'effet des relations entre les actions humaines dans le monde et la pensée ;  les êtres humains font des erreurs ; la connaissance mathématique dépend de l'action et de la pensée ; L'être humain dans son environnement, face à certaines activités, est contraint de réfléchir et d'agir. 

Il ne s'agit pas de la transmission effective des connaissances, ni de quoi que ce soit qui ressemble à un apprentissage centré sur la « découverte » ; Dans un cas, le présupposé est que l'enseignant est une source d'information et l'élève un récepteur passif, un seau vide à remplir, et dans les deux cas, la connaissance mathématique est préexistante et donc « dissimulée », oubliée, et doit être rappelée ou découverte. Peut-être, encore plus aujourd'hui que dans les années 1980 et 1990, pouvons-nous revisiter certaines des perspectives du constructivisme dans l'enseignement des mathématiques – la connaissance mathématique est faite et produite dans l'interaction des sujets avec leur monde, leur environnement et, plus que cela, cette connaissance dépend historiquement des circonstances et des contextes sociaux et culturels dans lesquels elle se développe.  modifie, met à jour et est partagé—.

Il ne s'agit pas d'être purement empirique, ni d'assumer une perspective épistémologique qui met l'accent sur le mental-réflexif. Il est nécessaire de concilier postures et actions en classe.

Les mathématiques sont une construction humaine ; elle est pratiquée et enseignée parmi nous, les gens de chair et de sang dans le monde empirique ; son langage symbolique donne la priorité aux structures et aux relations abstraites entre les formes et les grandeurs, qu'elles soient réelles-factuelles-objectives ou irréelles-fictives-possibles, mais dans l'éducation scolaire, des traductions et des adaptations sont faites ; Mesurer la longueur et la largeur d'une table, représenter la figure géométrique correspondant au sommet de cette table, et indiquer les valeurs associées à ses mesures est quelque chose qui peut être accompli dans le concret du monde ; Exprimer mathématiquement la longueur et la largeur d'un rectangle infini, en revanche, bien que possible, est de la pure fantaisie.

Jouer est lié au fait d'avoir raison et tort ; les expériences mènent au processus de réévaluation, de correction, de justification, d'acceptation ou d'abandon ; on peut construire sur l'erreur ; Dans la perspective constructiviste, l'erreur est vue avec positivité.

Ne soyons cependant pas esclaves d'une seule conception. L'empirisme, le constructivisme, le mentalisme, etc. Il y a beaucoup de « ismes » à notre disposition.

Une erreur dans un système peut-elle être convertie en succès dans un autre système ? Oui, évidemment. Pensez aux règles du football, du rugby, du handball, du volley-ball.

Faisons des sons, et des signes inscrits dans le texte, des symboles qui les représentent, des unités douées de sens ; Des sons et des signes qui sont liés à certains concepts, mais qui n'ont pas d'objet extérieur, de référent matériel. On dit que le nombre un est inférieur au nombre deux, il est écrit 1 < 2, mais, après tout, où sont ces objets pour que nous puissions les observer ? L'acceptation ou non de l'affirmation dépend donc des règles d'un jeu de langage et de l'usage qui est fait de cette langue. Les propriétés sont abstraites par réflexion, mentalement, à partir d'objets idéalisés ; il est nécessaire d'effectuer des opérations mentales ; la cognition au service de la construction des connaissances ; Certains font des analogies avec la musique et les partitions musicales : « Les symboles sont utilisés comme aides à la pensée, tout comme les partitions musicales sont utilisées comme aides à la musique. La musique vient en premier, la partition vient ensuite » (Hersh, 1986, p.19). Évidemment, les mathématiques et les nombres ne sont pas les mêmes que le son d'une chanson ou les symboles d'une partition ; Mais, même ainsi, cette analogie nous ramène à l'antériorité de quelque chose qui n'est symbolisé que plus tard.

Est-il possible de traiter l'erreur positivement ? Oui, certainement. La question que les enseignants devraient se poser est « comment ? » Il ne faut pas oublier qu'il existe des compréhensions du processus d'évaluation en mathématiques qui nous amènent à comprendre l'erreur dans sa négativité (non-approbation, échec, répétition, non-apprentissage, etc.) qui sont étroitement liées à une culture de production d'obstacles à l'apprentissage par la voie de l'évaluation de l'échec. On parle d'une « politique d'obstacles à l'apprentissage » (Skovsmose, 2006, p103). Le non-apprentissage des mathématiques et les difficultés rencontrées par les élèves dans le contexte scolaire, notamment en ce qui concerne la réussite ou l'échec aux évaluations, sont également le produit d'éléments externes à la cognition et au contenu ; Les aspects sociaux, politiques et économiques participent aux processus d'exclusion qui, normalisés dans les discours, rendent les élèves responsables de leur échec scolaire. Note : « Les actes d'inclusion ou d'exclusion sont sociopolitiques et dans l'éducation, ils peuvent se manifester de différentes manières. Les processus d'exclusion peuvent être déguisés de telle sorte que leur dimension politique est cachée et ignorée. Il peut sembler que l'exclusion n'est pas imposée aux étudiants. Elle peut plutôt se présenter comme une conséquence des faibles performances de certains apprenants. De nombreuses observations indiquent que l'enseignement des mathématiques fonctionne dans le cadre de mécanismes sociaux favorisant ou justifiant certaines formes d'inclusion ou d'exclusion » (Skovsmose, 2006, p. 104)

Il convient de préciser que la science en tant qu'activité humaine, et en particulier les mathématiques, fonctionne sur une base mobile de vérités justifiées, démontrées, mais néanmoins discutables. Si ce n'était pas le cas, nous n'aurions pas passé autant de temps à examiner l'un des postulats d'Euclide et à réaliser ensuite la possibilité de construire d'autres géométries.

De nouvelles idées, théories, problèmes et solutions peuvent toujours remplacer ou fusionner avec d'autres qui les ont précédés ; « en science, toute vérité est provisoire » (SANTAELLA, 2019, p. 84).

Une vérité provisoire n'équivaut pas à une non-vérité.

a) Revisitez, dans l'histoire des sciences, le chemin qui nous mène de l'atome grec à la théorie quantique d'aujourd'hui.

b) Revisitez, dans l'Histoire des mathématiques, le débat autour des postulats d'Euclide, en particulier le cinquième postulat.

Les connaissances scientifiques découlent d'expériences, de pratiques, d'études, de recherches, d'enquêtes et de débats.

Il y a rupture et discontinuité dans la production de connaissances scientifiques, y compris mathématiques, mais il y a aussi continuité et permanence. Que reste-t-il ? Qu'est-ce qui change ? Qu'est-ce que vous oubliez/abandonnez ?

*

« Eh bien, reprend le professeur, passons à autre chose ! » J'aborderai également les relations inévitables entre les savoirs et  les pratiques mathématiques qui émergent dans le contexte scolaire et concernent l'enseignement des mathématiques qui, en général, sont enfouis dans nos esprits. Enterré! Caché! Ce que nous appelons la pensée mathématique n'est peut-être qu'une étrange inconnue. Nous pensons en fonction des symboles, mais comment cela se produit-il ?

– Un rapport à l'inconscient ? – demande un élève.

« Un peu de ça aussi ! » – répond l'enseignant. – Pour effectuer une tâche mathématique, en particulier lorsque nous parlons de mathématiques scolaires, nous admettons la pensée dite consciente, mais, en général, nous écartons tout ce qui va au-delà de ce que nous appelons raison, voire logique. Et dans notre contrôle supposé sur nos idées et nos actions, nous minimisons ou écartons le rôle de l' inconscient dans nos choix, nos décisions et même nos erreurs. Je crois que dans le domaine du langage, en particulier celui du langage symbolique et, en particulier, celui du langage mathématique, nous pouvons acquérir de bonnes réflexions en recherchant ces aspects qui sont si peu valorisés. L'enseignement des mathématiques en bénéficierait.

« Et quelle est la raison de cette faible valeur ? » – demande un élève. – Pourquoi les enseignants de mathématiques préfèrent-ils la pensée dite consciente à la pensée inconsciente ? Pourquoi le jettent-ils ?

–Logique! Langue! Pensée! – répond l'enseignant. – Cela est dû en grande partie à l'histoire du développement des mathématiques et, en particulier, au formalisme et au  mouvement logiciste. L'univers symbolique structure la pensée humaine, elle-même médiatisée par le langage. Le symbolique, à son tour, est présent dans tous les cas de notre vie ordinaire ; dans tous les contextes socioculturels dans lesquels nous nous trouvons tout au long de notre vie. Ainsi, par exemple, lorsque l'image d'une colombe blanche est utilisée dans un contexte politique ou religieux, une signification spécifique est attachée à ce symbole : la paix. Droite?! Lorsque nous disons « là où il y a de la fumée, il y a du feu », notre pensée est guidée par des signaux, et ceux-ci naissent d'expériences et de conventions. Comme nous le dit Santaella, « les signes ne peuvent se référer qu'à quelque chose, car d'une certaine manière, ce qu'ils dénotent est représenté dans le signe lui-même. La manière dont le signe représente, indique, ressemble, suggère, évoque ce à quoi il se réfère est l'objet immédiat. On l'appelle immédiat parce que nous n'avons accès qu'à l'objet immédiat. On l'appelle immédiat parce que nous n'avons accès à l'objet dynamique que par l'objet immédiat, parce que dans sa fonction de médiation, c'est toujours le signe qui nous met en contact avec tout ce que nous appelons habituellement la réalité.[21] Et, suivant une perspective sémiotique de Charles Sanders Peirce (1839-1914), les signes peuvent être classés comme des icônes, des index et des symboles. L'icône suggère, ou évoque une qualité, une similitude avec l'objet qu'elle représente ; mais rien qui se réfère immédiatement à l'objet ; des chaînes d'association sont créées qui cherchent des similitudes dans d'autres formes, comme les métaphores. Les index, quant à eux, ont une relation directe avec l'objet représenté, comme, par exemple, c'est le cas d'une photo ; « Ce qui fonde l'indice, c'est son existence concrète. »[22] Les symboles, contrairement aux index, n'agissent que selon une loi, une norme, une convention. En bref, « alors que l'icône suggère par des associations par similitude et que l'index indique par une connexion de fait, existentiel, le symbole représente par une loi ».[23] Ainsi, on préfère parler de ce qui peut être montré, vérifié, exposé et, comme on le sait, l'inconscient se cache.

« Les mathématiques, a dit un élève, sont symboliques ! » Tout est conventionnel, réglementé, normatif, n'est-ce pas ?!

–Oui! – répond l'enseignant. – peut-être n'y a-t-il rien en mathématiques qui puisse, par exemple, être traité comme un index, mais, d'un autre côté, si l'on y réfléchit, dans l'enseignement des mathématiques, tous ces éléments sont utilisés. Pour rendre une idée mathématique compréhensible, pour expliquer un théorème en classe, nous utilisons des images, des graphiques, des photos, des tableaux et des dessins. Droite?!

–Vraiment! – répond un étudiant. – L'utilisation des signes en mathématiques et en enseignement des mathématiques est différente ! Notre expérience mathématique est différente de notre expérience dans le domaine de l'éducation.

« Maintenant, une grande question, dit le professeur, est de savoir ce que nous contrôlons dans cette double expérience, celle de la symbolique de la pensée mathématique et la symbolique de l'enseignement des mathématiques. Il y a, bien sûr, quelque chose qui nous échappe ; quelque chose qui est hors de notre contrôle. Et par là, je veux dire conscient, rationnel et logique. Les symboles habitent également les sous-sols de l'esprit. L'inconscient n'est pas, comme on pourrait le supposer, ce qui n'est pas conscient, ou quelque chose d'extérieur à la conscience ; l'inconscient est, plus précisément, ce qui nous cache, ce qui échappe à tout contrôle, et comme dirait le psychanalyste Jacques Lacan (1901-1981), c'est bien plus un non-souvenir, mais qui, dans tous les cas, n'existe qu'en fonction du langage, des symboles, des représentations étouffées ; L'inconscient est tissé par le langage ! Et, pour cette raison même, il peut remonter à la surface et s'extérioriser par le langage. Nous ne contrôlons pas une telle chose ! Le symbolique de l'inconscient nous parle même à partir d'expressions corporelles. Faites une expérience pratique, faites une observation ; Dans un cours que vous jugez terriblement ennuyeux et avec un contenu qui semble difficile à comprendre, observez les postures, les regards, voire la respiration des élèves et vous verrez à quel point l'inconscient est là imposant sa volonté silencieuse. Il suffit de regarder.

« Mais c'est courant dans toutes les situations », dit un étudiant. "Si nous n'avons aucun intérêt pour quelque chose, et si ce quelque chose semble inaccessible, évidemment je ne serai pas intéressé. Droite?

« Je veux apprendre », dit un étudiant, « mais quand même, même si je suis conscient de ce désir, je n'arrive pas à me concentrer.

« Ensuite, nous pouvons parler d'intérêt,  de volonté, de désir », dit l'enseignant, « mais qu'est-ce qui vous fait perdre tout intérêt à ce qui devrait vous intéresser, à savoir la classe, le contenu, l'apprentissage ? » Vous savez consciemment que cela pourrait vous nuire, mais vous décidez quand même de ne pas vous y intéresser. On peut dire que l'intérêt viendra avec des cours plus attrayants, avec des cours amusants, des cours dynamiques, n'est-ce pas ?! Mais est-ce vraiment notre problème ? Créer une sorte de désir à partir d'un spectacle ? Désirons-nous donc le spectacle et non la connaissance ? Voilà?! Eh bien, nous ne pourrons pas dire maintenant quelle est la conduite étrange et paradoxale qui nous poursuit. Nous pouvons simplement supposer que le contrôle de notre désir est au-delà de la conscience, même si nous pouvons, dans de nombreux cas, supposer que nous contrôlons nos désirs, n'est-ce pas ?!

« Mais professeur, » déclare un étudiant, « n'est-il pas juste que nous puissions contrôler nos actions ? » Et, avec cela, créez l'habitude d'étudier, et créez aussi cette volonté ! Je veux dire, je ne suis pas ce que je ne peux pas contrôler, je suis ce que je peux contrôler !

« Oui et non ! » répond le professeur. Vous contrôlez quelque chose, et vous ne contrôlez certainement pas beaucoup de ce que vous pensez contrôler. Réfléchissez un instant avec moi à cela. La volonté – quelle qu'elle soit – peut peut-être être auto-imposée ou stimulée par notre détermination consciente. Et d'autre part, dire que la volonté est indépendante de notre désir, de notre inconscient, est irréaliste. La volonté en tant que produit d'une constance, d'une habitude créée par la persistance et la répétition d'actions, est quelque chose qui est dans le sol des croyances, c'est une idée. Un esclave qui a été forcé de travailler dans certaines conditions cruelles pendant dix ou vingt ans n'a certainement pas créé une volonté obstinée d'effectuer son travail, mais peut-être au mieux a-t-il créé des stratégies pour survivre dans ce contexte. Et combien de nos étudiants ne parlent pas métaphoriquement de leurs prisons ? Les élèves créent des stratégies pour survivre à la scolarité ! Survivre aux mathématiques à l'école ! L'élève passe dix, douze ans au sein du système scolaire, parfois plus, à s'adapter aux coutumes de l'école, aux règles de l'institution scolaire, aux impositions comportementales des enseignants et jugées appropriées par le système éducatif, au déplaisir d'être forcé de faire ce qu'il ne veut pas, s'adaptant au contrôle des horaires qui lui sont imposés, à l'enfermement dans les salles de classe et,  Pourtant, cette lutte incessante et persévérante ne le motive pas, ne crée aucune volonté. Vouloir et ne pas vouloir, volonté et non-volonté.

–Peut-être! – répond l'étudiant. "Je ne suis toujours pas convaincu. Je crois vraiment que je peux créer en moi une détermination, une volonté, de faire ce que je pense être difficile.

–Oui! Je ne suis pas en désaccord ! – dit le professeur. – Nous pouvons nous convaincre de l'importance de quelque chose et, avec cela, continuer à persévérer dans l'exécution d'une tâche, mais est-ce là la volonté ? Regardez ce que Jules Payot (1859-1939), pédagogue français qui, entre autres, a réfléchi à la question de la volonté. Il nous dit ce qui suit : « Bien sûr, s'ils peuvent falsifier nos perceptions et nos sentiments, les choses denses et solides, les états affectifs perturbent très facilement ces états psychologiques fragiles que sont les souvenirs. Et comme tout jugement, toute croyance, repose sur des investigations plus ou moins complètes, suivies d'une évaluation précise des éléments de l'investigation, il est clair que le sentiment peut avoir ici des conséquences prodigieuses. « Le principal usage que nous faisons de notre amour pour la vérité est de nous persuader que tout ce que nous aimons est vrai. » Nous prétendons presque tous avoir pris une décision, avoir choisi entre plusieurs chemins à suivre ! Malheureusement, notre décision est presque toujours prise en nous, et non par nous ; Il n'y a pas de participation de notre volonté consciente : les inclinations, certaines de leur victoire finale, consentent d'une certaine manière à laisser l'intellect délibérer ; Ils veulent lui donner la satisfaction stérile de croire qu'elle règne, alors qu'en réalité c'est une reine constitutionnelle qui se pavane, qui pérore, mais qui ne gouverne rien.[24] Combien de « reines constitutionnelles » ! Nous sommes de retour dans le domaine de la métaphysique, n'est-ce pas ? Qu'est-ce que c'est que cette chose, la volonté ? Cependant, en termes pratiques, nous pouvons associer la volonté aux circonstances réelles, objectives et concrètes de notre vie. Nous agissons selon de nombreuses déterminations sociales, règles, normes et pas seulement en fonction de ce que nous ne connaissons pas.

« Je pense que je suis d'accord », dit un étudiant. Combien de fois avons-nous étudié, nous voulons apprendre, mais nous ne faisons toujours pas assez d'efforts. Nous tergiversons. Courir. Et puis nous souffrons des épreuves. Peut-être manquons-nous d'envie ! La volonté est là ! Cependant, devoir passer le test, les exigences des parents, la perspective d'entrer ou non dans un collège, tout cela est présent en ce moment. Les voix silencieuses de nos parents dans nos esprits, les commentaires tacites de nos amis et de nos proches, tout cela.

« Et encore une fois, insiste le professeur, c'est précisément pour cela que je dois revenir au psychanalyste Lacan. Pour lui, selon ses mots, contredisant Aristote, « l'homme ne pense pas avec son âme, comme l'imagine le philosophe. Il pense avec une structure, celle du langage.[25] C'est notre thèse principale, notre axiome – l'homme pense avec une structure, celle du langage – peut-être. On peut même dire que le langage verbal, la parole en particulier, est ce qui nous permet d'assumer l'existence d'une conscience humaine, mais même là, cela ne veut pas dire que ce langage en est l'origine, la source de la pensée, des actions, des décisions ou des choix, ou le pouvons-nous ? On pourrait même, à ce stade, considérer qu'il y a une essence des mathématiques, mais ce serait une irréalité, une fiction. Ce serait chercher le premier principe de l'Être, de cette entité abstraite, de cette chose, les Mathématiques. Ceci, cependant, est au-delà de nos prétentions. Cela nous éloigne de notre objectif dans ce cours.

Pause.

*

Toutes les actions humaines se déroulent avec au moins un sujet déterminé, de chair et de sang, dans son environnement social et culturel ; il existe un double scénario d'événements cognitifs pour ce sujet : interne et externe ; dans l'esprit et dans le corps. À l'intérieur, nous avons des pensées, des souvenirs, des émotions ; À l'extérieur , nous vérifions les actions (corps) et les attitudes-relations (société) et les discours (paroles, paroles, textes) qui, observés ou ressentis, sont filtrés et traités par l'esprit.

L'esprit et le corps forment une unité indivisible.

La pensée et l'action se déroulent dans un seul et même scénario, à chaque instant, sans interruption, et sont absolument liées.

Une activité perturbatrice et cognitivement perturbatrice peut se produire ou être fournie par l'utilisation des réseaux sociaux numériques, dans des scénarios de simulation ou de fictionnalisation de la réalité objective.

La thèse de la séparation du corps et de l'esprit, basée sur la conception de l'immatérialité de la pensée et de la matérialité du corps, séduit mais ne tient pas.

Cependant, avec l'avènement d' internet, la croissance des interactions sur les réseaux sociaux numériques, la double immatérialité/matérialité reprend sens dans nos réflexions sur l'apprentissage et la cognition.

La thèse métaphysique, bien que légitime et convaincante, ne semble pas suffisante pour aider à la compréhension de l'activité mathématique (ou de l'apprentissage des mathématiques). Les mathématiques comprises comme une science expérimentale peuvent également être acceptées comme une activité empirique. Les parties du corps sont utilisées comme outils de comptage (doigts) ou comme unités de mesure (un bras tendu) ; Les actions effectuées à l'aide de matériel de manipulation aident les élèves à comprendre certains aspects de la pratique mathématique qui se réfèrent à la corporéité de l'expérience empirique en relation avec les mathématiques. Les vérités des mathématiques se manifestent à partir de leur adéquation aux situations d'utilisation auxquelles elles sont soumises dans certains scénarios et contextes réels (naturels).

Fernández-Armesto, en présentant une histoire de la vérité, affirme qu'« il semble insensé d'essayer de séparer l'expérience et la pensée » (2000, p. 109). Leclerc (2014) nous dit que « depuis Descartes, la connaissance de nos propres états mentaux constitue la principale source de certitude à notre portée » (p.18) ; et, poursuit-il, « Nous pouvons nous tromper sur de nombreuses questions empiriques, mais comment pouvons-nous pécher par excès de connaissance de nos propres états mentaux ? » ; l'esprit serait comme un grand théâtre ; l'esprit observerait tout ce qui est sur la scène ; nous serions capables de nous observer, d'observer nos émotions et nos pensées, nous connaîtrions nos états mentaux ; Mais, « si nous pouvons faire toutes sortes d'erreurs dans nos observations empiriques, pourquoi en serait-il autrement avec les observations faites avec « l'œil de l'esprit » ? (idem).

Une expérience pratique dans le monde empirique, dans la réalité socioculturelle, est une étape nécessaire à la construction de la pensée et vers la connaissance.

La pensée n'est pas détachée ou détachée de la totalité de la vie humaine, elle est unité et, en tant que telle, l'action et la réflexion agissent ensemble pour obtenir la connaissance.

L'animal humain est la totalité dans le monde, mais à chaque instant il agit de manière relationnelle ; elle est en relation avec d'autres êtres dans des espaces et des temps différents.

Les expériences produisent des pensées, et les pensées deviennent une partie des expériences.

J'existe parce que je pense ; Je pense, donc je suis ; Je pense que d'après l'expérience de l'existence ; Mais, après tout, comment puis-je savoir que je sais certainement quelque chose ?

*

Certains élèves écrivent rapidement ce qui est dit par l'enseignant, tandis que d'autres semblent simplement réfléchir aux idées énoncées.

« Dans un cours de mathématiques, dit encore l'enseignant, nous parlons, écrivons et gesticulons pendant que nous essayons d'expliquer quelque chose, tout en essayant de traduire une idée en termes plus simples pour nos élèves, peut-être pas si simples, mais juste compréhensibles, et en cela, lorsque nous essayons de donner un sens à ces choses que nous présentons aux élèves, nous utilisons des symboles, des règles opérationnelles, etc.  des algorithmes, et tout un attirail qui fait partie d'un langage artificiel, le langage des mathématiques standard, les mathématiques des mathématiciens, les mathématiques systématisées. Les étudiants, quant à eux, perçoivent des images et des sons, interprètent ce qui est dit et ce qui est représenté, et sont donc guidés principalement par leurs perceptions immédiates. Ils perçoivent les signes. Ils interprètent sans cesse les signes. Les méthodes spécifiques des mathématiques et la façon dont nous présentons ces méthodes dans nos pratiques éducatives sont médiatisées par les langages (naturels ou non naturels, verbaux ou non), et, bien sûr, notre enseignement est influencé par la façon dont nous percevons et comprenons les objets mathématiques, leurs représentations, leurs propriétés ; Cela fait partie de notre propre expérience, de nos interprétations particulières et de notre processus de décodage des symboles en idées, cela fait partie de nos lectures et de nos études et du contact que nous avons eu avec d'autres enseignants et étudiants. Nous conduisons donc le regard de nos élèves vers certaines compréhensions que nous avons, des compréhensions tacites, non verbalisées, inconsciemment extériorisées dans des fragments de nos discours, dans nos attitudes, dans la façon dont nous évaluons l'apprentissage et, enfin, dans des signes interprétables. Le logicisme qu'ils expérimentent dans leur processus de formation, par exemple, provient de deux sources : des discours et des actions de leurs professeurs, et aussi des non-dits qui leur échappent à tout moment, mais inévitablement, de leurs expériences.

- Professeur, je ne suis pas d'accord avec cela ! En mathématiques, il n'y a pas de place pour l'interprétation – dit un étudiant. – Formules, calculs, règles et opérations ! Il n'y a rien à interpréter. Les mathématiques sont neutres ! En mathématiques, soit nous savons quoi faire, soit nous ne le savons pas. Ce n'est pas comme la littérature ou l'histoire. Dites-nous comment faire, et nous le ferons ! N'est-ce pas ? C'est juste une règle que nous devons suivre. Une équation quadratique, par exemple, nous disons aux étudiants comment procéder et c'est tout, ils n'ont qu'à reproduire ce que nous avons dit.

– Est-ce que c'est ?! – le professeur provoque le doute. – Est-ce que reproduire une séquence de mouvements revient à apprendre à faire cette même séquence de mouvements ? Combien de fois avons-nous entendu des étudiants dire qu'ils ne savaient pas ce qu'ils faisaient ? Savoir faire la même chose est-il savoir ? Eux, les étudiants, disent cela au moment même où ils font ce qu'ils prétendent ne pas savoir ! Eh bien, si oui, reproduire équivaut à savoir, dans quelle situation peut-on dire qu'il y a eu apprentissage et pas seulement imitation sans compréhension ? De plus, si le langage est à l'origine des pensées, conscientes ou non, et si, dans notre cas, les mathématiques sont éminemment symboliques, alors ne semble-t-il pas cohérent de supposer que l'esprit, en essayant de comprendre ce qui est présenté symboliquement, interprète l'objet représenté ? N'y a-t-il donc pas une relation entre l'objet représenté, sa représentation dans une langue donnée, et l'interprétation ? Cela n'influencerait-il pas la façon dont nous pensons à cet objet ? Si j'écris, par exemple, « racine carrée du chiffre deux » – l'enseignant griffonne la phrase au tableau – alors qu'en pensez-vous ? Quelle est la signification de cette image de pensée dans votre pensée ? Quelles sont les idées associées à cette représentation que vous invoquez dans votre esprit ? Qu'écririez-vous si je vous demandais de jouer ce que je dis ?

*

En mathématiques, et aussi dans l'enseignement des mathématiques aujourd'hui, on n'éprouve plus l'étonnement et l'étonnement face à l' incommensurable ; on accepte leur existence avec un certain naturel. Il n'y a pas deux entiers a et b, premiers l'un de l'autre, avec b non nul, de sorte que a/b donne comme résultat 1,4142135623730... que, pour plus de commodité, nous appelons maintenant la racine carrée de deux. Chez les anciens Grecs, il y avait une vérité (provisoire) dans la connaissance mathématique ; la croyance qu'il serait possible d'obtenir une telle fraction ; l'inexistence de cette fraction a été démontrée ; la croyance en cette vérité a changé ; Une nouvelle proposition fut élaborée, et avec elle une autre vérité fut énoncée.

La vérité mathématique dans le monde naturel (physico-chimique-biologique) est-elle indépendante de notre pensée, ou, au contraire, est-elle principalement dans notre esprit ? Où est la vérité des propositions des mathématiques ? Les affrontements entre conceptions immatérialistes et matérialistes nous conduisent à la métaphysique et à l'empirisme.

Ortega y Gasset nous dit ce qui suit : « le vrai, même scientifiquement vrai, n'est rien d'autre qu'un cas particulier du fantastique. Il y a des fantasmes exacts. De plus, seul le fantastique peut être précis. Il n'y a aucun moyen de bien comprendre l'homme si l'on ne remarque pas le fait que les mathématiques jaillissent de la même racine que la poésie : du don imaginatif » (ORTEGA Y GASSET, 2018, p. 32-33). Prenons le cas de la dénotation de Russell : « Supposons maintenant que nous voulions interpréter la proposition : « J'ai trouvé un homme ». Si cela est vrai, j'ai trouvé un homme bien défini ; Mais ce n'est pas ce que je prétends. Ce que j'affirme, c'est que, selon la théorie que je défends : « 'J'ai trouvé x, et x est humain' n'est pas toujours faux. » En général, en définissant la classe des hommes comme la classe des objets (signes) qui a le prédicat humain, nous disons que : « C (un homme) » signifie « 'C(x) et x est humain 'n'est pas toujours faux' ». (Russell, 1974, p.10) ; Russell donne l'exemple suivant : « Scott était un homme. » Et, sur ce point, il affirme que l'affirmation est de la forme « x était un homme » où « Scott » est la valeur de x, le sujet de l'énoncé, et le sens de « Scott » n'est pas pertinent dans la phrase.  Ainsi, par exemple, en disant « Scott était l'auteur de Waverley » pour signifier que « Scott était identique à l'auteur de Waverley » dans le sens où une seule personne a écrit Waverley, ce que Russell veut exprimer est d'exprimer une identité qui dit « une et une seule entité a écrit Waverley, et Scott était identique à cette entité » ; il traduit la phrase proposée comme suit : « il n'est pas toujours faux pour x que x a écrit Waverley, qu'il est toujours vrai pour y que y a écrit Waverley, y est identique à x, et que Scott est identique à x » (Russell, 1974, p. 17).

Imaginons une droite, et maintenant imaginez n'importe quel point de cette droite dont la coordonnée est x ; en prenant un nombre réel a non nul, nous obtenons le segment de la droite dont les extrémités ont des coordonnées x – a et x + a.

Il est vrai que l'accélération de la gravité sur Terre, au niveau de la mer, est une valeur constante approximativement égale à 9,8 mètres par seconde au carré, quelle que soit la masse de notre corps.

Il n'est pas vrai que le temps de chute des corps de masse plus élevée est plus long que le temps de chute des corps de masse plus faible (sans tenir compte du frottement de l'air).

Il est vrai que la cardinalité de l'ensemble des nombres naturels est inférieure à la cardinalité de l'ensemble des nombres réels.

Il n'est pas vrai que la cardinalité de l'ensemble des nombres rationnels soit supérieure à la cardinalité des nombres naturels.

Les mathématiques prétendent dire ce qui est, ce qui est, et ce qui n'est pas, ce qui n'est pas ; rêve aristotélicien. D'un point de vue métaphysique, on suppose la possibilité de l'universalité ; les mathématiques (on suppose) traitent de la réalité dans sa totalité ; on cherche les fondements ultimes des objets (signes) à étudier. 

La question est : quel est le nombre ? Qu'est-ce que le carré ? Quel est l'objet ? Métaphysique. Lorsque Socrate demande ce qu'est l'amitié, par exemple, il ne s'intéresse pas à la nature du concept d'amitié, du moins dans le sens le plus naturel du terme, dans lequel les concepts sont certaines représentations mentales. La question n'était pas « qu'est-ce que le concept d'amitié ? » ou « qu'est-ce qu'un concept ? » mais « qu'est-ce que l'amitié ? ». Ce qui est en jeu, c'est la nature de l'amitié elle-même, une certaine relation, et c'est cette entité qui doit être analysée » (Santos, 2014, p.2).  Qu'est-ce que le nombre « pi » ? Quelle est sa nature ? Incommensurable. Il ne nous est pas possible de comparer de manière adéquate deux mesures (de même nature) sur la base d'une unité (arbitraire) commune aux deux.

	Données AB et CD, deux segments avec les mesures x et y, il n'y a pas de segment EF, supposé être une unité, qui s'ajuste un nombre entier de fois dans AB et CD simultanément. 
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	Le rapport entre la mesure d'un cercle et son diamètre donne toujours la même valeur, le « pi ». 




[image: Camembert  Description générée automatiquement]

La mesure de la longueur de la circonférence et la mesure de son diamètre sont incommensurables. Des chiffres similaires, dans notre monde physique, préservent-ils les propriétés métriques ? Si c'est le cas, cela ne nous surprend pas que différents cercles, avec des diamètres différents, nous conduisent également à « pi ». Sinon, nous sommes effrayés par le fait que des chiffres dissemblables présentent la même valeur unique pour une certaine relation entre leurs mesures. Lorsque les étudiants ont été amenés à faire face au fait que le nombre « pi » est irrationnel et que la fraction « C sur d » exprime ce nombre, il y a eu de l'étonnement ; l'étonnement : « Y a-t-il une fraction qui représente le nombre irrationnel 'pi' ? » Un savoir scolaire qui émerge à la fois dans le discours et dans la pensée des élèves.

Existe-t-il un monde immatériel, intangible, au-delà de l'humain, où habitent les vérités éternelles ? Un monde d'idées pures et de vérités éternelles déconnectées du monde physique ? Un monde inobservable, composé d'objets (signes) qui n'existent pas matériellement et qui s'expriment néanmoins symboliquement. Nous devrions lire sur les vérités des propositions sur des objets physiquement inexistants (signes) (Mackie 1977 ; van Fraassen 1980 ; Field, 1980) ; et sur les fictions et les modalités des langages symboliques (Rosen, 1990) afin, à partir de ces lectures, de réfléchir aux manières de présenter de tels objets aux élèves de nos cours de mathématiques.

Note : « Il est important de se rappeler que la fiction, peu importe à quel point l'histoire peut être « inventée », aura toujours, et nécessairement, un lien avec le réel empirique, vécu, le réel de l' histoire. L'intrigue la plus délirante, la plus surréaliste, la plus métaphorique sera dans la réalité, elle partira de celle-ci, même lorsqu'elle entendra la nier, s'en éloigner, « faire semblant » qu'elle n'existe pas. Elle sera toujours l'expression d'une intimité fantasmée entre la vérité et le mensonge, entre le réel vécu et le réel possible » (Mesquita, 1987, p.14).

Note : « Nous pensons que, lorsqu'il s'agit du monde réel, la vérité est le critère le plus important, et nous avons tendance à penser que la fiction décrit un monde que nous devons accepter tel qu'il est, en toute confiance. Même dans le monde réel, cependant, le principe de confiance est tout aussi important que le principe de vérité. Ce n'est pas par expérience que je sais que Napoléon est mort en 1821. D'ailleurs, si je devais me fier uniquement à mon expérience, je ne pourrais même pas dire que Napoléon a existé. (Eco, 1994, p.95)

On peut admettre et croire, dans un sens épistémologique, que la pensée dépend de l'esprit et que par conséquent la pensée et l'esprit sont des entités existantes, c'est-à-dire que c'est un fait vrai de la réalité empirique que nous croyons que ces choses existent et agissent en harmonie dans notre monde ; D'autre part, on peut prétendre que notre croyance, et ce que nous supposons savoir, n'est qu'un fantasme, une erreur ou un rêve, et que, par conséquent, l'existence ou la non-existence de la pensée et de l'esprit est indépendante de la croyance en leur existence ; Métaphysiquement, ce qui existe dans le monde ne dépendrait pas de ma croyance en l'existence de ces choses, et donc l'existence d'objets mathématiques (signes) est indépendante de ma conviction qu'ils n'existent pas.

D'autre part, toute cette réflexion et cette inscription d'idées n'est possible qu'en raison de notre existence matérielle, objective, concrète dans ce monde ; Sans notre existence dans l'espace-temps, nous ne penserions pas à l'existence d'objets mathématiques (signaux).

On peut cependant savoir que nous ne savons pas exactement tout sur la réalité des objets mathématiques (signes) ; On sait qu'il y a des choses qui ne sont pas connues et que, parmi celles qui sont connues, nous ne sommes pas en mesure de vérifier ou de démontrer des faits pertinents à leur sujet (conjectures non prouvées).

Les vérités des mathématiques dépendent-elles uniquement de son écriture symbolique (langage), de sa forme (structures) et de ses règles d'inférence (logique) ? Carnap (1931) déclare que « l'un des problèmes les plus importants des fondements des mathématiques est la relation entre les mathématiques et la logique ». Le « logicisme » est la conception selon laquelle les mathématiques sont réductibles à la logique, donc [les mathématiques] ne sont qu'une partie de la logique. Le premier à défendre cette conception a été G. Frege (1884). Les mathématiciens A. N. Whitehead et B. Russell, dans leur grand ouvrage Principia Mathematica (1910-1913), ont fourni une construction systématique de la logique et des mathématiques développées à partir de celle-ci.

La réalité qui nous est extérieure, c'est-à-dire le monde et son fonctionnement, font l'objet d'appréciation, d'étude et de réflexion, et à partir de là, à partir d'un langage spécifique, des propositions sont élaborées puis converties en connaissances systématisées. La connaissance systématisée s'éloigne de l'objet d'abord interrogé, de la réalité naturelle, du monde physique, et, dans le processus croissant d'abstraction, devient méconnaissable. L'objet de la connaissance mathématique est l'expression d'une connaissance qui ne se reconnaît pas comme faisant partie du monde, puisque, dans le processus d'abstraction, elle s'est éloignée de sa matérialité physique et mondaine.

Une propriété qui s'avère vraie dans un scénario donné prouve-t-elle qu'elle est vraie dans tous les scénarios possibles ? Est-il vrai que, quel que soit le modèle géométrique, deux lignes parallèles ne se rencontrent jamais ?

Que pourrions-nous dire du cinquième postulat d'Euclide ? « Il est vrai que si une ligne, lorsqu'elle en coupe deux autres, forme des angles internes du même côté, dont la somme est inférieure à deux angles droits, alors les deux lignes, si elles se poursuivent, se rencontreront du côté où les angles sont dont la somme est inférieure à deux angles droits. »

Les objets mathématiques (signes) existent en mathématiques à partir de l'activité du mathématicien qui les pense. Un carré est dessiné, l'une de ses diagonales internes est dessinée, un instrument de mesure est utilisé pour mesurer la longueur de la diagonale. On parle d'un carré ; on pense à un carré de manière abstraite ; nous parlons de la diagonale intérieure du carré ; L'irrationalité de la diagonale du carré s'affirme.

Les objets mathématiques (signes) n'existent pas en dehors de l'activité mathématique du mathématicien ; ce sont des idées. Toute idéation (mentale) dépend de l'expression dans une langue pour se faire comprendre. Le langage dit quelque chose sur quelque chose et n'a pas nécessairement de relation directe avec la réalité empirique ; La réalité des faits énoncés n'est pas nécessairement identique à la réalité des faits physiques du monde empirique.

Tout ce qui existe dans le monde naturel, physique, chimique et biologique, appartient au monde physique, chimique et biologique. Les mathématiques en tant que produit du travail humain, exprimé dans des textes ou matérialisé par des actions (par exemple, la mesure) appartiennent au monde physique.

Les pratiques que nous décrivons comme mathématiques sont simplement pratiques : comparer, mesurer, compter. L'abstraction, l'argumentation, l'inférence et la déduction sont des activités qui vont au-delà de l'univers des mathématiques.

*

Il est 9 h 10. 

L'enseignant s'arrête brièvement et en profite pour boire un café.

Les étudiants sont maintenant silencieux.

Ils semblent pensifs.

Certains d'entre eux notent les commentaires de l'enseignant dans leur cahier, d'autres préfèrent noter ce que dit l'enseignant.

Les regards sont toujours perdus dans un endroit indéterminé du plafond, au fond de la pièce.

Trois étudiants en mathématiques discutent tranquillement de ce qu'ils viennent d'entendre. Ils ont l'air incrédules.

« Et ici, désormais, dit le professeur, nous devons être attentifs aux différences et à l'entrelacement entre ces choses qui nous semblent presque équivalentes : (1)  la pensée mathématique et, avec elle, la compréhension et l'apprentissage des mathématiques, (2) les pratiques et procédures propres aux mathématiques, (3) les objets mathématiques dans l'univers des mathématiques, et (3) les mathématiques.  et (4) l'enseignement des mathématiques. Ces grandes catégories séparent ce qui est pour nous une totalité indivisible. Nous pensons, agissons et parlons, dans un processus unique et singulier. Totalité!

- Professeur, la compréhension ne dépend-elle plus des pratiques ?! – demande un élève. - Je veux dire, ce n'est qu'en faisant de l'exercice, en pratiquant et en expérimentant les mathématiques que nous pourrons les comprendre, n'est-ce pas ?! Alors, peut-être, les pratiques mathématiques sont plus importantes pour nous pour comprendre l'apprentissage en mathématiques !

– Oui et non ! – répond l'enseignant. La compréhension et l'action, la pensée et l'action, ou, en gros, le mental et le corporel, sont nécessairement liés et dépendants l'un de l'autre. Droite? Et, peut-être, vous ne faites que laisser échapper un point de vue que vous avez sur l'enseignement des mathématiques ; Je veux dire, quand il suppose implicitement que faire des listes interminables d'exercices est la meilleure façon d'apprendre les mathématiques.  Droite?! L'expérience avec les mathématiques est-elle similaire à l'expérience sportive ?! L'athlète qui pratique, répète et refait son entraînement des milliers de fois ! C'est une perception, une vision, une façon de concevoir la pratique éducative. D'un autre côté, cependant, ce que je voudrais souligner, c'est que ces choses peuvent être analysées séparément, ce qui est généralement ce qui se passe dans notre processus de formation. Cependant, en fragmentant toutes ces choses, en les mettant séparément, nous courons le risque de nous perdre dans des rêveries théoriques déconnectées, ce que vous avez peut-être remarqué dans certaines des disciplines proposées dans les cours de l'enseignement supérieur : Didactique, psychologie de l'apprentissage, sociologie de l'éducation, philosophie de l'éducation, méthodes mathématiques, et même ici, dans le langage des mathématiques.

« Oui ! » répond un étudiant. Cela ressemble presque toujours à une grande courtepointe patchwork. Beaucoup de théorie sans pratique, une certaine pratique sans théorie, et quand on est en stage, la pratique et la théorie ne s'intègrent pas. On finit par répéter ce qui nous semble le mieux... Nous finissons par imiter nos professeurs.

–Imitation! Reproduction! – dit l'enseignant. – L'être humain s'éloigne de son expérience concrète de la vie en la fragmentant, mais, paradoxalement, avec cela, il peut essayer de mieux la comprendre ; C'est aussi l'une des conceptions de l'analyse, à savoir fragmenter un objet, une proposition, par exemple, en parties plus petites, et étudier les relations entre les parties afin de comprendre le « tout » ; Analysez pièce par pièce, pour avoir une vue d'ensemble. Et... Oui, nous avons tendance à reproduire des façons d'agir, d'écrire, de parler et de penser qui font partie de notre quotidien, de nos expériences. Nous oublions, cependant, que nous sommes des êtres de chair et de sang, des êtres historiques, affectés par nos relations et déterminés par le pouvoir du symbolique ; quelque chose qui a été socialement et culturellement « imposé » ; Nous sommes des êtres de langage, et en lui, à travers lui, le symbolique se manifeste objectivement. Les représentations et les croyances sont exposées dans nos conduites, dans nos discours ; « Les mathématiques sont partout ! », « l'existence des nombres est indépendante de notre existence » ! Avec ces phrases, avec leurs discours, certains enseignants reproduisent certaines façons de voir et de comprendre les mathématiques que même eux ne savent pas qu'ils ont. Nous oublions également que nous vivons dans une société complexe, multiforme et plurielle et, pour cette raison même, nous sommes affectés par un amalgame culturel, non seulement venant d'Europe, mais de tous les coins, surtout maintenant, avec l'avènement des médias numériques en réseau, Internet. Nous devrions aussi, ici, dans ce cas, enquêter sérieusement sur ce qu'est cette chose, cette culture, ou ces cultures, car, en général, nous sommes conduits à des erreurs conceptuelles grossières en raison de la superficialité naïve des « discussions de pub » qui constituent nos expériences les plus immédiates. Eh bien, c'est pourtant un sujet pour une autre fois, continuons, pour l'instant, à accepter l'idée de culture qui préexiste en chacun de vous. Nous pouvons aussi accepter que nos vies soient imprégnées de différents discours et idées, et de nombreux modèles du monde, et de différentes pratiques, de signes que nous interprétons ou réinterprétons et de symboles que nous assimilons ou jetons – un drapeau, un hymne, s'agenouiller pour parler à un Dieu, une façon de s'habiller, un type de nourriture, donner un pouce en l'air en signe que tout va bien,  En fin de compte, tout est dans cet univers. Il y a pourtant, malgré la diversité et la multiplicité des actions, des langages, des symboles et des formes de vie, dans de nombreux cas, un sentiment de continuité, de pérennité, de stabilité qui, évidemment illusoire, semble nous indiquer ce que nous appelons notre culture, notre monde, notre réalité ! Droite?! Cette personne qui déclare catégoriquement « J'ai toujours été comme ça, et le monde a toujours été ce qu'il était ! », ou « Les mathématiques sont toujours les mêmes, de la Grèce à aujourd'hui ! ». Ce sentiment de continuité et de permanence tombe sur la notion même d' identité, d'être le même, qui, à bien des égards, nous façonne socialement, nous réconforte, nous calme. Et, bien sûr, ce n'est qu'une petite partie de la réalité. C'est quelque chose qui, en mathématiques, est montré sous des voiles, déguisé, lorsque, par exemple, on écrit « a=a » et « a=b » et, en tant que tel, l'objet désigné, l'objet représenté, l'identité de l'objet, etc., sont discutés.

– Et les mathématiques dans tout ça ? – demande un élève. Les mathématiques n'ont pas beaucoup changé ! Elle est la même depuis que je suis allé à l'école, et maintenant à l'université. Nous étudions le même théorème de Pythagore, n'est-ce pas ?!

– Les mathématiques ne nous semblent-elles pas, tant que nous sommes à l'école, quelque chose d'inébranlable ?! – demande le professeur. « Les mathématiques ne semblent-elles pas être absolues dans votre règne ?! » N'est-il pas vrai que nous entendons encore dire que les mathématiques sont la reine de la science ?! Les enseignants du primaire et du secondaire ne reproduisent-ils pas généralement le discours selon lequel les mathématiques que nous étudions aujourd'hui sont les mêmes que dans les temps anciens, les mêmes partout, toujours les mêmes ? N'est-ce pas beaucoup plus une construction sociale et discursive qu'un fait de la réalité ? Après tout, beaucoup de choses ont changé au fil des siècles. Aujourd'hui, nous avons des géométries non euclidiennes, n'est-ce pas ?! Lorsque certains enseignants parlent des mathématiques d'autres cultures, d'autres époques historiques, ne finissent-ils pas par les traduire dans notre langue, les réduire à ce que nous avons aujourd'hui et, avec cela, donner l'impression que ce sont les mêmes mathématiques des temps contemporains ?! Maintenant, n'est-il pas vrai qu'il y a beaucoup de mathématiques dans nos mathématiques et que, dans chaque culture, dans chaque société, à chaque moment historique, il y a eu des mathématiques différentes des nôtres ? Des mathématiques avec différentes langues ? Des objectifs sociaux différents ?

–Oui! – répondre à certains élèves.

- Professeur, voulez-vous dire que les mathématiques grecques de l'époque d'Euclide sont différentes des nôtres ? – demande un élève. « Je veux dire, c'est le même théorème, n'est-ce pas ? » Pythagore?! Le théorème de Thalès ? Les irrationnels ?!

–Oui! Certainement! – répond l'enseignant. Évidemment, il y a des propositions qui restent vraies, logiquement vraies ! Analytiquement vrai dans un système réglementé. Cependant, serait-il correct de supposer que la façon dont ils ont conçu les mathématiques, son enseignement et ses objets mathématiques est exactement la même qu'aujourd'hui ?! Si les signes d'une culture sont importants pour construire un imaginaire social, une identité, ne sommes-nous pas très différents de ces hommes et femmes du passé ?!

« Vraiment, cela ne semble pas cohérent de supposer une telle chose », dit l'étudiant. "Nous sommes, en fait, différents. Et peut-être que nos mathématiques diffèrent des mathématiques des Grecs du temps d'Euclide.

« Continuons, dit le professeur, voyez, par exemple, ce petit fragment de texte que j'ai choisi pour votre étude ultérieure, quand nous parlerons de Peirce, de sa logique, de sa sémiotique et de sa pragmatique. Le texte se lit comme suit : « Notre moi, dit Peirce, est un signe parce qu'il consiste en des relations interprétées-interprétées, de sorte que chaque pensée, chaque perception, chaque sentiment n'est pas un fait isolé dans le moi, mais consiste en la relation d'états mentaux à différents instants, et le moi est cette relation. Chaque perception, chaque pensée, chaque sentiment, bref, chaque état d'esprit s'écoule dans un flux ininterrompu tout au long de notre vie.[26] Peirce lui-même nous dit dans son texte qu'« un signe est tout ce qui est lié à une seconde chose, son objet, par rapport à une qualité, de manière à mettre une troisième chose, son interprétant, en relation avec le même objet...[27] D'ailleurs, pour ce mathématicien et philosophe américain, nos perceptions et nos esprits sont en échange constant, les phénomènes du monde sont ainsi appréhendés par nos esprits et toujours interprétés, traduits, décodés. Peirce a conclu dans ses études qu'il y a trois catégories, et seulement trois, qui décrivent ce processus. Il les appelait premièreté, seconde et troisième. Je n'entrerai pas dans les détails maintenant, mais pour ce qui nous intéresse ici, je mentionnerai le professeur et chercheur Santaella ; elle nous dit que « la forme la plus simple de tiercéité, selon Peirce, se manifeste dans le signe, puisque le signe est un premier (quelque chose qui se présente à l'esprit), reliant un second (ce que le signe indique, auquel il se réfère ou représente) à un troisième (l'effet que le signe provoquera chez un interprète possible) ».[28] Rappelez-vous maintenant mes premières provocations, quand je parlais de modèles, de modèles de réalité, de la réalité qui nous échappe, il y a certainement un lien entre ce que nous percevons, interprétons, représentons, décrivons et croyons.

L'un des étudiants lève les mains. Il ne semble pas bien comprendre toutes les informations qui débordent pendant le discours du professeur.

– Logique, sémiotique et pragmatique ? – demande un élève. « Que voulez-vous dire ? » Quelles sont ces choses et quelle est leur relation avec le langage mathématique ? C'est beaucoup d'informations !

« Eh bien, répond le professeur, résumer tout cela en quelques mots est une tâche difficile. Je dois également inclure, avant de poursuivre, dans la liste des choses que nous allons explorer, la philosophie analytique. Et pour commencer à parler de toutes ces choses, il faut dire que nous allons essayer d'éviter, dans la mesure du possible, une approche métaphysique des objets des mathématiques. Nous nous intéressons beaucoup plus au registre symbolique, aux signes, aux représentations, aux règles d'association entre les objets représentés, et, enfin, à leur langage et à tout ce que nous pouvons manipuler et observer empiriquement. Dans l'œuvre de Peirce, par exemple, il nous dit que « nous ne demandons pas ce qui existe réellement, seulement ce qui apparaît à chacun de nous à chaque instant de notre vie ».[29] Les objets mathématiques qui se présentent à nous au fil de nos expériences et qui peuvent être pensés le plus consciemment possible, voilà ce qui nous rapprochera de la logique, de la sémiotique, de la pragmatique et de la philosophie analytique.

L'enseignant se dirige vers le tableau. Il écrit quelques noms : (a) Peirce, (b) Frege, (c) Russell, (d) Wittgenstein. Et puis il écrit : (1) Logique, (2) Sémiotique, (3) Pragmatisme, et (4) Philosophie analytique.

Les étudiants notent les noms dans leurs cahiers, ne comprenant toujours pas exactement comment ces choses seront coordonnées dans le cours.

« Admettons, dit le professeur, même si c'est provisoirement, ce qui suit : dans le domaine du langage, la sémantique s'intéresse à la signification des signes, elle étudie leur rapport aux objets qu'elle désigne, et donc au contenu et à la vérité des phrases dans lesquelles se trouvent les signes ; la syntaxe, à son tour, précède la sémantique, parce que,  c'est elle qui établit les règles auxquelles les signes se rapporteront ; la syntaxe étudie les relations entre les signes et la formation des propositions ; La syntaxe est donc un présupposé de la sémantique ; La pragmatique, quant à elle, concerne la langue en usage et, par conséquent, dépend des contextes dans lesquels ses utilisateurs l'utilisent dans le processus de communication ; la pragmatique concerne notre réalité immédiate, concrète, les usages que nous faisons de la langue.

– C'est comme si nous étions dans un cours de portugais ! Grammaire! – dit un étudiant.

– Une grammaire des mathématiques ! – dit un autre élève.

– Les mathématiques sont un langage ! – dit un autre élève.

– Les mathématiques sont-elles un langage ou les êtres humains ont-ils créé un langage pour représenter, exprimer, désigner ce que vous appelez « mathématiques » ? – demande le professeur.

Les étudiants semblent comprendre, à ce moment-là, qu'il y a une différence subtile dans la création d'un langage pour représenter quelque chose et ce quelque chose en soi. Les mathématiques et leur langage.

« Avant d'aller plus loin, dit le professeur, il est cohérent de délimiter l'idée que nous nous faisons du langage, n'est-ce pas ?! On peut dire que nous avons créé un langage symbolique pour exprimer les propositions des mathématiques, pour définir ses objets, pour opérer, etc. Nous acceptons, cependant, que le langage est quelque chose de plus grand, quelque chose qui va au-delà de l'écriture ou de l'oralité.

« Quand je pense aux nombres, dit un étudiant, je pense à quelque chose d'abstrait, je pense à partir de ma langue, la langue portugaise, et aussi à partir de la langue des mathématiques.

« Oui, répond le professeur, dans le contexte de la philosophie, je dois fixer des limites. À la fin du XIXe siècle, Peirce a créé ce qui est devenu connu sous le nom de pragmatisme. Je dois dire que ce mathématicien, ce philosophe, a construit un grand univers théorique autour de ce qu'il appelait la sémiotique, qui, pour lui, était « une science des lois nécessaires de la pensée et des conditions pour atteindre la vérité »,[30] et donc identifiée par lui comme logique. Pour lui, la logique doit étudier les normes qui guident la pensée et, pour cela, elle doit se consacrer à l'étude des signes. Périce considérait, et nous l'admettrons, qu'un signe est n'importe quoi, n'importe quel objet, réel ou non, un mot, une photo, un graphique, qui représente autre chose ; Cette autre chose est l'objet du signe, qui à son tour produira dans notre esprit un effet interprétatif, qu'il a appelé l'interprétant du signe. Ainsi, dans cette perspective, « un signe est ce qui incarne la pensée, les émotions, les réactions, etc. Pour cette raison même, les pensées, les émotions et les réactions peuvent être extériorisées.[31] Peirce considérait que le pragmatisme était directement lié à  la logique abductive, qui pour Peirce est la logique de l'invention, des hypothèses. Il nous dit en outre que « la maxime du pragmatisme est qu'une conception ne peut avoir aucun effet logique, ni aucune importance pour différer de l'effet d'une seconde conception, sauf dans la mesure où, prise en relation avec d'autres conceptions et intentions, elle pourrait modifier notre conduite pratique d'une manière différente de celle de la seconde conception ».[32] Ainsi, la logique, la sémiotique et le pragmatisme font partie d'une seule et même grande architecture théorique, conceptuelle et philosophique pour Peirce. Leur pragmatisme devrait avoir pour fonction de nous débarrasser de toutes les idées obscures, de rendre les idées claires, de nous limiter à ce que nous pouvons contrôler. Et, comme nous l'avons déjà dit, même si implicitement, notre pouvoir de contrôle est limité.

– La sémiotique est-elle la même chose que la logique ? – demande un élève.

« Oui et non ! » répond le professeur. – comme nous le dit Lucia Santaella dans son livre « Sémiotique appliquée », « Peirce a consacré toute sa vie au développement de la logique comprise comme une théorie générale, formelle et abstraite des méthodes d'investigation utilisées dans les sciences les plus diverses. À cette logique, il a donné le nom de sémiotique.[33] Il traite des signes, et de leur classification, et aussi de la façon dont nous interprétons et comprenons les signes, des façons dont nous raisonnons, etc. Lorsque nous parlons de logique, nous parlons implicitement de logique symbolique, de logique formelle, et dans ce cas, nous nous rapprochons des formulations d'autres mathématiciens qui traitent de la pensée rationnelle. Ainsi, par exemple, le mathématicien Newton da Costa, en écrivant ses « Essais sur les fondements de la logique », nous dit ce qui suit : « la raison est la faculté par laquelle nous concevons, jugeons et raisonnons, c'est-à-dire que nous réfléchissons, nous pensons. Elle se caractérise par deux fonctions : d'abord, c'est la faculté qui forme les concepts et, en particulier, constitue les catégories, c'est-à-dire les concepts clés, de la pensée cognitive en général ; De ce point de vue, sa fonction est de coordonner les données de l'expérience et de fournir les moules sous-jacents à toute pensée objective. Deuxièmement, c'est la faculté de combiner les concepts, de juger et d'inférer ; À cet égard, sa fonction est généralement active.[34] Ainsi, de cette façon, nous pouvons dire que Peirce a effectué un travail approfondi d'un point de vue logique.

– Qu'est-ce qu'un enlèvement ? – demande un élève. "Je ne pense pas que je le comprenne encore.

« Selon Peirce, dit le professeur, l'abduction est le processus de formation d'une hypothèse explicative. »[35] Mais pas seulement ! Il nous dit que « c'est la seule opération logique qui présente une idée nouvelle, car l'inférence ne fait que déterminer une valeur, et la déduction ne fait que développer les conséquences nécessaires d'une hypothèse pure ».[36] On peut considérer qu'il s'agit d'une opération logique de la pensée qui cherche à créer des hypothèses qui sont, pour la plupart, correctes dans un contexte donné ; « L'explication doit être telle qu'elle conduirait à la prédication des faits observés, soit comme des conséquences nécessaires, soit du moins comme très probables dans certaines circonstances. Une hypothèse doit donc être adoptée comme plausible en elle-même et rendre les faits plausibles. Cette étape d'adoption d'une hypothèse suggérée par les faits est ce que j'appelle l'enlèvement.[37] Lorsque nous disons, par exemple, qu'une seule droite passe par deux points différents, ou que nous pouvons tracer une seule ligne reliant deux points quelconques, que considérons-nous ? Maintenant, ce qui a été dit nous semble quelque peu évident et, en même temps, nous ne savons pas si c'est vraiment un fait de la réalité, n'est-ce pas ?! Nous pensons que oui ! La proposition nous semble une vérité nécessaire ; La déclaration est acceptée comme une vérité indiscutable, n'est-ce pas ?! Cependant, d'où vient cette certitude ? Cela semble être une excellente hypothèse ! En pratique, en traçant des lignes sur une surface plane, on observe que cela se produit. Nous supposons que cela pourrait être un axiome de notre géométrie euclidienne, n'est-ce pas ? Enlèvement! Pragmatique! Logique! Cependant, nous devons être prudents. Changer les règles du jeu, l'évidence ne l'est peut-être pas, comme je peux le dire... donc nécessairement vrai. En géométrie euclidienne plane, étant donné une ligne et un point en dehors de celle-ci, il est possible de tracer une seule droite qui passe par le point et est parallèle à la ligne donnée. Il existe des géométries dans lesquelles cela ne se produit pas.  En géométrie non euclidienne, par exemple, étant donné une droite et un point en dehors de celle-ci, il y a des cas dans lesquels il n'y a pas de lignes parallèles à la droite donnée et passant par le point, et, d'autre part, il y a des cas où des lignes infinies passant par le point sont parallèles à la droite donnée. Le modèle de géométrie hyperbolique de Felix Klein (1849-1925), par exemple, est assez illustratif. Dans ce modèle, le « plan » correspond à l'ensemble des points intérieurs du cercle ; Chaque accord du cercle est appelé « droit » ; Joindre des « points » et trouver des intersections de « lignes » a le même sens que la géométrie euclidienne. Dans la figure 3 ci-dessous, étant donné la droite t et le point P, il est possible de tracer une infinité de droites parallèles à la droite donnée.
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- Je pense que je comprends ! – dit un étudiant. – Alors, pourriez-vous dire, dans ce cas, que ce sont ces vérités qui nous viennent à l'esprit indépendamment des déductions ou des inférences, quelque chose qui surgit, quelque chose de nouveau, presque la source d'une idée, mais cela dépendra du contexte linguistique, des règles, c'est tout ?

« Quelque chose comme ça ! » répond le professeur, « Peirce parle de perspicacité ; dans son texte, dans la traduction que j'ai, le mot introvision est utilisé. Il commente, par exemple, que parmi les billions et les billions d'hypothèses que nous pourrions formuler dans les sciences, en mathématiques en particulier, une seule d'entre elles étant vraie, comment est-il possible qu'après une demi-douzaine de tentatives, de conjectures, nous arrivions à la vraie hypothèse ? Peirce l'appelle introvision, parce que, selon ses termes, elle se rapporte à « la même classe générale d'opérations à laquelle appartiennent les jugements perceptifs ».[38] Quelque chose qui dépasse la raison, même la conscience, comme si elle était hors de portée de nos sens. Regardez ce que Santaella nous dit : « Les processus qui mènent à la découverte intéressent, au mieux, la psychologie. En bref, il existe un consensus parmi les logiciens et les scientifiques sur le fait que la découverte de nouvelles idées est une question de conjecture, de hasard, de perspicacité, d'intuition, de perspicacité ou le résultat d'un saut mental de son auteur qui échappe à la portée et à l'intérêt de la recherche scientifique elle-même.[39]

–Intéressant! – dit un étudiant. "Ce n'est pas comme un acte d'illumination, qui sort de nulle part, n'est-ce pas ?! Elle passe par les sens, par la perception, par la pensée, c'est-à-dire qu'elle dépend de l'expérience et de la vie, même si nous ne sommes pas capables d'identifier clairement son origine.

« Bien pensé ! » répond le professeur, « Passons à la philosophie du langage, en particulier en ce qui concerne la pensée mathématique, l'utilisation du langage mathématique, l'œuvre d'un Autrichien, d'un mathématicien et logicien nommé Wittgenstein. Il a écrit un livre intitulé Philosophical Investigations. On dit que c'est la « deuxième phase de Wittgenstein » ; on parle d'un « second Wittgenstein ». Dans son travail, on peut observer une approche qui peut être considérée comme conforme aux intentions du pragmatisme. Pour Wittgenstein, le sens d'un mot importait dans son utilisation contextuelle, dans différents jeux de langage, y compris, bien sûr, dans l'enseignement des mathématiques. Sa perspective pragmatique nous amène à supposer que toute forme de langage est associée à une forme de vie, et donc à une histoire qui, évidemment, nous place devant une idée du langage comme action dans un certain contexte. L'analyse du langage, même mathématique dans ce cas, dépasse les limites de ce qui est strictement linguistique ; Nous allons au-delà de la grammaire, au-delà de la syntaxe, au-delà de la valeur de vérité des propositions logiques. Ce qui est explicitement dit, inscrit dans le texte, ce qui est énoncé, ne suffit pas à nous fournir suffisamment d'éléments pour comprendre la pensée mathématique, l'apprentissage des mathématiques ou comment les erreurs se produisent au cours du processus d'apprentissage des mathématiques. Par conséquent, il nous appartient également de réfléchir aux hypothèses d'énonciation qui émergent dans les énoncés, dans les aspects implicites du texte, de penser aux non-dits qui finissent par interférer dans les processus de communication, de lecture, d'enseignement et d'apprentissage. Maintenant, une observation, la pragmatique a prospéré, grandi et diversifié, tandis que le positivisme logique s'est décomposé, a perdu de sa force et a presque suffoqué. Il existe d'autres perspectives pragmatiques, dont l'une, quelque peu éloignée de Peirce, est celle de Willard V. O. Quine (1908-2000). Ce philosophe nous dit que « chaque homme reçoit un héritage scientifique, plus un flot continuel de stimuli sensoriels, et les considérations qui le guident pour plier son héritage scientifique afin qu'il se conforme à son incitation sensorielle continuelle sont, là où rationnels, pragmatiques ».[40] Le pragmatisme de Quine était, tel qu'il le concevait, l'expression de l'empirisme, qui, pour lui, est le mode le plus approprié de poursuite de la connaissance scientifique. Et dans ce contexte, d'une manière générale, « les pragmatistes, étant donné leur vision de la science comme chargée de valeurs, sont plus tolérants envers les efforts non scientifiques que le premier Wittgenstein et les positivistes logiques ».[41]

Une courte pause.

Les élèves notent avec impatience quelques informations dans leurs cahiers.

Les écrans projetés sur le tableau blanc affichent les images de certains de ces personnages que l'enseignant a mentionnés.

« Eh bien, toujours à Peirce, reprend le professeur, nous avons  la sémiotique, qui, en termes généraux, peut être appelée la science des signes ; la sémiotique étudie les langues, toutes, y compris les mathématiques. Et voici un ajout nécessaire. Comme les mathématiques semblent totalement dépendantes de leurs registres de représentation, de leurs symboles, ayant une profonde influence du logicisme, s'étant orientées vers des pratiques d'analyse des objets qui composent les propositions, étant beaucoup plus proches de la syntaxe et de la sémantique de ce langage, dans lequel l'analyse des concepts mathématiques semble être indépendante de leur histoire,  Origine ou évolution, on parlera aussi de philosophie analytique. Ainsi, notre itinéraire d'étude sera traversé par différentes perspectives et approches, notamment la sémiotique,  le pragmatisme et la philosophie analytique. Bien sûr, à bien des égards, nous flirterons avec la logique symbolique, sans toutefois avoir l'intention d'épouser cette noble dame !

– Philosophie analytique ! – redouble un élève. – Philosophie du langage. Logique. Sémiotique. Pragmatique. Wow, ça fait beaucoup de choses ensemble. Je n'avais jamais réalisé que tout cela faisait partie de notre univers mathématique, je veux dire, dans les mathématiques de l'école, dans les mathématiques de l'université.

« Nous cherchions une base solide pour les sciences mathématiques, explique le professeur, et dans cette recherche, c'est dans le domaine du langage que cette chose s'est intensifiée. Une grande partie de cela peut être attribuée à quelques personnages, comme je l'ai déjà mentionné. Et les œuvres ont été développées dans le domaine de la logique symbolique. Les symboles se prêtent à l'expérience empirique, sujette à analyse et à vérification. Cette façon d'agir était une façon de réagir aux approches métaphysiques qui étaient au cœur du développement des sciences. On cherchait aussi, à bien des égards, à échapper aux obscures approches psychologiques et au subjectivisme qui prévalaient dans le domaine de l'éducation, par exemple, au début du XXe siècle. Les pensées exprimées par le langage symbolique ont donc pris une plus grande importance sur la scène intellectuelle. Voyez, par exemple, le travail de Frege dans sa « cartographie », un texte qui sera à votre disposition et que vous pouvez trouver dans le livre « Logique et philosophie du langage ». Selon ses mots, il nous dit que « l'appréhension d'une vérité scientifique passe normalement par plusieurs étapes de certitude. En effet, d'abord conjecturée à partir d'un nombre peut-être insuffisant de cas particuliers, une proposition générale s'établit de plus en plus solidement en se rapportant à d'autres vérités au moyen de chaînes d'inférences, soit parce qu'on en tire des conclusions qui sont confirmées par d'autres moyens, soit, au contraire, parce qu'elle semble être une conclusion de propositions déjà établies. On peut donc se demander, d'une part, comment nous pouvons arriver progressivement à une certaine proposition, et, d'autre part, comment nous pouvons enfin lui assurer une base solide. La première question peut recevoir une réponse différente selon les personnes ; la seconde, étant plus déterminée, a sa réponse liée à la structure interne de la proposition considérée.[42] D'où peut-être l'idéal qui habite encore dans nos pensées, qu'une méthode sûre de preuve consiste à suivre strictement les règles de la logique. Dans ce contexte, on peut accepter que le travail de Peirce soit également compris comme une entreprise logique, puisque, selon lui, toute pensée est un signe et est dirigée vers quelqu'un, nous pensons en fonction de signes et ceux-ci se comportent selon des règles logiques ; et, dans sa conception, la logique est la science des signes. Et, dans cet univers théorique que je vous présente, il convient de mentionner que Frege, Russell et Wittgenstein sont des figures centrales pour comprendre le langage mathématique, en particulier dans une conception sémantique, car toutes les organisations possibles de signes au niveau syntaxique ne nous mènent pas immédiatement au sens ou à la signification, c'est la composante sémantique qui remplit cette fonction. Russell, par exemple, suppose que, étant donné une description définie, quelque chose comme « le premier président des États-Unis est né en Virginie », alors cela ne sera vrai que si un seul objet correspond à la description ; L'énoncé est vrai si le prédicat est vrai par rapport à cet objet. Et dans ce cas, puisque nous sommes toujours à proximité de la logique symbolique, nous rapprochons notre contexte sémantique de celui de la logique, de la sémantique formelle, c'est-à-dire de celle qui vérifie les conditions de vérité au niveau des phrases. Cette logique sémantique est celle du Tractatus de Wittgenstein qui, dans son effort, confronte les dualismes corps/esprit qui découlent du cartésianisme.

*

Bien que Galilée ait eu raison sur l'héliocentrisme, il a été jugé et condamné par la Sainte Inquisition, ses idées étant niées, rejetées et interdites (pendant un certain temps). 

La pratique du silence est peut-être encore très courante dans l'enseignement des mathématiques, car, après tout, la vérité est en possession d'un seul sujet (l'enseignant-conférencier ; le politicien mythologisé ; le chef religieux égocentrique ; l'influenceur numérique ; etc.) ; le dialogue devient superflu ; ce n'est qu'une partie d'une mise en scène dans un spectacle de faux-semblants et de dissimulation ; L'énonciateur ne veut entendre que les certitudes qu'il connaît déjà, rien que sa propre voix. 

Alan Turing, malgré son génie mathématique et son travail en informatique, s'est retrouvé condamné par la société anglaise dans les années 1950, après avoir été socialement réduit au silence, contraint à la castration chimique en raison de son homosexualité ; le mathématicien s'est suicidé peu de temps après ; en 2013, la reine d'Angleterre a accordé une grâce royale à titre posthume.

Les absurdités du monde social, dans une culture donnée, à un certain moment historique, affectent la production et la diffusion des connaissances et, évidemment, délimitent ce qui est acceptable ou non ; C'est peut-être pour cela qu'il est nécessaire de parler d'éducation insubordonnée, révolutionnaire, subversive ; La créativité et l'inventivité sont indomptables.

Supposons que la racine carrée du nombre deux soit un nombre rationnel ; à partir de cette hypothèse, nous trouvons qu'il y a deux entiers a et b, b étant  différent de zéro, de sorte que le rapport de a à b nous donne cette racine ; ce rapport n'est pas simplificiable, c'est-à-dire les nombres a et b ils ne sont pas multiples l'un de l'autre ; Remarquez, cependant, que si cela est vrai, le carré du rapport sera égal à 2, et donc le carré de A sera égal à deux fois le carré de B, d'où le nombre A est pair ;
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Ainsi, a peut être écrit comme 2.k, où k est un entier quelconque ; Il s'ensuit que le carré de 2k est égal à deux fois le carré de b, d'où il s'ensuit que b est aussi un nombre pair ;
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Nous arrivons à une contradiction, car initialement A et B ne peuvent pas être des multiples l'un de l'autre, mais dans cette ligne de raisonnement (nous avons que A  et B sont tous deux des nombres pairs et donc simpliffiables par 2), de cette contradiction nous sommes obligés de rejeter notre hypothèse initiale et donc de conclure que la racine carrée du nombre deux n'est pas un nombre rationnel. L'irrationalité des nombres, qui s'est d'abord manifestée dans l'incommensurabilité, est encore la source des histoires et des allégories ; par exemple, la légende du sacrifice d'un des disciples de Pythagore ; celui qui montrait l'incommensurabilité était puni de mort ; Vraie ou non, la légende dont les sources sont incertaines et les faits peu crédibles, nous amène à réfléchir au pouvoir de silence que certains groupes exercent dans un espace-temps donné.

Désinformation ludique. Une non-vérité qui se multiplie : La racine du mot, en latin, est radix [est-ce un fait vrai ?] ; on pense que le symbole actuellement utilisé pour représenter la racine carrée d'un nombre était une simplification de ce mot, n'écrivant que « r » [de quelle source historique cette information est-elle extraite ?] ; Ainsi, la « racine carrée du chiffre deux » serait la même que « base 2 », voire « r 2 » [une belle histoire à raconter en classe, mais malheureusement fausse]. Une vérité à dire en classe est que l'une des premières traces imprimées du symbole, très proche de celle que nous utilisons aujourd'hui, date de 1525 et que, de plus, cette notation a été utilisée par différentes personnes au cours des XVIIe et XVIIIe siècles.

L'histoire de l' origine de l'utilisation de l'expression racine carrée en mathématiques est incertaine ; la présence même du mot « origine » dans un texte historique est pour le moins problématique ; il est plus fiable de chercher dans l'histoire des mathématiques des preuves d'une époque antérieure où une telle chose s'est matérialisée ; regardons la géométrie ancienne et le calcul des aires des figures planes (Babylone,  Égypte, Grèce, Chine, etc.) ; Tournons-nous donc vers le dossier historique.
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Fonte : https://link.springer.com/article/10.1007/s10699-021-09806-0 ; Plaça de argila Si.427 (Foto : Daniel F. Mansfield) ; Photographie de et courtoisie de l'İstanbul Arkeoloji Müzeleri

Étant donné l'aire d'un carré, quelle est la mesure de son côté ? Quelle est la racine, ou plutôt la mesure, du côté de ce carré connaissant son aire ?

Peut-on avoir une justification valable qui n'est pas, à un moment donné, acceptée comme légitime, malgré sa véracité ? Peut-on avoir une justification invalide qui soit acceptée comme légitime, malgré sa fausseté ?

Demandez-vous : Existe-t-il une preuve mathématique qui est acceptée dans un scénario, suivant des règles et des lois spécifiques, et qui n'est pas acceptée dans un autre scénario, avec des règles et des lois différentes de celles du premier cas ?

Vérifiez si l'énoncé du théorème de Pythagore reste vrai en géométrie sphérique et en géométrie hyperbolique.
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Et, après tout, y a-t-il une vérité unique et absolue ? Ou, d'autre part, y a-t-il des vérités contextuelles ?

Les lois de l'arithmétique de base restent-elles vraies lorsque nous opérons l'infini ? Qu'entend-on par l'addition ou la différence que l'on obtient par l'addition ou la soustraction de deux quantités infinies ?

Cantor écrit dans son article de 1895 Contributions à la fondation de la théorie des nombres transfinis comme suit : « le premier exemple d'un agrégat transfini est donné par la totalité des nombres cardinaux finis v ; nous appelons son nombre cardinal 'aleph-zéro' et le désignons par [image: Dessin d'animaux  Description générée automatiquement avec un niveau de confiance moyen]» ; Rappelons que le mot agrégat est l'équivalent, dans ce contexte, de l'ensemble (menge) ; de plus, il démontre, sur la base de règles propres à cette nouvelle catégorie de nombres, que, lorsqu'il s'agit du plus petit de l'infini :
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Comment comprendre la nomenclature et la symbologie employées par Cantor ? Quelles ont été vos inspirations et vos motivations ? Quelles règles opérationnelles sous-tendent les mouvements effectués par Cantor dans ses opérations mathématiques ?

"Dans notre système, tous les objets (signaux) sont des ensembles. Nous ne postulons pas l'existence d'objets plus primitifs (signes). Pour guider son intuition, le lecteur doit penser à notre univers comme étant composé de tous les ensembles qui peuvent être construits par des processus successifs d'union, à partir de l'ensemble vide » (Cohen, 2008, p.50)

K. Gödel : « Le problème du continuum dans l'œuvre de Cantor peut être traduit par la question suivante : Combien y a-t-il de points en ligne droite dans l'espace euclidien ? En d'autres termes, la question est : combien d'ensembles différents d'entiers y a-t-il ? Cette question, bien sûr, ne pouvait se poser qu'après que le concept de « nombre » ait été étendu à des ensembles infinis ; On peut donc douter que cette extension puisse être effectuée d'une manière déterminée de manière unique et que, par conséquent, la formulation du problème dans les termes simples utilisés ci-dessus soit justifiée." Note : L'existence ou la non-existence d'objets mathématiques (signes), en particulier l'existence (ou non) d'ensembles, est thématisée par la philosophie analytique.

On peut soutenir que l'existence d'ensembles et de propositions sur des ensembles dépend de l'action du mathématicien qui affirme, dans sa pratique, l'existence de ces objets. Remarque : Les ensembles sont des entités abstraites ; Les entités abstraites des mathématiques sont également objectives ; l'objectivité est liée à l'inscription d'entités mathématiques dans le texte et aux règles de langage qui déterminent la manière dont ces entités sont utilisées ; Les propositions mathématiques sont vraies.

D'autre part, on peut soutenir que les entités abstraites des mathématiques, en tant qu'ensembles, n'existent pas. Les propositions sur les décors seraient comme les fictions de la littérature. Observation : Le mathématicien qui travaille sur la théorie des ensembles est comme l'écrivain qui se concentre sur le monde fictif des textes littéraires. Une perspective fictive suppose que les théories mathématiques ne sont pas nécessairement vraies ; Les théories mathématiques ne sont utiles dans leurs applications que lorsqu'elles sont conservatrices. Être considéré comme une théorie mathématique T1 appliquée à une théorie empirique T2 ; en unissant T1 et T2, nous obtenons une extension conservatrice de la théorie T2, c'est-à-dire que chaque affirmation du langage empirique de T2 qui est prouvable avec l'union de T1 et T2 sera également prouvable en utilisant uniquement la théorie T2 (Castro, 2014). Le nominalisme est une doctrine philosophique qui suppose la non-existence d'entités abstraites ; il est, en ce sens, matérialiste ; seules des entités concrètes existent. En philosophie des mathématiques, le fictionnisme est une version nominaliste qui atteste de ce qui suit : (a) Toutes les mathématiques, et donc leurs propositions, traitent d'objets abstraits (signes) ; (b) il n'y a pas d'objets abstraits (signes) des mathématiques ; (c) Par conséquent, les théories mathématiques n'expriment pas de vérités (ou sont des fictions). Une base axiomatique est créée qui ne dépend pas des notions de nombres ou de fonctions ; La théorie est nommée, ses objets (signes) sont compris comme étant empiriques, c'est-à-dire qu'ils existent dans la réalité physico-chimique et biologique ; des notions primitives sont établies qui sont indépendantes des entités mathématiques, comme c'est le cas de l'"être entre ».

5.15. On peut également supposer, dans ce scénario, que toutes les entités mathématiques existantes dépendent de la pensée et, par conséquent, de l'esprit humain (intuitionnisme). Note : Les objets mathématiques (signes) dépendent des êtres humains ; il n'y a pas d'objets mathématiques (signes) sans l'existence d'êtres humains ; Les valeurs de vérité des propositions mathématiques dépendent donc de facteurs externes aux mathématiques. Les preuves mathématiques ne sont valables que dans la perspective intuitionniste, rejetant la réduction à l'absurde et certains usages de la loi du milieu exclu (P ou pas P). Certaines approches du constructivisme et du psychologisme en mathématiques reposent sur l'intuitionnisme.

*

Il est 9 h 40.

L'enseignant se promène dans la classe et observe les élèves, dans leurs groupes d'amis, à leurs bureaux isolés, dans leurs divisions tacites. La posture corporelle des étudiants trahit ce qu'ils ne disent pas ; leurs réactions d'étonnement ou de déni, l'accord timide, et le malaise face à la densité thématique de la classe. 

« Ecoutez », reprend le professeur, « je vais changer légèrement le sujet de notre discussion. Il me semble cohérent de supposer qu'il y a des connaissances exploitées par les enseignants dans une classe, dans un cours de mathématiques, qui font partie d'un répertoire qui n'est pas nécessairement systématisé. Quelque chose qui est le résultat de ses expériences dans différentes classes de mathématiques, dans différentes salles de classe, en tant qu'étudiant ou en tant qu'enseignant. D'autre part, nous avons des connaissances mathématiques apprises dans le cadre d'un processus de formation et de professionnalisation ; les objets mathématiques, les procédures des mathématiques, les algorithmes, le langage spécifique des mathématiques, tout cela comme le résultat d'un processus éducatif systématisé. Cela vous semble-t-il cohérent ?

« Oui », répond un étudiant. Et dans ce cas, y a-t-il des choses que nous faisons dans nos classes, lorsque nous allons enseigner les mathématiques, que nous apprenons inconsciemment à l'école ? Voilà?

« D'une certaine manière, oui », répond le professeur. – Ce sont des choses qui naissent généralement de pratiques, d'expériences réelles, concrètes, objectives dans une salle de classe et, pour cette raison même, ne sont souvent pas verbalisées. Ce ne sont pas des instructions qui peuvent être lues dans un manuel, dans un texte. C'est un type de connaissance acquise sur le plancher de l'école, tout au long de votre parcours de vie.

« Mais cela, commente un autre élève, je pense que cela n'a peut-être pas beaucoup d'importance pour notre travail en classe, n'est-ce pas ?! Enseignez simplement les mathématiques de la meilleure façon possible, quelle que soit l'école. Je veux dire, si je dois imiter un professeur que j'aimais bien, et dont j'ai appris beaucoup de mathématiques, c'est bien, n'est-ce pas ?!

« Peut-être », répond le professeur. – Tout le monde n'est pas comme vous. C'est un fait. Par conséquent, tout le monde ne devrait pas aimer le même type de cours et le même type d'enseignant que vous. Droite?! Tout ce que nous faisons n'est pas de l'ordre de la conscience. Que se passe-t-il si, inconsciemment et involontairement, les enseignants reproduisent dans leurs classes des façons d'agir et de parler qui influencent négativement les élèves ? Et si, dans cette action, les enseignants reproduisaient des conceptions et des croyances sur les mathématiques et leur enseignement qui potentialisent la peur des mathématiques ?

« Nos pensées, nos actions et nos paroles peuvent-elles interférer ou influencer la façon dont les élèves perçoivent les mathématiques et apprennent les mathématiques ? Voilà?

"En fait, je déteste les mathématiques et je n'ai jamais été très bon dans ce domaine. Mes élèves se rendront probablement compte à quel point je n'aime pas cette chose. Droite?! Je veux être un bon professeur, je ne sais pas si je peux le faire. Je suis d'accord avec vous, je pense qu'on reproduit beaucoup de choses sans en avoir conscience et on peut effrayer nos élèves.

« Que cela vous plaise ou non », a déclaré un autre élève, « nous, en tant qu'enseignants, si nous devons enseigner les mathématiques, nous devons en savoir beaucoup sur ce sujet. Nous devons connaître beaucoup de mathématiques ! Nous devons aimer les mathématiques. C'est ce qui compte !

"Peut-être. « Peut-être pas », répond le professeur. Nos actions et nos discours ont en fait un effet sur les étudiants qui sont dans le processus d'apprentissage. Nécessairement, nous devons connaître les mathématiques. Et la question du goût, puis du désir, puis de l'intérêt, tout cela emprunte un chemin qui nécessiterait encore six mois bien sûr. Pensons aux connaissances mathématiques. Évidemment, il me semble cohérent de supposer que l'enseignant doit savoir des choses que ses élèves ne savent pas, dans ce cas, les mathématiques enseignées. Mais quelles mathématiques ? Et, en cela, nous pourrions même revenir au problème d'aimer ou non, après tout, nous avons tendance à aimer ce qui nous est le plus familier et le plus proche, ou pas ?! Pourrions-nous parler de mathématiques, au pluriel ?

« Que voulez-vous dire ? » – demande l'un des élèves. « J'aime écouter de la musique classique, des symphonies, mais ce n'est pas proche de ma réalité, de ma vie. Et en ce qui concerne les mathématiques, au pluriel, je ne suis pas sûr de savoir quelles autres mathématiques existent.

– Les mathématiques des mathématiciens, les mathématiques des manuels, les mathématiques des architectes, les mathématiques des constructeurs de radeaux en Amazonie, les mathématiques des couturières d'une coopérative à l'intérieur de Bahia, les mathématiques des ouvriers ruraux qui plantent du café à l'intérieur du Minas Gerais, les mathématiques des Romains du premier siècle avant J.-C., les mathématiques des peintres italiens de la Renaissance,  et ainsi de suite. Lequel? Des mathématiques de tous les jours ? Les mathématiques des ingénieurs ? Quel?  Et pour ce qui est de l'aimer, j'ai dit que nous avions une tendance, mais que nous n'étions pas prisonniers dans une boîte métallique ; Nous pouvons bouger, nous pouvons bouger, nous pouvons apprendre de nouvelles choses, nous pouvons créer de nouvelles habitudes. Notre problème est de savoir pourquoi cela ne s'applique pas au goût de la science, des mathématiques.

« Ça n'a aucun sens ! » – dit l'un des étudiants. – C'est le même calcul partout ! Et certaines personnes n'aiment pas, n'ont jamais aimé, les mathématiques. C'est un don, une vocation.

« Peut-être que oui, peut-être pas », répond le professeur. Les mathématiques systématisées et transmises dans le programme de premier cycle, dans les écoles, sont le résultat d'un processus de production qui a sa propre histoire et s'insère dans une structure du monde. Il y a des limites politiques, économiques, sociales et culturelles. Droite? Les contextes spécifiques du langage mathématique et des pratiques mathématiques ne peuvent être correctement étudiés et compris que s'ils se situent dans le monde de l'action humaine, dans le monde réel, dans l'expérience pratique et concrète dans un contexte socio-historique donné. Et, dans le cadre d'une pratique, du contact entre les gens, peut-être que l'aversion a toujours son origine dans une rencontre douloureuse et traumatisante entre des personnes dans l'espace formatif. Les jeunes enfants avant la scolarité ont tendance à aimer les mathématiques. Ce n'est que plus tard, à l'école, qu'ils connaissent les systèmes de contrôle et de punition, les évaluations et les mécanismes d'exclusion, n'est-ce pas ?! Sommes-nous responsables de l'éloignement de certains étudiants de cette science et, par conséquent, de l'illusion qu'elle n'a pas de vocation ou de don pour cette activité ?

*

Le philosophe espagnol nous dit : « La branche des mathématiques qui a été la plus en vogue au cours du dernier quart de siècle a été la théorie des ensembles. Eh bien, son créateur, Cantor, l'a baptisé d'un terme qu'il n'y a aucun moyen de traduire dans nos langues. Ce que nous devions appeler « ensemble », il l'appelait menge, un mot dont le sens n'est pas compris dans celui de « ensemble ». N'exagérons donc pas la traduisibilité des sciences mathématiques et physiques » (Ortega y Gasset, 2018, p. 97)

Certaines questions ont été proposées, à un moment donné, aux étudiants ; Comment serait-il possible de traduire la pensée et la compréhension d'un groupe culturel, dans un certain espace-temps, dans notre langue, de notre vivant ? Comment pouvons-nous supposer que nous comprenons la façon dont les anciens Babyloniens comprenaient leurs mathématiques ?

J'insiste sur la question : le mal dans un jeu peut-il être le bien dans un autre ? Est-il possible que nous nous éloignions, dans la traduisibilité d'un langage et d'une façon de penser, de la réalité factuelle de ceux qui nous ont précédés ? Peut-être que oui, peut-être pas. Ce que nous savons, c'est que, même aujourd'hui, nous comptons le passage du temps, des heures sur l'horloge, toutes les 60 minutes.

Si ce que nous appelons erreur est accepté comme un résultat correct, en prenant un autre ensemble de règles, je demande : quelles règles doivent être considérées comme vraies pour que ce nouveau jeu soit cohérent et cohérent ?

Nous sommes obligés de réfléchir aux règles qui seraient nécessaires pour justifier l'erreur et ainsi produire d'autres mathématiques possibles. Cependant, est-ce possible ?

Comment créer un jeu différent de ce à quoi nous sommes habitués à cause d'un mauvais mouvement dans notre jeu ?

Il est question de créer des jeux qui enthousiasment et engagent les étudiants ; des jeux attrayants ; quelque chose qui attire leur attention et les fait simultanément apprendre (mathématiques) ; Il est censé être possible de créer le désir de connaissances mathématiques à l'école.

La dopamine pour le cerveau avec l'utilisation de jeux dans l'enseignement des mathématiques ? Et serions-nous motivés par les jeux ? Est-il possible de nous motiver tous, indépendamment de l'époque, du lieu et de la culture, à être motivés et à avoir envie d'apprendre les mathématiques à l'école ?

Universaliser le désir. Les experts en marketing numérique qui travaillent sur les médias sociaux ont peut-être quelque chose à nous apprendre. Que savent les enseignants de mathématiques dans le domaine de la publicité, du marketing et de la vente ? Comment pouvons-nous « vendre » une idée et créer l'envie de consommer cette idée ? Je dois dire que parfois les adolescents ne sont que des adolescents qui vivent leur vie de la seule façon dont ils pourraient vivre dans une circonstance donnée.

Il ne s'agit pas de traduire une langue ou de supposer une forme de pensée basée sur cette langue traduite. C'est plus qu'une simple traduction ; c'est l'expérimentation, l'investigation, la réflexion.

C'est une nouvelle façon de penser et d'agir ; utiliser un nouveau langage, avec de nouvelles règles, de nouvelles significations. Créez des mondes possibles.

Inventivité. Construction des réalités mathématiques et production de significations. Nouvelle arithmétique, algèbres et géométries. Un enseignement des mathématiques dans le cadre d'une activité expérimentale.

Le vrai et le faux persistent, peut-être ; les bons et les méchants insistent, peut-être ; Mais cela, il faut le dire, est enraciné dans notre expérience du monde, dans notre culture, dans notre science.

Il y a la vérité des mathématiques et les vérités de la société ; on peut dire qu'il y a une vérité qui est dans l'autre, dans le différent, dans l' étrange, et aussi, simultanément, dans ce qui est familier, égal, en moi (en nous) ; l'égalité et la différence.

Pour penser les mathématiques et leur enseignement, on cherche dans les frontières, dans les limites et, dans les intérioriétés, l'élément différentiel qui, dans sa différence intrinsèque, marque l'élément fondamental à décrire et à représenter.

	Figures planes de géométrie euclidienne ; Le carré et le triangle, par exemple, diffèrent l'un de l'autre, mais ils coexistent toujours dans le même monde. Nous sommes différents, nous sommes des êtres humains, mais nous sommes toujours les mêmes.  De quoi sommes-nous pareils et de quoi sommes-nous différents ? Des tas d'atomes, attachés au même monde, sur la même planète, chacun vivant en communauté, doté de capacités linguistiques et cognitives. Nous sommes les mêmes, mais nous sommes aussi différents. 




Il y a des contes, des légendes, des histoires qui, pour une raison quelconque, semblent correspondre à des réalités différentes – avec lesquelles je ne suis évidemment pas entièrement d'accord – colonisés et épistémiquement eurocentriques, nous nous laissons maintenant séduire par la culture nord-américaine ;

	Une illusion/fiction de partage d'une connaissance absolue de l'être de l'homme est créée ; Toutes les connaissances historiquement accumulées par les êtres humains sont ici et maintenant, sous la domination d'une nation ; Nous ne comprenons certainement pas pleinement les légendes, les mythes, les histoires et les rationalités d'autres peuples qui, bien plus longtemps, et par une coïncidence géographique et historique, sont restés éloignés de la domination européenne. Même en psychologie et son utilisation dans l'interprétation des mythes et des légendes, dans l'interprétation des rêves, l'universalisation est utilisée ; Nous sommes tous censés être égaux en matière de cognition et d'émotion, et l'état des choses est tel que, même aujourd'hui, les monstres envahissent nos rêves : « La figure du monstre-tyran est familière aux mythologies, aux traditions populaires, aux légendes et même aux cauchemars du monde ; et ses caractéristiques, dans toutes les manifestations, sont essentiellement les mêmes. Il est l'accumulateur du bénéfice général. C'est le monstre avide des droits voraces des « miens et de moi ». La ruine qu'il attire à elle est décrite dans la mythologie et les contes de fées comme répandue, atteignant tout son domaine » (Campbell, 2007). 


	Les mathématiques se transforment en un monstre monstrueux, et le professeur qui était censé enseigner comment apprivoiser une telle créature devient le défenseur de la bête. 




Les élèves commencent à croire en quelque chose, à savoir quelque chose, à désirer quelque chose, à reconnaître quelque chose, à se souvenir de quelque chose, etc. Ils croient en l'existence du monstre, ils savent qu'ils veulent s'éloigner de la créature, ils reconnaissent qu'ils sont incapables d'atteindre l'animal.

	Le monstre n'est pas de ce monde, même s'il est ici ; ses parties sont constituées d'objets que nous ne comprenons pas, mais néanmoins nous ne les remettons pas en question ; nous acceptons simplement qu'ils existent ; Ce qui nous importe, c'est de savoir comment ces abstractions monstrueuses agissent sur le corps du monstre, et seulement sur son intérieur ; le corps du monstre est aussi symbolique, c'est-à-dire que « les objets ne sont pas connus dans ce qu'ils sont, mais seulement dans leurs propriétés, dans ce que l'on peut dire d'eux » (Lins, 2004, p.95) ; Il est important pour nous de connaître les propriétés relationnelles de ces objets. 




Les propriétés mentales de l'être humain, les agents cognitifs, sont relationnelles (relation avec l'environnement naturel et socioculturel qui lui est extérieur).

Les faits énoncés dans une mythologie, et qui fournissent ce que nous identifions comme la raison, la pensée et la réflexion, dépendent de l'environnement, des circonstances et des contextes dans lesquels de telles déclarations/phrases émergent ; ils sont extérieurs à l'esprit.

La rationalité, la pensée et la réflexion se produisent dans l'esprit du sujet et, en tant que telles, dépendent des expériences et des expériences de cet être ; ils sont à l'intérieur de l'esprit.

Les objets mathématiques (signaux) que l'agent cognitif rencontre sont tous, au départ, extérieurs à son esprit.

Différentes personnes, dans des environnements différents, confrontées au même contenu exprimé par une proposition, établissent des relations différentes avec ce contenu.

Cette perspective philosophique, reconnue comme métaphysique externaliste, semble adéquate aux conditions objectives de la pratique pédagogique associées à l'enseignement des mathématiques.

*

« Je ne sais pas si je comprends », a déclaré l'un des étudiants en pédagogie. Cela signifie-t-il que l'enseignement des mathématiques et la production de connaissances mathématiques dépendent de facteurs qui lui sont extérieurs et sur lesquels nous avons peu de contrôle ? Se pourrait-il que la peur que nous avons des mathématiques ait son origine dans le processus éducatif scolaire ? Voilà?

« La connaissance mathématique », a déclaré un autre étudiant, « et son enseignement sont confinés dans des limites socioculturelles et historiques concrètes, et ces limites nous échappent.

« Mais ce sont nos mathématiques », dit un étudiant en mathématiques. – Ce sont les mathématiques que tout le monde doit apprendre et connaître pour vivre dans ce monde, quel que soit le contexte. J'ai toujours aimé ça. Mon frère, il n'a jamais été bon, il n'a jamais eu la tête pour ça.

« Peut-être que oui, peut-être pas ! » – dit l'enseignant. – Nous devons approfondir ce débat. Cependant, il est certain que nos croyances, nos convictions, notre histoire de vie, nos expériences sont déterminantes pour former, en nous, en chacun de nous, une certaine image des mathématiques et de son enseignement.

– Les mathématiques – l'un des étudiants de la licence de mathématiques se lance en parlant – sont dans tout, elles sont partout, depuis toujours ! Sans elle, nous ne pouvons pas vivre ! Tout dépend des mathématiques. Les plantes et leur croissance, par exemple, sont indépendantes de ma volonté, et la fonction qui décrit la croissance est là pour nous le dire.

- Les mathématiques ont quelque chose de Dieu, n'est-ce pas ?! – dit un autre élève. Comme le dit cette célèbre phrase, « Les mathématiques sont le langage avec lequel Dieu a écrit l'univers ».

« Galilée, dit le professeur, c'est Galilée qui l'a dit. Mais, je vous le demande, est-ce la vérité ? Est-ce prouvé ? Ou est-ce une croyance partagée ? Les mathématiques sont-elles une sorte d'entité omniprésente et omnisciente ? Les mathématiques n'ont-elles pas besoin d'êtres humains pour exister ? Les mathématiques sont-elles un dieu ? Tout cela n'est-il pas une croyance qui est confinée dans des limites socioculturelles et historiques ? Et si c'était nous, les êtres humains, qui projetions sur la nature notre désir incontrôlable de la contrôler ? Après tout, chaque modèle mathématique n'est que cela, un modèle. Une description imparfaite de la réalité à partir d'un langage non naturel qui est, comme nous le savons, limité. Pour ce faire, nous devrons peut-être comprendre l'incomplétude de Gödel et les paradoxes du continuum. Regardez ce que Batistela, Bicudo et Lazari nous disent : « Les mathématiciens étaient conscients du problème de la cohérence des mathématiques, et ils étaient inquiets de ne pas pouvoir exprimer une solution. L'annonce de Gödel qu'il y avait une phrase indécidable dans le système formel de l'arithmétique des nombres naturels et que ce système ne pouvait pas prouver sa propre cohérence a principalement ébranlé l'école formaliste qui s'était engagée à compléter le programme de Hilbert et à fonder les mathématiques sur l'arithmétique des nombres naturels. Cependant, la croyance en la recherche de bases solides pour les mathématiques a été maintenue en vie, comme on peut le voir dans la révision du programme de Hilbert après le TIG [Théorème d'incomplétude de Gödel]. Il est important de souligner que le logicisme et l'intuitionnisme, chacun à sa manière, avaient tenté de mener à bien leurs projets de fondation des mathématiques. Le logicisme cherchait à réduire les mathématiques à la logique et à déduire tous les théorèmes des mathématiques à partir de définitions construites en termes de logique et au moyen des principes de la logique. Les intuitionnistes croyaient que l'on ne pouvait communiquer avec des êtres mathématiques que si l'on pouvait les construire mentalement.[43]

« Je ne sais que c'est comme ça », dit l'un des étudiants, « d'aussi loin que je me souvienne, à l'école, et maintenant à l'université. Et n'est-il pas vrai que les mathématiques sont dans tout ? Et les objets des mathématiques, par exemple, n'existent pas vraiment dans notre monde, n'est-ce pas ?!

« Vous avez dit quelque chose d'intéressant, jeune homme, dit le professeur. Vous avez dit : « D'aussi loin que je me souvienne, n'est-ce pas ? » Et j'ai dit au lycée et à l'université, ai-je raison ? Lorsque les professeurs de mathématiques parlent du pouvoir des mathématiques, disent-ils qu'elles sont un produit de l'esprit humain ou que c'est quelque chose de transcendantal qui existe dans un monde après la mort ?

« Je crois que les mathématiques, dit l'un des étudiants, comme tout ce que l'homme produit, ne sont que cela, c'est-à-dire le produit de notre travail. Cela n'a aucun sens de supposer que les mathématiques existent indépendamment de l'homme. Et dans ce contexte, qu'est-ce que l'intuitionnisme ?

« Et croyez-vous », rétorque un autre étudiant, « que le nombre PI, qui apparaît sur n'importe quelle circonférence, n'importe où, à n'importe quel moment historique, est une invention de l'être humain ? »

« Eh bien, commente le professeur, si les gens partagent la même métrique, le même système symbolique, le même langage, et qu'à partir de cette chose partagée, ils arrivent au même résultat dans un jeu avec des règles bien définies, c'est bien. Mais est-ce une indication qu'il existe au-delà de la pensée humaine ? Examinons donc la question de l'intuitionnisme. Dans un sens, nous flirtons avec cette perspective. Le mathématicien allemand Leopold Kronecker (1823-1891) a dit que Dieu nous avait donné les nombres naturels et que tout le reste était une création humaine. Il peut être considéré comme l'un des intuitionnistes, car, dans sa conception, tout en mathématiques pouvait être construit intuitivement par les mathématiciens à partir des nombres naturels. Les nombres naturels seraient, pour lui, intuitifs. Sa position était contraire à celle des logiciens et aussi de nombreux formalistes, en particulier en ce qui concerne les démonstrations mathématiques. Ainsi, par exemple, une stratégie de logique pour démontrer l'existence d'un objet mathématique consiste à supposer sa non-existence, afin d'arriver à une contradiction afin d'inférer l'existence de l'objet ; c'était extrêmement contre-intuitif et, bien sûr, contraire à ce que Kronecker préconisait. Et en particulier, le problème de l'existence en mathématiques a créé une polarité parmi les mathématiciens. Comme nous l'a dit Newton da Costa, « au fond de ces disputes se trouve le problème de l'existence en mathématiques : par l'axiome du choix, l'existence de certaines entités est prouvée, sans toutefois avoir les moyens de les construire efficacement ; mais de telles entités, idéalement définies par l'axiome de Zermelo, ne sont pas acceptées par les mathématiciens de tendances similaires à celles de Kronecker."[44] Eh bien, maintenant que nous avons une vague idée du point de vue des intuitionnistes, revenons à notre débat. Serions-nous capables de trouver de la propriété intellectuelle avec une autre langue, d'autres symboles, d'autres mesures, dans un autre jeu, avec d'autres règles ? Il y a la géométrie euclidienne et il y a les géométries non euclidiennes ; Des règles différentes, des jeux différents, des résultats différents. Cependant, en dehors des mathématiques, il y a la pensée, la façon dont nous analysons les symboles, les règles et, encore une fois, nous revenons à la sémiotique. Cette fois, cependant, je vais parler des idées du philosophe et psychologue Raymond Duval. Pour ce chercheur, l'analyse des connaissances mathématiques dépend essentiellement de l'analyse des systèmes de production des représentations sémiotiques utilisées pour exprimer les connaissances mathématiques. L'hypothèse plausible sur laquelle il repose est que toute forme de communication en mathématiques, dans nos mathématiques standardisées, dépend des représentations que nous faisons. Selon lui, « la différence entre l'activité cognitive requise par les mathématiques et celle requise dans d'autres domaines de la connaissance ne doit pas être recherchée dans les concepts » [45]; ce qui me semble cohérent, après tout, tous les domaines de la connaissance traitent de concepts, mais les difficultés d'apprentissage en mathématiques sont substantiellement différentes des autres domaines, n'est-ce pas ?! Il soutient que le développement des représentations sémiotiques en mathématiques a été décisif pour l'évolution même de la pensée mathématique, car, après tout, selon lui, les objets mathématiques ne sont pas directement perceptibles ou observables et que « l'accès aux nombres est lié à l'utilisation d'un système de représentation qui leur permet de désigner »[46]. Maintenant, si les thèses de ce chercheur sont correctes, et je crois qu'elles le sont, alors à chaque moment historique, dans chaque culture, avec ses différentes façons d'enregistrer les objets mathématiques, nous aurions différentes façons de penser aux mathématiques, n'est-ce pas ?!

« Oui, ça sonne bien », dit un étudiant.

« Il se peut que la façon de comprendre les mathématiques soit différente de la nôtre, mais le résultat est le même », dit un autre étudiant.

« Et l'axiome du choix ? » demande un étudiant. – Que dit cet axiome ?

« Eh bien, si je me souviens bien, dit le professeur, l'axiome a été formulé par Ernest Zermelo (1871-1953) en 1904. Zermelo considérait l'axiome comme une vérité indiscutable. Elle garantit que pour toute collection X d'ensembles non vides, il y aura une fonction f sur X, appelée « fonction de choix ». Symboliquement, cela ressemble à ceci :
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« Russell, dit le professeur, dans son livre Introduction à la philosophie mathématique, l'appelle aussi l'axiome de Zermelo ou l'axiome multiplicatif. Le mathématicien britannique dit que c'est un axiome « qui peut être énoncé, mais non prouvé, en termes logiques, et qui est commode, mais non indispensable, dans certaines parties des mathématiques ».[47] De plus, il nous dit que de nombreux mathématiciens avaient déjà utilisé l'axiome, peut-être peut-être inconsciemment, avant même que Zermelo ne le rende explicite. Russell nous présente quelques équivalences, quelques façons de voir l'axiome ; L'une d'elles dit que l'axiome est équivalent à la proposition suivante : « Un produit n'est nul que lorsqu'au moins un de ses facteurs est nul »[48] ; une autre équivalence est que « si R est une relation quelconque, et k une classe contenue dans le domaine inverse de R, il y aura au moins une relation un-plusieurs qui implique R et qui a k pour son domaine inverse ».[49] Et sur la preuve fournie par Zermelo, Russell nous dit que « l'axiome multiplicatif est équivalent à la proposition que chaque classe peut être bien ordonnée, c'est-à-dire qu'elle peut être arrangée en une série dans laquelle chaque sous-classe a un premier terme (sauf, bien sûr, la classe nulle). »[50] Le défi ici, pour nous, est de créer une image qui traduit cet axiome et qui ait un sens pour chacun d'entre nous. Et heureusement, une traduction a été faite par Russell, en fait une analogie. Considérez une collection de boîtes à chaussures, et dans chaque boîte, une paire de chaussures. Même si vous avez une collection infinie de paires de chaussures, vous pourrez choisir, d'une manière appropriée, la chaussure gauche (par exemple) de chaque paire. Ainsi, de cette façon, vous pouvez facilement créer la fonction de choix, et vous n'avez pas besoin de l'axiome pour créer un ordre. Cependant, dit Russell, dans le cas de paires de chaussettes, qui en principe sont indiscernables, le choix ne serait possible qu'à partir de la certitude qu'un axiome garantit la possibilité du choix – il est intéressant de noter les façons dont Russell passe du rôle de mathématicien à celui de philosophe et à celui de professeur, en utilisant, dans chaque situation,  différentes expressions, représentations et symboles, pour rendre compréhensibles les idées très abstraites des mathématiques. Eh bien, l'analogie que j'ai mentionnée se trouve dans le livre écrit par Russell, pas exactement comme je vous l'ai présenté, mais pour arriver à ce qu'il nous dit réellement, je dois inclure une information, à savoir la cardinalité des ensembles infinis. La cardinalité d'un ensemble indique, de manière simple, le nombre d'objets dans l'ensemble ; Un dénombrement (énumération) est effectué et, pour cela, une correspondance est établie entre les objets de l'ensemble et la suite des nombres naturels. Eh bien, le mathématicien allemand George Cantor (1845-1918) a pu montrer qu'il existe différentes cardinalités lorsqu'il s'agit d'ensembles infinis et que la plus petite cadinalité infinie ; Il l'a appelé « Alemphe Zero », et il concerne la cardinalité de l'ensemble des rationnels, entiers et naturels.
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– C'est un peu surprenant de se rendre compte qu'il y a autant de fractions que de nombres entiers, n'est-ce pas ?! Car, après tout, entre deux entiers quelconques, il sera toujours possible d'obtenir une infinité de fractions ; Ce qui donne l'impression qu'il y a plus de fractions que d'entiers. Passons maintenant à l'analogie des chaussures et des chaussettes de Russell. Il nous dit ce qui suit : « Pour prouver qu'une classe a des termes « zéro alemph », il est nécessaire et suffisant de trouver un moyen d'organiser ses termes dans une progression. Il n'y a aucune difficulté à le faire avec les bottes. Les paires sont données comme formant un 'alemph zéro' et donc comme le champ d'une progression. Dans chaque paire, prenez la botte gauche en premier et la botte droite en second, en gardant l'ordre de la paire inchangé ; De cette façon, nous obtenons une progression de toutes les bottes. Dans le cas des chaussettes, cependant, nous devrons choisir arbitrairement, dans chaque paire, quel pied mettre en premier ; Et un nombre infini de choix arbitraires est une impossibilité. À moins de trouver une règle de sélection, c'est-à-dire une relation qui est un sélecteur, nous ne savons pas si une sélection est même théoriquement possible [...] il convient de noter que s'il était impossible de sélectionner un pied de bas dans chaque paire, il s'ensuivrait que les bas ne pourraient pas être disposés dans une progression, et donc qu'il n'y aurait pas de 'zéro alef' d'entre eux.[51]étiquette.

– Vraiment génial ! – dit un étudiant. Non seulement nous découvrons qu'il y a une infinité moindre et donc qu'il y a différentes sortes d'infini, mais dans ce cas aussi, qu'il est possible de construire un ordre, une progression, parmi les objets infinis d'une collection.

–Intéressant! – dit un autre élève. – Quelle serait la cardinalité de l'ensemble des nombres réels ? Est-ce la même chose que les rationnels ?

« Eh bien, dit le professeur, l'ensemble des nombres réels a des  nombres irrationnels, tels que la racine carrée de deux, la racine cubique de cinq, etc. Cet ensemble contient également des nombres tels que Pi, pour la géométrie, et e, pour les exponentielles et les logarithmes, également connu sous le nom de nombre d'Euler. Il existe également  des nombres dits transcendantaux, qui ne sont pas les racines d'une équation algébrique. Eh bien, ☐ et et sont des nombres transcendantaux. Cela dit, Cantor a montré que l'ensemble des nombres réels n'est pas énumérable, c'est-à-dire que leur cardinalité des nombres réels est supérieure à celle des nombres naturels. En particulier, nous avons que les nombres algébriques, ceux qui sont la solution d'une équation algébrique, sont dénombrables, énumérables,  et que, d'autre part, les nombres transcendantaux ne le sont pas ; donc les nombres algébriques peuvent être disposés dans une séquence infinie, d'après ce que nous avons vu sur l'axiome du choix, et les nombres transcendantaux ne le sont pas.

*

Nous sommes (métaphoriquement) à l'intérieur d'un jeu.

L'inspiration, dans ce cas, et à de nombreux autres moments de ce texte, est le travail de Wittgenstein (2009), Philosophical Investigations.

Les règles de ce jeu ne peuvent être construites qu'après avoir accepté, sans autre débat, certains termes indéfinis, nos  objets les plus élémentaires (signes de notre grammaire)

Un monde fictif est créé, distinct du réel de la réalité, mais avec des similitudes avec le monde empirique (naturel).

Dans ce monde créé, nous pouvons entrer, agir et interagir.

Le monde de la géométrie euclidienne plane simplifie l'espace.

Voilà le plan. Sur le plan, il y a des lignes droites. Sur les lignes, les points, des points infinis. Il y a des lignes parallèles et des lignes non parallèles.
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Laissez-vous et vous être droit ; un ensemble de points forme une ligne droite (minimum deux points) ; Chaque ensemble peut avoir une infinité de points ; Si les ensembles n'ont pas d'élément en commun, c'est-à-dire si l'intersection est vide, alors les droites sont parallèles.
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Il y a le jeu des nombres naturels.

Acceptons comme indéfini un ensemble N, dont les éléments seront appelés nombres naturels, ainsi qu'une fonction s de N dans N, appelée fonction successeur ; pour chaque x appartenant à l'ensemble N, le nombre s(x), qui est la valeur que prend la fonction au point x, est appelé successeur  de x. Un axiome est le suivant : il y a un élément, appelé zéro, qui n'est le successeur d'aucun nombre.
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Dans le jeu des nombres naturels, l'addition, représentée par le signe « + », est ce que nous appellerons addition, et le résultat obtenu sera appelé somme. Les éléments impliqués dans l'ajout seront appelés parcelles.

En faisant une addition de s (0) à 0, on obtient la somme « 0 + s (0) », dont le nom sera « un » et que, pour plus de commodité, nous indiquerons par le signe « 1 ».
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Les étudiants, lorsqu'on leur a demandé comment nous pouvions définir une fonction (successeur) avant même de définir l'ensemble N, avant de construire ses éléments ou de présenter l'une des opérations habituelles de l'arithmétique élémentaire, sont restés sans voix. Il y avait de l'hésitation. Après tout, comment était-il possible d'utiliser une fonction de N dans N si aucune fonction n'avait encore été définie ? Comment est-il possible de dire « fonction de N dans N » si l'on ne sait pas encore, à ce stade, ce qu'est N ou comment se comportent les éléments de N ?

Certes, dans l'éducation de base, ce ne sera pas la procédure adoptée ; surtout dans les classes de la première à la neuvième année.

	Blocs logiques ; 


	Tangram; 


	Cartes; 


	Matériau doré ; 


	Matériau cuisenaire ; 


	Découpes, dessins, etc. 




Elle commence, ou devrait commencer, par l'observation (du monde naturel, de la vie quotidienne, de la vie quotidienne) et des connaissances antérieures (non scolaires).

Utiliser des objets manipulateurs (signaux) ; des matériaux construits dans l'intention de représenter l'irreprésentable ; stimuler la manipulation des matériaux.

L'enseignement est imprégné et entrelacé par le bon sens, l'expérience pratique et l'utilisation de mots déjà connus (vocabulaire de tous les jours).

L'utilisation qui est faite de la pensée logique non scolaire devient une base, un support pour le développement de la pensée mathématique scolaire. Comprendre comment cette pensée se construit et se développe est, encore aujourd'hui, malgré les nombreuses études déjà réalisées, un défi.

Le contenu vise à former l'étudiant, à le mettre en forme. Dans l'école basée sur le contenu, la principale préoccupation est la compréhension de la grammaire des mathématiques systématisées et la reconnaissance des signes de sa langue ; la reproduction et l'imitation sont la procédure privilégiée.

*

« Revenons au début », dit le professeur. – Acceptons que nous sommes tous le produit d'idées, de discours et de croyances qui nous précèdent et nous englobent, mais aussi que nous sommes producteurs de ces choses ; Et j'espère que nous créerons quelque chose de nouveau au cours de notre vie. Nous sommes des êtres de notre temps, nous sommes des êtres historiques, affectés par les traditions et les visions du monde, ou même affectés par ce que nous appelons simplement la culture. Cependant, nous affectons autant que nous sommes affectés, n'est-ce pas ?! En classe, nous sommes une sorte de modèle pour nos élèves. Nous ne sommes pas des êtres passifs, statiques, silencieux et sans attitude. Nous apprenons un ensemble de connaissances héritées d'un passé lointain, parfois proche, et certaines d'entre elles sont organisées, systématisées et hiérarchisées, mais pas toutes. Le savoir scolaire, par exemple, est l'un de ces cas, dans lequel il y a à la fois quelque chose de systématisé et quelque chose qui échappe aux normes écrites. Accords implicites. Des façons d'agir déterminées par la culture de l'école. Et, certes, à l'école et à l'université, les marques de la production de ces savoirs ont été effacées, oubliées, mises de côté. Droite? Et si aujourd'hui nous perdons le contrôle sur les moyens de production des connaissances mathématiques, et même sur les voies qui pointent vers le type d'enseignement socialement désiré, et si nous finissons par suivre un ordre politique et idéologique que nous ne contrôlons pas, mais dont nous faisons partie,  et qui nous dit que nous devons suivre une base de programme nationale commune, comment pourrions-nous sérieusement croire que nous enseignons une science neutre, sans valeur sociale et apolitique ?

« C'est logique », dit un étudiant. – Je n'ai jamais cessé de réfléchir à l'organisation du contenu des mathématiques dans les manuels. La hiérarchie. Cependant, je pense que nous nous sommes éloignés de notre matière principale, le langage des mathématiques.

« En mathématiques, dit un autre élève, tout est prêt, en effet. C'est dans le livre ! Certains enseignants n'enseignent que des tours, des « tours » et nous ne savons pas ce qui se passe. Une définition, un théorème, une preuve, un exemple et quelques exercices. Nous ne savons pas d'où il vient, sa motivation, son besoin. Le langage des mathématiques est présent dans tout !

« Des perceptions merveilleuses », dit le professeur. « Je propose donc que nous réfléchissions au nombre. Le langage en général, et le langage mathématique en particulier, font partie de tout cela, de cet univers politique et idéologique. Ce qui échappe, peut-être, c'est la rigidité des définitions formelles des mathématiques standardisées, de ses symboles. Et quand je dis peut-être, je veux dire la façon dont nous lisons, interprétons et comprenons ces choses dans le processus éducatif. Les mathématiques de rue, les mathématiques non standard, en revanche, sont totalement dépendantes des contextes d'utilisation et des particularités linguistiques dans lesquelles elles sont employées. Dans ce problème qui est le nôtre, celui de la pluralité des langues et des façons de voir et de comprendre les mathématiques, je propose de penser à quelque chose qui nous semble commun, quelque chose que nous partageons, le nombre. Eh bien, Frege, dans ses principes fondamentaux de l'arithmétique, par exemple, s'est demandé ce que pouvait être l'humérus un, ou même ce que signifierait le signe « 1 ». Frege n'acceptait pas la simple affirmation que le nombre un était une chose, un quelque chose, un objet. Il a dit que ce n'était pas une définition. Qu'est-ce que le numéro un ?

« C'en est un », dit une étudiante en levant un doigt de sa main.

D'autres élèves de la classe, presque simultanément, répètent le geste. Quelque chose d'instantané, de spontané.

–Est? – demande le professeur. – un doigt en l'air ? Cela ne me semble pas être le numéro un. Ne serait-ce pas juste une représentation ? Un signe ?

« C'est une unité, dit un étudiant, un objet, une seule chose. Un stylo, une pomme, par exemple. Un!

« En êtes-vous sûr ? » – demande le professeur. « Mais alors, qu'est-ce que l'unité ? » Lorsque vous dites « une pomme » et que vous montrez une pomme sur la table, êtes-vous vraiment en train de me dire ce qu'est le numéro un ? Je veux dire, vous me dites qu'il y a une sorte de fruit et qu'il n'y a qu'un seul fruit, mais en cela, ne supposez-vous pas déjà que nous savons ce qu'est le « un » ? Et d'un autre côté, quand vous dites « un stylo », « une pomme », et que vous montrez un stylo sur la table et une pomme sur la table, que faites-vous ? Attestons-nous par là que le nombre un est une sorte de propriété extérieure aux objets que nous énumérons ? Voilà? Une propriété observable ? Le « un » est-il une sorte d'identité attribuée à quelque chose d'immatériel, tout comme les mots « amour », « désir » ou « dieu » ? Qu’en penses-tu?

– S'agirait-il d'une propriété partagée par différents groupes ? – demande un élève.

« Que voulez-vous dire ? » Expliquez-moi », dit l'enseignant.

« Eh bien, une caractéristique commune, répond l'étudiant, la quantité. Une pomme, un stylo, un cahier ; Peu importe le décor, ni les objets. Nous avons abstrait une propriété.

« C'est ça », dit un étudiant, « c'est exactement ce qui a été dit. Des ensembles multiples et une correspondance entre les objets. Tout le monde en compte un.

« Même si vous êtes influencé, répète le professeur, par les idées mathématiques des mathématiciens, et dans ce cas, même si vous vous sentez enclin à répéter qu'« un nombre est quelque chose qui caractérise certaines collections, à savoir celles qui ont ce nombre », comme nous le dit Russell dans son livre « Introduction à la philosophie des mathématiques », le doute persistera. Droite?! Le professeur Newton da Costa, dans son livre sur les principes fondamentaux des mathématiques,[52] nous a présenté l'approche des logiciens au concept de nombre. Il a cité les quantités de deux ensembles qui, si l'on vérifiait une correspondance biunivoque, un dénombrement, seraient équipotents, et donc, par exemple, les ensembles {a,b,c} et {m,n,p}, en supposant que tous ces objets sont différents les uns des autres, sont équipotents, parce que (aRm), (bRn), (cRp), où 'xRy' représente une relation entre x et y,  Il en va de même pour les nombres pairs et impairs, {2, 4, 6, ...} et {1, 3, 5,...} sont équipotents. Et à partir de là, on dit que ces ensembles ont le même nombre d'éléments. Et ce nombre d'éléments, ou le nombre cardinal de tout ensemble A, est la classe de tous les ensembles équipotents à A. Ainsi, étant donné l'ensemble A={0,{0}}, sa cardinalité est 2, c'est-à-dire que « 2 » est la classe de tous les ensembles équipotents à A. Et quelle est l'idée derrière tout cela ?  Qu'est-ce que cela nous dit ? Même si l'on se sent proche de la vision du mathématicien G. H. Hardy (1877-1947), dans son texte « En défense d'un mathématicien », dans lequel il atteste que les mathématiciens sont comme des peintres ou des poètes, différant d'eux selon la durabilité de leurs peintures, puisqu'elles sont faites d'idées et « s'effilochent moins avec le temps que les mots »[53] ;  Je vous le dis, nous ne saurons rien de la nature des nombres, car l'idée nous échappe. L'idée s'est effondrée !

« Nous devrions dire aux élèves de l'école primaire », dit l'un des élèves, « qu'étant donné deux séries... Les nombres naturels dans ce cas... Nous dirons que pour chacun des objets de l'un des ensembles, il n'y a qu'un seul objet correspondant dans l'autre... Dire qu'il y a une correspondance un à un des objets. Cela définit le nombre, n'est-ce pas ? Cela ne suffirait-il pas pour les étudiants ?

« Peut-être que oui, peut-être pas ! » – répond le professeur. « Qu'en pensez-vous ? » Cela convaincrait-il un élève de 12 à 13 ans du primaire ? Je n'en suis pas sûr.

« Dans les manuels, dit un étudiant en pédagogie, des exemples de groupes d'objets, de choses différentes, sont donnés. Les élèves comptent les quantités et notent les nombres. Ils commencent par compter. Chaque quantité est représentée par un symbole, un nombre.

« Cela me rappelle, une fois de plus, les paroles de G.H. Hardy », a déclaré le professeur. Il écrit dans son livre, aux pages 100 et 101, et je vous demande de le vérifier dans son matériel, il écrit ce qui suit : « La certitude des mathématiques, dit Whitehead, dépend de leur généralité abstraite absolue. Lorsque nous affirmons que 2 + 3 = 5, nous affirmons une relation entre trois groupes de choses, et ces choses ne sont pas des pommes, ni des pièces de monnaie, ni des choses d'une espèce particulière ou d'une autre, mais seulement des choses, n'importe quoi. Le sens de la déclaration est totalement indépendant de l'individualité des membres des groupes. Qu'en pensez-vous, cela vous semble-t-il familier ?!

–Oui! Voilà! – dit un étudiant en mathématiques. – C'est exactement le principe de nos mathématiques !

« C'est vrai », dit l'un des étudiants en pédagogie. – C'est ainsi que nous nous habituons à penser aux mathématiques ; généralité, abstraction, indépendance des contextes.

« Est-ce que c'est ?! » l'enseignant reprend la parole.  – Lorsque nous enseignons les mathématiques à l'école, n'est-il pas nécessaire de préciser le contexte dans tous les cas possibles ? Apprenons-nous les mathématiques à l'école uniquement avec des généralités hors contexte ? Je n'en suis pas sûr ! Cela me fait penser à ce que disent Courant et Robbins, dans leur livre « what is Mathematics », et je vous demande de vérifier le texte après le cours, s'il vous plaît... Nous verrons que ces auteurs déclarent ce qui suit : "ce que sont réellement les points, les lignes, les nombres ne peut et n'a pas besoin d'être discuté en science mathématique. Ce qui compte et ce qui correspond à des faits vérifiables, c'est la structure et les relations entre les objets.[54] Peut-être, en entendant cela, la phrase de Russell nous dit-elle une vérité qui dérange, n'est-ce pas ?! Nous enseignons aux enfants quelque chose dont nous ne savons pas exactement ce que c'est. Vous m'avez dit des choses très intéressantes ; « Définissez le nombre », a dit l'un, « compter » et « représenter », a dit l'autre. Nous fuyons le problème principal, n'est-ce pas ? Après tout, pensez avec moi, nous sommes capables de définir ce qu'est la douleur dans un dictionnaire, mais nous ne pouvons peut-être pas dire et expliquer ce qu'est vraiment la douleur lorsque quelqu'un nous le demande ; Nous pouvons définir ce qu'est un nombre irrationnel, mais nous ne pouvons peut-être pas dire ce qu'est un nombre irrationnel. Qu’en penses-tu?!

« Professeur », commence l'un des élèves, « ne serait-il pas plus simple de dire aux élèves que nous acceptons que ces choses existent, les nombres, et que nous créons des images mentales de ces objets, même sans savoir ce qu'ils sont ? » Peut-être pour dire que c'est ce que nous percevons dans la nature, dans le monde, dans les choses. Une étoile, une flore, une pierre, alors qu'en est-il de l'idée d'équipotence dont vous parliez il y a un instant ?

« Peut-être, dit le professeur, mais je dois supposer que nous choisissons de faire ce qui est plus simple, même si nous renonçons à la vérité ou à la justesse des idées. Droite?! Je me réfère maintenant à nouveau à Frege, il dit que "l'arithmétique n'a absolument rien à voir avec les sensations. Ni avec des images mentales formées à partir des traces laissées par des impressions sensibles antérieures. Et, bien sûr, dans ce cas, il s'oppose à la conception platonicienne, et aussi à une perspective religieuse, mythique ou, simplement, métaphysique. Mais Frege nous provoque aussi dans son texte, car dans ses mots il demande : « Comment donc pouvons-nous recevoir un nombre, si nous ne pouvons en avoir aucune représentation ou intuition ? Ce n'est que dans le contexte d'une proposition que les mots signifient quelque chose.[55] Et voici notre clé, notre indication d'un chemin. Sens dans un contexte linguistique. Un signe graphique qui exprime un objet, désigne un seul objet. Pour Frege, donc, le nombre est une sorte de propriété de second ordre d' un objet, c'est-à-dire qu'il n'est pas une propriété immédiate de l'objet, et donc dire une pomme, une pierre ou un crayon ne dit rien vraiment sur le « un ». Nous pouvons émettre l'hypothèse que nous construisons nos jugements numériques, nos idées sur les nombres, sur la base d'affirmations qui sont exprimées par des signes graphiques, des symboles, et ceux-ci désignent des concepts. Énoncés partagés au sein d'une communauté linguistique.

*

Professeurs de mathématiques, regardons la parole, la parole, et dans ce cas aussi le langage corporel. Ne vous contentez pas d'écouter les voix qui résonnent dans vos pensées ; Les élèves parlent, dans leur silence, et communiquent l'impensable. Faire attention

Le politique et les médias, l'idéologique et le religieux, et tous les textes qui tissent le monde.

Analysons le discours institutionnel et le discours institutionnalisé.

Le monde est texte et, en tant que tel, exige lecture, interprétation et réflexion. Cette perspective peut être observée dans l'approche anthropologique de Geertz (2008) ; « Le concept de culture que je défends [...] elle est essentiellement sémiotique. Croyant, comme Max Weber, que l'homme est un animal lié à des réseaux de significations qu'il a lui-même tissés, je suppose que la culture est ces réseaux et leur analyse ; donc, non pas comme une science expérimentale à la recherche de lois, mais comme une science interprétative, à la recherche de sens » (p. 4). On peut, bien sûr, ne pas être d'accord avec cette conception, mais néanmoins elle semble plausible et légitime lorsque nous nous interrogeons sur l'être humain dans son monde.

Dans la mesure du possible, dans la mesure du possible, nous devons analyser et réfléchir sur les discours ; une analyse qui prend en compte les aspects sociaux, culturels, économiques et politiques impliqués dans l'acte de communication, mais aussi les aspects émotionnels et cognitifs ; le texte et sa structure (sémantique et logique) ; Une analyse qui considère les relations momentanées, temporaires, réelles, factuelles, impliquant étudiants-professeurs-société, mais aussi celles qui perdurent, qui insistent, qui reviennent (historiques et pragmatiques).

Observons la qualité des interactions entre les sujets au moment même de l'échange de mots ; Regardons le langage corporel ; et, aussi, les positions sociales occupées par les sujets au moment où la rencontre et l'échange ont lieu ; Prêtons attention au contenu des informations partagées ; Considérons le véhicule et le support dans lequel l'information et le dicton ont lieu. Comment et où se déroule l'échange de mots et d'idées ?

À quoi faut-il faire attention ? Où chercher ? Nous nous tournons vers les objets (signes) ; ils se prêtent à l'analyse ; Une lettre, une dissertation scolaire, des textes et des images dans un livre, un dépliant ou une publicité, un courriel, une publication sur un réseau social (numérique), une vidéo sur YouTube, les paroles d'une chanson, le son et le rythme d'une chanson, des notes dans un journal intime, une image dans un cahier, une interview, etc.

Une perspective analytique que nous considérons pertinente est celle qui s'inspire de la pragmatique du discours ; Ceci, associé à l 'herméneutique du texte, peut fournir les outils appropriés à l'enseignant-chercheur. Une enquête qui établit un dialogue avec l' approche socio-discursive dans un contexte historique dans une certaine culture. Pragmatique, sémantique, logique et herméneutique.

Il est nécessaire de faire la différence entre le jeu qui se joue en mathématiques, dans son propre monde, et le jeu qui se joue dans l'enseignement des mathématiques, dans les contextes et les circonstances pédagogiques.

Pour traiter de la vérité, le jeu qui doit être exercé dans l'enseignement des mathématiques traverse nécessairement trois espaces entrelacés : (i) les vérités qui découlent du système de règles des mathématiques, de son langage, des axiomes, des définitions et des théorèmes, dans les livres, les manuels, les documents, les cours, etc. (ii) Les vérités qui émergent des pratiques éducatives des enseignants qui cherchent à dire quelque chose sur les vérités des mathématiques dans le contexte scolaire ; l'argumentation du discours, les exemples, les métaphores, les analogies, les contextes non mathématiques dans lesquels les mathématiques se déclenchent et émergent pendant les cours, etc. (iii) Des vérités partagées et socialisées dans des espaces non scolaires dans lesquels se manifestent de multiples pratiques comprises comme mathématiques.

On peut dire que « la pragmatique est l'étude du sens linguistique en contexte, c'est-à-dire visant son intention communicative dans une circonstance concrète donnée » (RASO, 2023, p.17). La perspective pragmatique privilégie la relation que les utilisateurs d'une langue établissent avec leurs signes dans des situations et des contextes d'usage. On peut même admettre que la pragmatique « analyse, d'une part, l'usage concret de la langue, en vue de ses utilisateurs, de la pratique linguistique ; et, d'autre part, il étudie les conditions qui régissent cette pratique » (PINTO, 2012, p.55).

Dans toutes les activités humaines, nous sommes confrontés à des données et à des informations qui exigent une évaluation, une réflexion et un débat. Souvent, cependant, nous ne faisons rien d'autre que d'accepter passivement ce qu'on nous dit.

La simple affirmation de la vérité de quelque chose (le contenu enseigné), décrétée par une autorité (le maître) et imposée comme loi (une règle, une formule, une procédure), devient l'objet d'une pure appréciation, d'une croyance (ou d'une incrédulité).

Acceptons la notion naïve du tout , et aussi des éléments qui appartiennent au tout. Supposons les signes suivants :
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De plus, nous conviendrons que pour représenter les ensembles nous utiliserons les lettres majuscules de l'alphabet latin (A, B, C, D,...) et que nous utiliserons les lettres x, y, z, ... pour représenter des éléments arbitraires. Cela fait, sur la base de notions (supposées) évidentes et faciles à comprendre, considérons les définitions suivantes :
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Nous voulons vérifier si, sur la base de ces définitions, et avec les règles d'inférence de la logique propositionnelle, l'affirmation suivante est vraie :
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Trouvons une séquence qui nous aidera à vérifier la véracité du fait rapporté :
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Les vérités décrétées ne construisent pas la connaissance ; ils ne stimulent pas la créativité ; ils ne travaillent pas par curiosité. La connaissance en tant qu'information promulguée n'est pas transformatrice ; Le décret du sabre est immobilisant. Le décret du sabre exige la mémorisation et la reproduction. La mémorisation et la reproduction des connaissances sont souhaitables, mais il ne faut pas seulement donner la priorité à ces actions. Comprendre, appréhender et mémoriser font partie de l'univers psychologico-cognitif et participent du savoir-faire mathématique.

Peut-on construire le monde abstrait des mathématiques de manière empirique ?

La science mathématique, en ce qui concerne l'enseignement des mathématiques, peut-elle s'appuyer sur l'empirisme constructiviste ?

« Le but de la science est la formulation de théories empiriquement adéquates ; et l'acceptation d'une théorie scientifique implique seulement la croyance que cette théorie est empiriquement adéquate [...] une théorie est empiriquement adéquate, précisément, si ce qu'elle dit sur les choses et les événements observables du monde est vrai » (van Fraassen, 1980, p12).

Dire et faire se produisent dans une circonstance spécifique, dans un cadre et un contexte donnés. L'événement d'interaction et de dialogue est lié à l'acte, aux faits, mais aussi aux souvenirs, au passé lointain, aux expériences, au fantasme et à la fiction.

Pour conclure : encore une fois, le langage et la pensée

Comment dites-vous ce que vous devez dire ? Le professeur de mathématiques déclare qu'il y a une infinité de nombres premiers et, ce faisant, pointe vers le cadre et une séquence finie de symboles.

Comment faites-vous ce que vous dites qu'il faut faire ?  Le professeur affirme qu'il est nécessaire de démontrer l'affirmation et, pour ce faire, commence son écriture par « démonstration par réduction à l'absurde ».

Comment enseignez-vous le savoir-faire en mathématiques ? Le professeur de mathématiques parle, écrit, fait des gestes ; Il indique quelques pages du livre pour l'étude et la lecture ; Puis la demande : « Faites les exercices sur les pages... ».

Les propositions mathématiques des mathématiques (science) doivent être interprétées dans leur littéralité dans leur propre monde. Le professeur écrit quelques symboles, et en les lisant, on entend « pour chaque epsilon, il y a un delta tel que... »

Les propositions mathématiques ont un sens interne, dans leur univers, et ne peuvent être évaluées comme vraies ou fausses que dans la théorie, dans son contexte d'utilisation. Dans le contexte des mathématiques, compte tenu de leurs représentations symboliques, leurs propositions sont adéquates, pertinentes, valides et fonctionnelles. Nous manipulons ce qui ne peut pas être manipulé ; des objets inobservables (signes) qui habitent la pensée, le fantasme ; monde imaginaire et fictif ; la place des possibilités et des impossibilités qui émergent des théories mathématiques ; objets interprétables et représentables (signes). L'inobservable peut nous conduire à une sorte d'agnosticisme épistémique ; On ne perçoit pas, même symboliquement, ce qui doit être un infini plus grand qu'un autre infini.

Les propositions mathématiques, lorsqu'elles sont interprétées et évaluées dans l'expérience empirique, dans la réalité socioculturelle, peuvent s'écarter des interprétations littérales-internalistes des mathématiques (science) qui les rendent compréhensibles.

La vérité de la proposition mathématique dépend de sa structure interne, des relations entre les objets (signes) inscrits dans une langue donnée. La nature, la substance ou l'essence des objets mathématiques (signes) n'est pas pertinente. Il se rapproche d'une  perspective philosophique réaliste structuraliste (épistémique ou ontique). Il est plus important pour nous de comprendre les relations entre les objets mathématiques que de savoir ce que sont ces choses. L'enseignement des mathématiques à l'école explore ainsi des objets dont nous ne savons rien. Nous n'avons appris qu'une grammaire qui fonctionne avec des signes dotés d'un sens restreint.  Quel est l'intérêt ?  Quel est le nombre ? La question « qu'est-ce que c'est ? » n'a de sens que dans les définitions. Les définitions sont basées sur les relations entre les objets, ou plutôt entre les signes qui représentent ces choses. Le parallélisme est défini ; le nombre rationnel est défini, etc.

La vérité des propositions des mathématiques non scolaires dépend des circonstances d'utilisation de leurs connaissances et de leurs pratiques dans différents scénarios et contextes.

La construction des objets abstraits (signes) des mathématiques dans les cours de mathématiques nous place devant le débat entre platonisme et non-platonisme.  L'enseignement des mathématiques exige une action dans le monde empirique, dans le réel de la réalité, avec des personnes de chair et de sang. Les mathématiques à enseigner traitent d'objets (signes) qui ne sont pas observables dans l'expérience empirique du monde et, plus encore, elles présentent des objets (signes) qui n'existent pas concrètement.

Un argument sur le platonisme mathématique qui, encore aujourd'hui, a un certain sens se trouve dans les études de G. Frege : Considérez la phrase de la forme « a est F » ; accepter que « a est F » est vrai ; si « a est F » est vrai, alors la phrase désigne une entité existante. Les phrases dénotatives en arithmétique font référence à des termes singuliers, des nombres ; Les nombres (naturels) existent donc. Si les nombres naturels existent, et qu'ils n'existent pas dans le monde physique, alors ils existent quelque part ; Les nombres sont des entités abstraites qui sont indépendantes de la pensée ; Car, par exemple, 2+3 = 5 ne dépend pas de la façon dont je pense à la composition de deux uns avec trois uns. Les chiffres ne dépendent pas du mental.

Par conséquent, en se basant sur le platonisme, l'argument de G. Frege nous permet de supposer que les nombres naturels sont des entités abstraites indépendantes de l'esprit humain.

Vilela (2019) nous dit que « pour que Frege clarifie un objet aussi central – le nombre – il était nécessaire de créer un langage formel, ou idéal, une Conceptographie » (VILELA, 2019, p. 294) et, aussi, qu'il « avait l'intention de formuler un langage parfait de la pensée pure modelé sur celui de l'arithmétique. Frege a retravaillé la logique aristotélicienne en utilisant des symboles, ce qui a abouti au développement de la logique mathématique » (idem) ; le chercheur souligne le déclin du courant logique (syntaxe-sémantique) de l'analyse du langage, indiquant que « la tentative de Frege de réduire l'arithmétique à la logique s'est avérée inadéquate, en raison d'un paradoxe théorique souligné par Bertrand Russell en 1902 » (idem, p. 295) ; et, à partir de cette considération, elle se tourne vers les travaux de la deuxième phase du philosophe autrichien, où elle assure que « Wittgenstein réoriente, d'une certaine manière, sa perspective de la philosophie, et dans les Recherches philosophiques, il cherchera à défaire les confusions conceptuelles, à défaire les certitudes sur les significations et les vérités » (idem, p.297), précisant que « Dans la nouvelle tâche, de la thérapie philosophique, la pratique de défaire les malentendus linguistiques est réalisée en mettant en lumière divers usages du langage,  dans des situations spécifiques, indiquant ainsi que le sens n'est pas unique » (idem, p. 298).

Un argument qui s'oppose à cette perspective est celui de Benacerraf (1965, 1973) : supposons que le platonisme soit vrai ; Dans ce cas, les objets mathématiques (signes) sont abstraits et ne sont pas dans l'espace-temps de l'expérience humaine ; Cependant, les êtres humains vivent nécessairement dans un certain espace-temps ; Les humains n'ont pas accès à ce qui se trouve en dehors de l'espace-temps, de sorte que les objets mathématiques (signaux) ne peuvent pas être connus ; Ce qui se trouve en dehors de l'espace-temps (objet mathématique) n'appartient pas nécessairement à l'espace-temps (humain).

On fait appel à l'intuition pour rétablir la place du platonisme ; Nous avons tous une intuition sur l'intangible. Nous connaissons les objets physiques inobservables (signes) et sommes donc capables de concevoir l'inobservable. Cependant, si l'intuition mathématique est une faculté de l'esprit humain, ne serions-nous pas dans le contexte de l'espace-temps humain ?

Le professeur de mathématiques s'engage ontologiquement avec des objets mathématiques : signes, symboles. Les étudiants ne partagent pas nécessairement cet engagement ontologique ; Ils rejettent, nient et même réfutent ce qu'on leur dit.

L'engagement ontologique des enseignants a un fondement culturel ; Ils perçoivent, dans notre culture mathématique (scolaire et académique), le besoin réel d'utiliser les objets empiriques des mathématiques, leurs signes, pour comprendre les théories mathématiques ; des traits dotés d'un sens restreint et que nous utilisons pour construire d'autres théories (physique, chimie, biologie, etc.).

Les mathématiques actuelles sont validées et légitimées par leurs démonstrations ; Cela ne se produit que lorsqu'une communauté de mathématiciens (ou de chercheurs) vérifie l'utilisation correcte des signes du langage ; corriger en fonction de vos règles ; On suppose que les signes mathématiques sont indispensables à son fonctionnement.

Objets mathématiques et êtres fictifs. On peut soutenir que les êtres irréels créés dans le domaine de la fiction, qui n'existent que dans le monde du texte, dans la production littéraire, bien qu'inexistants, agissent de manière cohérente et valide dans ces univers fictifs. Ce sont des objets sémiotiques. Voyez ce qu'Eco (2018) nous dit sur les personnages fictifs : « quel genre d'entité est un personnage fictif, et de quelle manière un tel personnage, s'il n'existe pas exactement, subsiste-t-il au moins ? Un personnage fictif est certainement un objet sémiotique. J'entends par là un ensemble de propriétés enregistrées dans l'encyclopédie d'une culture et transmises par une expression donnée (un mot, une image ou un autre dispositif) » (p. 68).

On pourrait dire que les objets mathématiques sont comme des personnages fictifs dans le grand récit des mathématiques. Ces objets sémiotiques, dans la terminologie adoptée par Eco (2018), représentent des concepts abstraits ou des objets idéaux, tels que la « liberté » ou la « racine carrée » et sont différents des objets physiquement existants (OFE), tels que « cheval », « table » ou des objets sémiotiques sociaux, tels que « mariage », « argent », etc. Il existe également des objets sémiotiques qui représentent des personnes ou des lieux (idées individuelles qui renvoient à une identité),  les désignant par des noms propres, tels que « Aristote » ou « Rio de Janeiro » ; ce philosophe-sémiologue n'adopte pas la perspective qui atteste de la désignation rigide des objets d'un langage, comme le fait Kripke (2012), « selon laquelle une expression donnée renvoie nécessairement à la même chose dans tous les mondes possibles, indépendamment de tout changement de circonstances » (Eco, 2018, p. 68-69) ; les noms propres qui désignent une individualité renvoient à certaines propriétés qui dépendent du contexte,  du cadre et des circonstances dans lesquels ces noms sont employés.

Les objets sémiotiques abstraits ou idéaux, tels que la racine carrée d'un nombre naturel, peuvent prendre une représentation matériellement palpable lorsqu'ils sont transposés de l'idéation, quelque chose de purement pensé, immatériel, à un usage social qui matérialise et concrétise cette idée ; pensez à la mesure de la longueur d'un segment d'une ligne qui représente ce que nous appelons la racine carrée du nombre deux .  Pourtant, dans ce cas, il correspond au nombre 1,41421356 ; il y en a d'autres, cependant, qui nous échappent, et, bien qu'ils soient représentés par un symbole, comme c'est le cas de l'infini, ils restent éloignés du concret matériel palpable ; Eco (2018) nous dit : « Il y a des cas d'espèces naturelles, artificielles, abstraites ou sociales qui ne peuvent être liées à aucune expérience individuelle. Ainsi, nous connaissons les significations (les propriétés supposées) de 'licorne', 'Saint Graal', 'la troisième loi de la robotique' définie par Isaac Asimov, la 'quadrature du cercle' et 'Médée', mais nous sommes conscients que nous ne pouvons isoler aucun élément de ces objets dans notre monde physique » (p.69).

On pense à des objets ayant une certaine signification, dans le champ symbolique, qui sont ancrés dans des conventions sociales et culturelles d'usage ; même si ceux-ci, d'une manière mystérieuse, n'ont pas d'équivalents matériels dans le monde physique (réalité empirique) ; selon la nomenclature d'Eco (2018), ces objets sont absolument intentionnels ; ceux-ci, à leur tour, étant plus que la somme de leurs propriétés,  Même s'ils ne sont pas désignés de manière rigide, ils peuvent être reconnus (phénoménologie ; gestalt) tant qu'ils maintiennent une relation constante entre leurs parties, leurs éléments, même s'ils changent d'une manière ou d'une autre ; les objets présentant cette caractéristique sont baptisés comme des objets de l'ordre le plus élevé ;  "Un exemple typique d'un objet d'ordre supérieur est une mélodie. La sonate pour piano n° 2 en si bémol mineur opus 35 de Chopin continuera d'être mélodiquement reconnaissable même lorsqu'elle sera jouée à la mandoline » (Eco, 2018, p. 70). Comment est-il possible que, même dans différentes versions, adaptations et histoires, nous soyons capables de reconnaître la fille désignée comme « Le Petit Chaperon Rouge » ? Qu'est-ce qui peut ou ne peut pas être enlevé, oublié ou modifié dans un objet sémiotique absolument intentionnel pour qu'il reste reconnaissable ? En ce qui concerne les personnages fictifs, on peut dire, comme le fait Eco (2018), qu'« un personnage fictif reste le même même s'il est transposé dans un contexte différent, tant que ses propriétés diagnostiques sont préservées » (p.71). Le problème est donc de déterminer lesquelles de ces propriétés sont indispensables à la reconnaissance d'objets.

On peut penser à l'image du triangle sémantique de la sémiotique (par C. S. Peirce) et l'adapter à notre problème avec les objets mathématiques :

[image: Diagramme  Description générée automatiquement avec un niveau de confiance moyen]

Comment agir et interagir avec ces objets dans notre réalité socioculturelle ? Selon Eco (2018), en se référant à l'engagement ontologique du lecteur envers les objets fictifs dans la littérature, « pour être impliqué en permanence en termes émotionnels avec les habitants d'un monde fictif possible, nous devons répondre à deux exigences : (1) nous devons vivre dans un monde fictif possible comme si nous étions dans une rêverie ininterrompue, et (2) nous devons nous comporter comme si nous étions l'un des personnages » (p. 75) ; les deux recommandations semblent inappropriées si nous pensons aux mathématiques, mais, néanmoins, apparemment nous avons déjà vécu l'expérience (1), car, après tout, en général nous acceptons sans problèmes majeurs les réalités de ce monde mathématiquement organisé et structuré ; Nous nous trouvons déjà dans un état de rêverie ininterrompue, aliénés dans une formation aliénante ; et, en outre, peut-être vivons-nous déjà comme des personnages dans ce modèle du monde, et ainsi (2) serions-nous servis ; Par conséquent, si les deux conditions ci-dessus se produisent, comment est-il encore possible de ne pas apprendre, d'avoir des difficultés avec les mathématiques, de mal comprendre ses objets ?

*

Il est 10 h 40.

Le cours progresse et touche à sa fin.

L'enseignant est conscient que ce fut un premier cours très intense, plein d'informations et de questions. Il y a eu beaucoup de (premières) présentations et beaucoup de provocations. Cependant, son objectif était d'exposer aux étudiants, en termes généraux, le vaste territoire à explorer. Et donc, avec la certitude qu'au moins certaines convictions et certitudes enracinées dans le public qui l'écoute ont ébranlé, il prend une respiration pour reprendre son discours.

« Les élèves et les enseignants peuvent être compris comme des êtres qui agissent et réagissent », dit l'enseignant, « et, en tant que tels, ils le font dans un cadre donné, dans un lieu, dans une société, dans un quartier. Les deux groupes, enseignants et étudiants, travaillent pour produire quelque chose et consomment aussi des choses qu'ils ne produisent pas. Ils travaillent à produire leur propre apprentissage et aussi leurs connaissances, par exemple, dans ce cas, des connaissances mathématiques. On pourrait dire que les professeurs de mathématiques, même mathématiciens, participent à une production dont ils savent peu ; ce sont des professionnels spécialisés ; certains d'entre eux connaissent peu les règles et le fonctionnement de la structure sociale et culturelle à laquelle ils appartiennent, la structuration sociale est intimement liée au champ symbolique et à un ensemble de conventions ; Beaucoup ne comprennent pas comment l'organisation et la distribution du savoir se produisent dans cette structure du monde et, bien sûr, encore moins le contrôle qui est exercé sur ce qui est produit et distribué. Ils ne sont, dans tous les cas, que des travailleurs qui font quelque chose et sont inconscients de la totalité de la réalité. Pourrions-nous dire, alors, qu'il s'agit d'une œuvre aliénée ? Droite?!  Nous sommes devenus étrangers à la totalité du processus de production, d'organisation et de distribution des connaissances mathématiques et, en ce sens, nous abandonnons toute prétention d'en savoir plus que ce qu'on nous dit que nous devrions savoir et faire (sur les mathématiques et leur enseignement). Peu importe qui décide, nous le faisons. Le propriétaire de l'école de bachotage, le propriétaire de l'école, le directeur de l'école, le gouvernement de l'État, le gouvernement fédéral, la base nationale du programme commun, l'OCDE, l'ONU, et qui sait qui d'autre... Nous enseignons des règles, des formules, des opérations et reproduisons une façon d'enseigner et d'apprendre les mathématiques. Nous ne sommes pas allés au-delà de la machinerie institutionnelle et officielle de production des corps, des esprits et des habitudes.  Le monde des mathématiques par lui-même, par lui-même, c'est tout. Droite?!

–Oh mon dieu! – dit un étudiant. "Je n'y ai jamais pensé. N'est-ce pas un peu exagéré ?! Et si c'est vrai, n'est-ce pas comme ça ?! Je ne pense pas que je sois une marionnette sans capacité à décider de ma vie.

« Eh bien, vous n'avez pas besoin d'être une marionnette pour être influencé », dit le professeur. Que ce soit en lecture psychanalytique, en philosophie ou en sociologie, nous nous rendons compte que nous sommes toujours enclins à adhérer à une idée qui ne nous appartient pas pleinement, à un discours que nous ne produisons pas. Peut-être que le concept d'idéologie peut être utilisé ici dans ce cas. Et pensons au monde. Les choses sont-elles vraiment ce qu'elles semblent être ? Avez-vous toujours été comme vous nous dites que vous êtes ?  Qui a décidé que c'est ainsi que le corps et l'esprit fonctionnent dans le processus scolaire ? N'y a-t-il vraiment pas d'autre façon d'être ? Et, après tout, pourquoi acceptons-nous si passivement cette chose dont on nous dit qu'elle est notre réalité sociale et culturelle ? Sommes-nous immobilisés ? Nous acceptons qu'il y a quelque chose et nous ne nous demandons rien à propos de ce quelque chose dont on nous dit qu'il existe, nous ne nous soucions pas de savoir, nous observons simplement comment les choses réagissent les unes aux autres, et cela nous suffit. Voilà?

« Toute langue », dit l'un des étudiants en pédagogie, « vous devez le savoir, fait partie d'une structure sociale, culturelle, politique, économique et, bien sûr, dans ses limites historiques, elle crée des significations et impose ses significations. N'est-ce pas, professeur ? Nous sommes aveugles dans cette structure du monde !

« Les significations, les significations, les compréhensions, ne sont possibles que sous certaines conditions, dans certaines limites. Nous ne sommes pas des êtres passifs, bien sûr, mais aussi inconditionnellement réactifs. Certains peuvent dire, sont autorisés à dire, et bien sûr d'autres ne sont pas autorisés à dire, à donner leur avis sur certaines questions. À un moment donné du cours, nous lirons quelque chose du philosophe Foucault, en particulier son texte « L'ordre du discours » – « Mais qu'y a-t-il de si dangereux dans le fait que les gens parlent et que leurs discours prolifèrent indéfiniment ? Où, finalement, est le danger ? », c'est la question que Foucault nous pose d'abord et, allant un peu plus loin, il nous parle des procédures d'exclusion, en particulier d'interdiction, et dans ce contexte il nous dit ce qui suit : « Il est bien connu qu'on n'a pas le droit de tout dire, qu'on ne peut parler de tout en aucune circonstance,  que n'importe qui, en bref, ne peut parler de rien.[56] Et, si nous y réfléchissons, après tout, tout le monde n'a pas de diplômes, de titres ou de postes qui leur permettent de parler ou d'enseigner quelque chose, mais ceux qui en ont, sont nécessairement passés par une sorte de chaîne de production de subjectivités, par un processus de production de significations et de construction de visions du monde, une éducation qui produit des vérités non scientifiques avec des airs scientifiques. Nous lirons aussi, à un moment donné, avec plus de calme et d'attention, l'article de l'éducateur mathématique Bello, « Jeux de langage, pratiques discursives et production de la vérité » [57]; l'auteur nous y apporte quelques réflexions incitatives. Il nous dit que « la perspective du tournant linguistique affirme qu'il n'y a rien au-delà du langage. Dans cette prédominance du langage, dans les manières de dire et de voir (dans cet ordre), rien ne serait en dehors du langage, ni les significations des objets, ni les éléments de la vie sociale ni, en fin de compte, nos pensées. S'il a été assez récurrent d'entendre, d'écouter, de lire, d'écrire, en se basant sur les hypothèses du tournant linguistique, que « la réalité est linguistiquement construite », c'est parce qu'on insiste sur le fait que le sens des objets (qu'ils soient matériels ou sociaux) ne serait pas en eux (dans les objets) eux-mêmes, mais dans la construction linguistique qui les définit. Si nous croyons que, lorsque quelque chose est dit, il est aussi inventé, institué, c'est parce qu'il ne peut être pensé qu'en étroite dépendance et corrélation avec ce qui peut être « dit ».[58] Et, à ce stade, il convient de revenir à Foucault ; il nous dit que « Autant le discours est apparemment très peu, autant les interdictions qui l'affectent rapidement et rapidement révèlent leur lien avec le désir et le pouvoir. Il n'y a rien d'étonnant à cela, puisque le discours - comme nous l'a montré la psychanalyse - n'est pas simplement ce qui manifeste (ou dissimule) le désir ; c'est aussi ce qui est l'objet du désir ; Et puisque l'histoire ne cesse de nous l'enseigner, le discours n'est pas simplement ce qui traduit les luttes ou les systèmes de domination, mais ce pour lequel, pour lequel il est combattu, le pouvoir dont nous voulons nous emparer.[59] Maintenant, si nous écoutons les voix qui résonnent autour de nous, nous nous rendrons compte que les mathématiques, et en particulier l'enseignement des mathématiques, sont des domaines de controverse ; Il y a un désir voilé d'avoir le pouvoir d'énoncer ce qui est réellement, même si ce « en fait » n'est pas le réel de la réalité. Modèles, interprétations, croyances. Et bien sûr, ce n'est pas grave. Je pense que le gros problème est que nous ne prenons pas conscience de ce processus ininterrompu de lutte, de dispute, de confrontation autour du droit de dire la vérité.

– Pouvez-vous commenter cette subjectivation ? – demande un élève. "Je pense que dans notre cas, nous ne pensons pas vraiment à ces choses. Il suffit d'entrer dans une ligne de production et de la suivre étape par étape, pour remplir un rôle déterminé à la fin du processus. Et à la fin, nous invoquons le « moi », la conscience, la responsabilité des choix que nous faisons, et que je crois réels. Mais si nous choisissons et décidons de nos chemins de manière autonome, et que nous sommes responsables de nos actions, quelle est cette subjectivation dont vous parlez ? Comment cela se manifeste-t-il dans nos cours ?

–Oui! Je vais essayer de clarifier », répond le professeur. Vous et moi sommes des êtres socio-historiques, des gens de chair et de sang et non des personnages d'une fiction comme « Don Quichotte », par exemple, nous sommes donc des êtres empiriques, des êtres qui existent dans un espace et un temps. Nous ne sommes pas le produit de récits, nous sommes le produit de nos expériences et de nos expériences, bien que nous nous présentions au monde à travers nos récits et, par conséquent, nos fictions sur ce que nous sommes et ce que nous vivons. Je dis fiction dans le sens d'un projet élaboré, structuré et organisé, comme la production de tout texte, et qui cherche à se dire à soi-même et aux autres le « qui » de son histoire. De toute évidence, ce n'est pas vous. L'objet représenté n'est pas l'objet, vous vous souvenez ? Nos pensées et nos connaissances sont, comme tout ce qui nous entoure, dynamiques et, dans ce cas, nous pourrions dire contingentes ; Mais de quelle manière ? La pensée et la connaissance ne reflètent pas une réalité extérieure ou indépendante de notre esprit ! Non! C'est une relation contingente entre nous, nos parcours de formation et nos expériences personnelles, et tous ceux qui, d'une manière ou d'une autre, à un moment donné, ont partagé socialement et culturellement les mêmes schémas linguistiques et conceptuels ; Comme, par exemple, notre insertion dans une communauté composée de professeurs de mathématiques qui travaillent au primaire et au lycée et nous font voir et penser certaines choses comme étant évidentes, évidentes et, par conséquent, nous disant que tout le reste est étrange et répréhensible. Notre subjectivité, et en son sein, nos idées, nos goûts, nos croyances et nos jugements, sont liés à ces relations contingentes dans l'espace socioculturel et historique dans lequel nous habitons, travaillons et, en fin de compte, existons. Nos jugements sur quelque chose ne sont pas les nôtres, après tout. Je suis certainement responsable de ce que je fais et dis, mais la pensée impliquée dans le fait de faire et de dire... C'est autre chose. Ce que nous jugeons acceptable ou vrai, par exemple, ne dépend pas seulement de nous, ni même des faits d'une réalité énoncée comme étant vraie, mais probablement de la culture qui nous consume et nous dévore, nous détermine et nous conditionne. Pensez-y sérieusement !  Nous sommes habitués à vivre dans des limites étroites, et nous ne nous en rendons pas compte – et, bien que ce ne soit pas du goût des enseignants en mathématiques ou en mathématiques, j'invoque le concept d'inconscient ; Quand Freud dit que « le moi n'est plus maître dans sa propre maison », [60]il nous révèle, pour la première fois, l'existence d'autres « moi » en nous. Droite?! C'est nous, tout ce qu'il y a, et tous les autres « nous » et le monde. Et à propos de la connaissance que nous supposons être la seule connaissance acceptable et donc vraie, D'Ambrosio dans son EthnoMathématiques[61] a parlé de cages épistémologiques ; notre connaissance est piégée dans des cages. C'est dans cette prison que nous comprenons la connaissance. Ce n'est qu'en lui que l'on peut savoir quelque chose sur quelque chose. Illusions! Dans ses termes, pour situer son idée, il nous dit que « l'une des principales caractéristiques de l'âge moderne est l'organisation de la connaissance en disciplines, avec leurs objets et objectifs d'étude bien définis, avec des fondements, des méthodes, un ensemble de règles et d'instruments spécifiques, des critères de vérité et son propre code linguistique, inaccessible aux non-initiés.  Bref, avec une épistémologie spécifique.  Mais elles s'avèrent rapidement insuffisantes pour une large connaissance de la réalité, pour la recherche de nouvelles connaissances »[62] et, dans ce contexte, il nous dit qu'il a développé, « il y a longtemps, le concept de cages épistémologiques, comparant les spécialistes aux oiseaux vivant en cage.  Les oiseaux ne voient et ne ressentent que ce que les cages permettent, ils ne se nourrissent que de ce qu'ils trouvent dans la cage, ils ne volent que dans l'espace de la cage, ils ne communiquent que dans une langue qu'ils connaissent, ils se reproduisent et se reproduisent dans la cage. Mais ils ne savent pas de quelle couleur la cage est peinte à l'extérieur."[63] Ainsi, dans tout ce que j'ai dit, dans cet univers vaste et multiple, votre moi et votre monde intérieur, vos jugements et, par conséquent, votre subjectif, sont construits sans le moindre contrôle. 

"Je pense que je comprends. Et numéro un ? – demande un élève. « Qu'est-ce que tout cela a à voir avec lui ? » Le nombre, n'importe quel nombre, y compris le numéro un, ne dépend pas de mon jugement, de ma croyance en lui, de la façon dont les autres le traitent, n'est-ce pas ?!

« Peut-être que oui, peut-être pas ! » répond le professeur. « Qu'est-ce que cela a à voir avec le nombre ? » Tout ou rien, ou quelque chose. Dans sa question, la limite, la cage, la subjectivité, les autres « moi » sont évidents. Nier que sa compréhension du nombre dépend de son jugement, c'est, dans ce cas, établir un jugement, n'est-ce pas ?! Eh bien, passons à autre chose ! Si nous pensons à l'idée d'unité, et, par exemple, à l'idée de quelque chose d'indivisible, quelque chose comme une pierre massive et incassable, peut-être utilisons-nous un langage mathématique proche de celui des Babyloniens d'il y a six mille ans, les cailloux, les jetons – et à ce sujet, je ne fais que créer ici une hypothèse fictive, parce que je ne sais pas comment ils voyaient le nombre un –,  mais, d'un autre côté, si nous pensons à des unités divisibles, à des atomes, ou à des divisions qui, à un moment donné, sont interrompues en permettant des comparaisons, nous sommes peut-être plus proches des Grecs, de Démocrite, de Parménide et de Pythagore. La notion d'unité d'avant les incommensurables, peut-être ; cependant, si nous pensons à une unité qui peut être brisée indéfiniment, peut-être que dans ce cas elle est plus proche des mathématiques de Leibniz et de Newton, plus proche de leur calcul différentiel et intégral. Quelle est cette unité que vous envisagez ? Je ne sais pas! Par exemple, dans la géométrie d'Euclide, dans les Éléments,[64] il définit ce qu'est un point géométrique ; il nous dit que « le point est ce qui n'a pas de parties, ou ce qui n'a pas de grandeur du tout ». Et qu'est-ce que cela signifie pour nous aujourd'hui ? Comment pensait-il à cette unité de l'espace, au point ? Et, peut-être beaucoup plus pertinent pour nous, c'est de se demander ce qui aurait conduit Euclide à énoncer une telle chose dans son texte. Comment les Grecs de l'époque d'Euclide pensaient-ils à l'idée d'un point ? Est-il possible que certains des anciens aient utilisé des points avec des parties, des points qui pouvaient être décomposés ? Je n'ai pas de réponses immédiates. Cependant, cela semble mettre en évidence un conflit, un choix et une procédure. La possibilité d'idées contradictoires et, par conséquent, de conflit, a pu conduire Euclide à devoir énoncer catégoriquement, c'est-à-dire à définir, ce qui est pour lui un point et, dans ce cas, il a été amené à faire un choix au moment même où il a élaboré son texte et, ce choix, voyez-vous, détermine une procédure, une manière d'agir,  une façon de traiter les objets mathématiques.

« Mais un est un ! Les règles sont les règles ! Droite?! – l'un des étudiants parle. – Et dans le cours de mathématiques, nous apprenons à associer des points sur la droite à des nombres. C'est indépendant de la culture et de la société, c'est de la pure logique ! Si nous sommes aliénés en faisant cela et en ne proposant pas de définition du nombre, alors soyons tous aliénés. Ce calcul fonctionne !

« Oui et non, ça dépend », répond le professeur. – Dans quel sens ces mathématiques fonctionnent-elles ? Travailler pour qui ? Après tout, les taux d'échec et de décrochage scolaire sont toujours élevés, peut-être pires que les années précédentes, n'est-ce pas ?! Le cours de calcul différentiel et intégral est toujours le grand monstre du cours, suivi, peut-être, par l'analyse mathématique... Je vous recommande de lire le texte de Rômulo Lins, « Mathématiques, monstres, sens et enseignement des mathématiques »[65]... Et pensez à ce monstre de compagnie qui est aussi un monstre effrayant... Et à propos des correspondances, nous associons des objets de géométrie dont nous ne savons pas exactement ce qu'ils sont avec des nombres, que nous ne pouvons pas dire ce qu'ils sont. Nous sommes comme des enfants qui observent deux aimants s'approcher ou se repousser, mais nous ne savons pas ce que sont les aimants ni comment ils fonctionnent, nous ne faisons que décrire l'interaction entre eux ; Serait-ce tout ? C'est ce que nous faisons ?! Nous acceptons simplement l'existence de quelque chose dont nous ne savons pas ce que c'est et choisissons arbitrairement une représentation symbolique pour cela, c'est ça ?! C'est vraiment génial, n'est-ce pas ?! Nous créons des mondes à partir de notre croyance en l'existence d'objets que nous ne savons pas ce qu'ils sont et que, précisément pour cette raison, nous acceptons leurs représentations et les relations entre les représentations sur le plan symbolique. Nous, les êtres humains, créons ces choses. Nous créons les conventions, les règles et les représentations. Droite?!

« Des mots qui n'ont pas besoin d'être définis », dit l'un des élèves, « des termes indéfinis, n'est-ce pas ? » Les points et les chiffres. Les mathématiciens ont convenu que ces choses n'ont pas besoin d'être définies. Cependant, il est vraiment étrange de penser qu'Euclide ait défini, dit ou présenté une caractéristique du point géométrique.

« Peut-être que maintenant, dit le professeur, nous pouvons parler du « second Wittgenstein ». Dans ses Recherches philosophiques, il va à l'encontre de pratiquement tout ce qu'il défendait lorsqu'il était à l'intérieur du positiviste logique. Pour lui, dans ce second moment, le sens d'un mot n'est pas quelque chose de fixe ou de prédéterminé ; Le sens n'est pas quelque chose qui appartient essentiellement à la parole, il n'est pas, comme on dit, immanent à la parole.  Le sens dépend des « fonctions que les expressions linguistiques remplissent dans un contexte spécifique et avec des objectifs spécifiques. Le sens peut donc varier en fonction du contexte dans lequel le mot est utilisé et du but de cet usage.[66] À ces différents contextes d'utilisation des mots, nous pouvons associer des règles particulières, et ainsi la métaphore du jeu peut être employée sans préjudice de notre compréhension. Le même mot peut participer à différents jeux. Les objectifs de l'utilisation de la langue, les contextes dans lesquels les mots sont utilisés, le processus de communication et les interprétations contextuelles déterminent les significations. Et donc, précisément pour cette raison, lorsque vous avez levé l'un des doigts de votre main, j'ai compris que vous me présentiez l'idée du numéro un ; « Les matchs se jouent selon des règles qui peuvent être plus ou moins explicites, plus ou moins formelles. De la même manière, les jeux de langage ont des règles qui définissent ce qui est valable et ce qui ne l'est pas, selon lesquelles les objectifs peuvent être atteints. Ce sont des règles d'utilisation, des règles pragmatiques »[67] qui composent les jeux. Et nous devons nous rappeler une fois de plus qu'Euclide, le géomètre, définit le point. Droite?! Donc, dans ce contexte, dans cette société, dans ce jeu linguistique dans lequel il se trouvait, il était nécessaire de préciser le sens du mot « point » ; l'utilisation spécifique du point en géométrie.

*

Fermeture

Je conclus ce bref voyage en revenant à un fragment de texte ; quelque chose que j'ai écrit dans un article précédent ; des écrits qui laissent encore des traces sur les routes et des bifurcations sur la route et qui ont encore un sens aujourd'hui ; ce que nous appelons réalité, dit le philosophe Ortega Y Gasset, « n'est plus la réalité première ni dépouillée de toute interprétation humaine, mais c'est ce que nous croyons, avec une croyance ferme et consolante, être la réalité ».
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