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PROLOGUE
PYTHAGORE, LE « PÈRE » DE LA SCIENCE MODERNE ?
Comme vous sans doute, j’ai découvert, étonné et émerveillé, le théorème de Pythagore au collège : dans un triangle rectangle, le carré de la longueur du plus grand côté est égal à la somme des carrés des longueurs des deux autres côtés. En guise d’illustration, le manuel reproduisait l’image d’un homme à la longue barbe habillé d’une toge ; son air à la fois profond et sévère semblait m’inviter à poursuivre mon exploration.
Mais qui était Pythagore ? A-t-il vraiment découvert le théorème qu’on lui attribue ? Rien n’est moins sûr ; et qu’il l’ait découvert ou non, son héritage est loin de s’y limiter. Quand Pythagore s’attelle à l’étude des nombres et de leurs rapports, au VIe siècle avant notre ère, il ne cherche pas à résoudre de simples problèmes géométriques, mais à révéler l’harmonie de l’univers. Pour lui, les nombres entiers sont la réalité première du cosmos. Une conception nouvelle de la science naît avec ce personnage énigmatique et ses fidèles disciples qui, des siècles durant, porteront sa parole et diffuseront ses messages. Plus de 2 500 ans plus tard, nous portons toujours en nous, sans le savoir, la plupart de ces messages ; et d’ailleurs, de nombreux thèmes abordés par l’école pythagoricienne sont aujourd’hui encore l’objet de recherche en arithmétique.
Nous allons découvrir et explorer ensemble ce monde des idées abstraites, en abandonnant rapidement les interrogations strictement historiques pour parcourir d’autres sujets – à la fois sérieux et récréatifs – nés de cette nouvelle façon d’envisager les nombres et les figures géométriques qu’on appelle les mathématiques.
Nous verrons que le raisonnement logique a des pouvoirs extraordinaires. Il permet notamment de parler de l’infini avec certitude, conduisant par exemple à savoir qu’il y a une infinité de nombres premiers, ou encore que dans l’infini de toutes les fractions faites avec deux entiers n/m, aucune n’a un carré égal à 2. Selon la légende, ce résultat, que l’on appelle aujourd’hui l’irrationalité de [image: Illustration], fut considéré comme scandaleux par Pythagore et les membres de son école, qui espéraient décrire le monde à l’aide de nombres entiers. Après sa découverte, les humains se feront bon gré, mal gré à une nouvelle idée : à côté du monde physique – celui que nous expérimentons tous les jours –, il y en a un autre dont nous ne choisissons pas les lois – celui des nombres, des espaces géométriques et des structures abstraites. Nous les découvrons par le raisonnement et le travail mathématique, et les connaître nous aide à comprendre l’univers.
Depuis Pythagore, ce monde extraordinaire a suscité la curiosité d’une foule sans cesse croissante de visiteurs. Ces derniers y ont découvert des paysages d’une variété et d’une beauté imprévues. Leurs récits de voyage – les livres de mathématiques – se comptent maintenant par milliers. Bien évidemment, le périple guidé que vous offre ce petit ouvrage ne vous emmènera que dans quelques-unes de ces contrées, choisies pour leur élégance et l’accessibilité des raisonnements qu’il faut maîtriser pour s’y promener. D’un chapitre à l’autre, vous ferez connaissance avec – ou retrouverez – les nombres premiers et leur comète de Goldbach ; vous explorerez la suite de Fibonacci et admirerez son esthétique forme fractale ; vous vous exercerez à comprendre des démonstrations sans mots, grâce auxquelles une vérité inattendue se révèle par un simple regard attentif ; vous vous amuserez à vérifier la loi de Benford, qui fixe une étrange probabilité sur les nombres du quotidien et aide à lutter contre les fraudes ; vous aurez le vertige devant les exigeants nombres transcendants qui, après vingt siècles d’hésitations et de piétinements, ont livré le secret de la quadrature du cercle ; etc.
En avant pour notre croisière imaginaire en pays mathématique… allongé sur un transat !


CHAPITRE 1
PYTHAGORE, SON ÉCOLE ET SON THÉORÈME
Au VIe siècle avant notre ère, Pythagore est le maître d’une école qui considère que les nombres entiers sont partout et nous donnent les clés de l’univers. Le fameux théorème qui porte son nom – et qu’il n’est sans doute pas le premier à avoir formulé – établit un lien profond entre nombres et géométrie. Mais comment démontre-t-on ce théorème ? Est-il vrai dans tout espace géométrique, et en particulier est-il vrai dans notre espace physique ?


[image: ]PYTHAGORE ET SES DISCIPLES
Pythagore est un personnage mystérieux qui ne nous a laissé aucun texte. On ne connaît sa vie que par des récits contradictoires, souvent écrits bien après sa mort – principalement ceux de Diogène Laërce (début du IIIe siècle), de Porphyre de Tyr (234-310) et de Jamblique (250-330). Nous ne nous étendrons donc pas sur les détails de sa biographie, sujet incertain, et n’en présenterons que les éléments essentiels.
Pythagore a vécu au VIe siècle et au tout début du Ve siècle avant notre ère. Il serait né dans l’île grecque de Samos, à quelques kilomètres des côtes de la Turquie actuelle. Le nom de Pythagore, Pyth-agoras, signifie « celui qui a été annoncé par la Pythie », car son père, lors d’un voyage à Delphes, aurait été averti de sa naissance prochaine par l’oracle du temple d’Apollon.
Dans sa jeunesse, Pythagore aurait longuement voyagé ; il se serait en particulier rendu en Égypte et en Crète. Ses biographes s’accordent pour indiquer qu’il avait déjà acquis une solide réputation de sagesse et d’érudition quand il se fixa avec quelques disciples à Crotone, à l’extrême sud de la botte italienne, vers 530 avant notre ère. C’est là qu’il fonda sa première école et enseigna, entre autres, que les nombres entiers jouent un rôle central dans l’univers. On pense que Pythagore est mort à Métaponte, au nord de Crotone, à l’âge d’environ 85 ans. Voilà pour les grandes lignes.
La légende attribue à Pythagore des pouvoirs extraordinaires. Il devine la quantité de poissons que vont ramener les filets des pêcheurs. Il maîtrise et calme l’ours de la Daunia (une région de la côte adriatique) qui importunait et menaçait les habitants dans les environs de sa tanière. Il ordonne à un aigle de descendre vers lui. Il affirme qu’il entend l’harmonie des sphères célestes. Il défend la métempsychose – croyance selon laquelle une même âme peut animer successivement plusieurs corps – et prétend savoir quelles furent ses vies antérieures. Il annonce une révolution à Crotone, guérit par la musique ou encore commande la pluie et le vent, etc.
[image: Illustration. Sculpture gréco-romaine, sans doute imaginaire, représentant Pythagore]Sculpture gréco-romaine, sans doute imaginaire, représentant Pythagore
S’ajoutant à celle des disciples de Crotone, d’autres communautés pythagoriciennes furent créées dans plusieurs villes grecques. Ces communautés, ouvertes aussi bien aux hommes qu’aux femmes, s’organisaient selon des règles de vie précises et impérieuses. Les membres partageaient leurs biens et maintenaient le plus souvent le secret sur l’enseignement que donnait le maître. Tous considéraient comme un devoir de se soutenir les uns les autres, quel qu’en soit le prix. Un fonctionnement qui, selon nos conceptions actuelles, s’apparente plus à celui d’une secte qu’à celui d’une école !
« Puisque les nombres étaient pour eux la réalité première du Cosmos, les pythagoriciens considéraient que les nombres étaient à la base de toute chose. »
Aristote (384-322 avant notre ère), La Métaphysique

Dans certaines cités, les pythagoriciens jouèrent un rôle politique. Ils ne manquèrent pas de susciter de l’hostilité et déclenchèrent même des révoltes durant le Ve siècle. On évoque un incendie criminel, à Crotone, qui fit périr un nombre important des disciples de Pythagore. Cependant, les idées du Maître furent préservées et développées par des individus isolés qui continuèrent à défendre la doctrine de l’école et diffusèrent sa vision du monde.
Une école néopythagoricienne se constitua à Rome et à Alexandrie au Ier siècle avant notre ère et perdura pendant presque cinq cents ans. Elle fut parfois concurrente du christianisme, alors en plein essor. À travers ses enseignements, la figure tutélaire de Pythagore se mua en être divin, et ce courant fut à l’origine de nombreux récits plus ou moins fantastiques concernant la vie du sage.
Le prestige de Pythagore n’a jamais fléchi. L’historien et géographe Hérodote (480-425 avant notre ère), plusieurs décennies après sa mort, le considérait déjà comme l’un des plus grands esprits de la Grèce. Et au début du XIXe siècle, le célèbre philosophe allemand Georg Wilhelm Friedrich Hegel (1770-1831) affirmait que Pythagore était « le premier maître universel ».

[image: ]« TOUT EST NOMBRE »
Selon la conception philosophique pythagoricienne, tout dans le monde repose sur les nombres, qu’elle limitait aux entiers positifs tels que 1, 2, 3, etc. D’autres philosophies anciennes se sont appuyées sur les nombres ; par exemple, en Inde, les nombres servirent à formuler toutes sortes d’explications qu’aujourd’hui nous considérons comme plus proches de la numérologie (une pratique ésotérique empreinte de mysticisme) que de la science. À l’opposé de ces philosophies, Pythagore n’ajoute pas de considérations mythologiques à son idée centrale qu’il faut penser le monde en s’appuyant sur les nombres. Cette façon de lier le monde et sa compréhension à des idées abstraites et mathématiques est le fondement même de la physique telle que nous la concevons désormais. En particulier, Archimède (287-212 avant notre ère) puis Galilée (1564-1642), en la mettant en œuvre, ont réussi à en tirer des lois simples, utiles et empiriquement vérifiées.
Plus généralement, l’idée pythagoricienne s’applique à la science dans son entier, et elle est toujours à l’œuvre aujourd’hui quand les chercheurs et les ingénieurs modélisent les objets et les espaces en les assimilant à des structures mathématiques. La croyance au pouvoir explicatif des nombres, quand elle n’est pas accompagnée de procédures matérielles de validation, mène aux illusions de la numérologie ; mais quand elle est associée à un esprit critique et à des échanges contradictoires, elle est le moteur même des progrès de la science moderne – une science dont Pythagore serait ainsi le fondateur.
« C’est aux Grecs que revient l’honneur d’avoir […] tenté de démonter les rouages de l’univers sans autre désir que de mieux admirer leur beauté. »
Jean Dieudonné, 1951

L’absence de textes de la main même du philosophe rend impossible la reconstitution précise des connaissances mathématiques de Pythagore. C’est pourquoi, à partir de maintenant, nous allons évoquer plusieurs thèmes sans chercher à savoir s’ils ont été développés par Pythagore ou par d’autres que lui.
La « musique » des nombres
D’après la légende, peu avant sa mort, Pythagore recommanda vivement à ses disciples d’étudier la musique, notamment l’instrument parfois appelé canon de Pythagore. Cet instrument ne possède qu’une seule corde, tendue au-dessus d’une caisse de résonance. Un chevalet mobile permet de faire varier la longueur de la partie utile de la corde ; en la pinçant, le musicien produit donc des notes de hauteurs variées.
Pythagore aurait ainsi fait une découverte majeure : deux notes jouées ensemble « sonnent » agréablement lorsque le rapport des longueurs des cordes qui les produisent peut s’écrire comme un rapport simple entre nombres entiers. C’est le cas de l’octave (rapport 2/1), de la quinte (3/2) et de la quarte (4/3). Ces rapports ne font intervenir que les quatre premiers nombres entiers, qui sont ceux de la fameuse tétraktys (voir p. 40). Pour les pythagoriciens, cette découverte confirmait que les nombres entiers et leurs rapports sont la clé de l’harmonie du cosmos.
[image: Illustration. Pythagore étudiant l’harmonie musicale (gravure issue d’un traité de la fin du xve siècle)]Pythagore étudiant l’harmonie musicale (gravure issue d’un traité de la fin du xve siècle)
Depuis, l’étude de la musique est devenue indissociable de celle des nombres. Aujourd’hui, la plupart des traités musicaux reprennent la théorie pythagoricienne et la complètent, souvent en introduisant de nouvelles notions. La gamme tempérée que l’on doit au mathématicien flamand Simon Stevin (1548-1620), largement adoptée aujourd’hui, fait ainsi intervenir des racines douzièmes du nombre 2, qui étaient inconnues de Pythagore.



[image: ]LE THÉORÈME DE PYTHAGORE
Commençons par le fameux théorème de Pythagore que tout le monde connaît depuis le collège :
« Le carré de la longueur de l’hypoténuse d’un triangle rectangle est égal à la somme des carrés des longueurs des deux autres côtés. »

Il est souvent associé à un autre résultat géométrique, le théorème de Thalès :
« Dans un plan où est dessiné un triangle, une droite parallèle à l’un des côtés définit avec les droites des deux autres côtés un triangle semblable au premier ».

Ce sont les deux premiers énoncés mathématiques qu’on peut considérer comme des théorèmes : ils ne sont pas évidents et permettent la résolution d’une multitude de questions différentes. Ils constituent en outre les bases sur lesquelles toute la géométrie usuelle se construit.
Ayons conscience cependant que leurs noms constituent plus des conventions pratiques qu’une attribution historique établie. Pour le théorème de Thalès (que les Anglais dénomment intercept theorem et les Allemands Strahlensatz, c’est-à-dire « théorème des rayons »), la plus ancienne démonstration qu’on en connaît se trouve dans les Éléments d’Euclide, un traité rédigé vers 300 avant notre ère, et donc bien postérieur à Thalès de Milet, qui vécut entre 625 et 547 avant notre ère environ. Rien ne rattache clairement le théorème au savant grec, sauf l’exploit qu’il aurait accompli en calculant la hauteur d’une pyramide à partir de la mesure de son ombre, à l’aide d’une relation de proportionnalité entre deux triangles semblables.
Quant au théorème de Pythagore, là encore, il est impossible de soutenir que celui qui lui donne son nom en fut le découvreur. Les Babyloniens connaissaient ce théorème : des traces en figurent de manière certaine sur plusieurs tablettes d’argile précédant Pythagore d’un bon millénaire. Les savants babyloniens s’en servaient pour résoudre des problèmes variés qu’ils semblaient pratiquer comme des jeux. Ils n’ont pas formulé d’énoncés précis affirmant une propriété des triangles rectangles, mais une règle pratique (un algorithme, dirions-nous aujourd’hui) qui, appliquée avec soin, permet de passer de la connaissance des longueurs des côtés d’un triangle rectangle à la longueur de son hypoténuse.
Comme pour le théorème de Thalès, la première démonstration connue se trouve dans les Éléments d’Euclide, et est donc postérieure à Pythagore de deux siècles.
Cette démonstration est extrêmement ingénieuse et exploite la connaissance, considérée comme évidente, des formules donnant l’aire d’un triangle et l’aire d’un rectangle.
Le beau raisonnement d’Euclide repose sur le dessin d’un triangle rectangle dont l’hypoténuse a pour longueur c et dont les deux autres côtés ont pour longueurs a et b. Sur les côtés du triangle sont dessinés trois carrés. Il montre alors que l’aire du carré construit sur l’hypoténuse, c2, est la somme des aires des deux carrés construits sur les autres côtés, a2 + b2.
Démonstration du théorème de Pythagore par Euclide
On rappelle les formules donnant l’aire d’un triangle :
T = (hauteur × base)/2,
et l’aire d’un rectangle :
R = largeur × longueur.
La moitié de l’aire du rectangle BJRG est égale à l’aire du triangle OGB (voir les formules données plus haut), qui est la même que l’aire du triangle FAB (car FBA s’obtient en faisant tourner OGB d’un angle droit), qui est la moitié de l’aire du carré EOBF. Donc le rectangle BJRG et le carré EOBF ont la même aire. De la même façon, le rectangle JAHR et le carré CDAO ont la même aire.
On en tire par addition que l’aire du carré BAHG est égale à la somme des aires des carrés EOBF et CDAO. C’est ce que nous voulions démontrer : a2 + b2 = c2.
[image: Illustration]

Une multitude d’autres démonstrations ont été proposées. J’aime beaucoup celle, très belle, proposée par Léonard de Vinci au XVe siècle, et qui s’appuie sur une construction proche de celle d’Euclide.
Démonstration du théorème de Pythagore par Léonard de Vinci (1452-1519)
[image: Illustration]Les quatre quadrilatères OAHZ, OZGB, FECD, DABF ont exactement la même forme, car leurs trois plus petits côtés ont les mêmes longueurs (grand côté, b, puis hypoténuse, c, puis petit côté, a, du triangle rectangle étudié) et dessinent les mêmes angles entre le grand côté et l’hypoténuse, et entre l’hypoténuse et le petit côté. Ces quatre quadrilatères ont donc tous la même aire.
[image: Illustration]En les regroupant deux par deux, on en déduit que les hexagones FECDAB et OAHZGB ont aussi la même aire.
Le premier a pour aire deux fois l’aire du triangle étudié, plus l’aire du carré EOBF, a2, plus l’aire du carré CDAO, b2. Le second hexagone a pour aire celle du carré BAHG, c2 plus deux fois l’aire du triangle étudié.
Comme précédemment, on en tire la conclusion que les deux petits carrés ont la même aire que le grand, ce qui était notre but : a2 + b2 = c2.


Ces preuves, fondées sur des formules d’aires, sont cependant moins lumineuses et instantanées que la preuve qu’on trouve dans le Chou Pei Suan Chin, un recueil de problèmes mathématiques compilé en Chine sous la dynastie Zhou et remanié jusqu’à 200 avant notre ère. Cette preuve par glissement exploite une seule idée : lorsqu’on déplace des formes géométriques, on n’en change pas l’aire !
Je vous livre la démonstration sous une forme simplifiée avec les deux dessins explicatifs ci-dessous.
[image: Illustration. Démonstration du théorème de Pythagore dans le Chou Pei Suan Chin (environ 200 avant notre ère)]Démonstration du théorème de Pythagore dans le Chou Pei Suan Chin (environ 200 avant notre ère)
Le grand carré, sur le dessin de gauche, a pour aire 4 fois celle du triangle rectangle étudié, plus celle du carré construit sur son hypoténuse. Le dessin de droite, qui occupe le même grand carré, s’obtient en déplaçant le triangle en bas à droite pour le coller contre celui en haut à gauche, et en déplaçant celui en haut à droite pour le mettre contre celui en bas à gauche. Cette fois, sur le dessin de droite, le grand carré a pour aire celle des quatre triangles rectangles, plus celle du carré construit sur le petit côté, plus celle du carré construit sur le grand côté. Par soustraction des aires des quatre triangles, à gauche et à droite, on obtient ce qu’on attendait : les aires grisées sont les mêmes, et donc a2 + b2 = c2.

[image: ]LES ESPACES COURBES
Le théorème de Pythagore est un remarquable résultat de géométrie. Il sert en de multiples occasions, soit pour mener des raisonnements géométriques, soit pour calculer des distances dans la vie courante. Cependant reste-t-il vrai dans tout espace, et en particulier peut-on considérer qu’il est strictement exact dans notre espace physique ?
La réponse est « non, mais ce n’est pas très grave ». En effet, notre espace est presque le même que celui de la géométrie pure – dite euclidienne –, à la nuance près que d’après la théorie de la relativité générale élaborée par Albert Einstein entre 1907 et 1915, la matière qui y est présente déforme légèrement l’espace (la figure ci-contre en donne une idée). Il résulte de cette déformation que même pour un triangle rectangle dont les côtés ont pour longueur a, b, c, on n’aura pas exactement l’égalité a2 + b2 = c2.
Heureusement, à notre échelle, les déformations de l’espace qui courbent les droites et faussent les résultats de la géométrie euclidienne sont si infimes qu’on ne les mesure qu’en de rares occasions. Pour mener vos travaux de menuiserie ou pour calculer des distances sur le plan de votre jardin, vous pouvez donc tranquillement vous fier au théorème de Pythagore !
[image: Illustration. Déformation de l’espace par des objets massifs]Déformation de l’espace par des objets massifs
Toutefois, dès que l’on planifie de très longs trajets d’un point à l’autre de la Terre, il faut prendre en compte le fait que la surface du globe n’est pas un plan euclidien. Ainsi, pour fixer les routes empruntées par les avions, les aiguilleurs du ciel exploitent d’autres considérations géométriques que celles de la géométrie usuelle du plan.
La démonstration chinoise du théorème de Pythagore fournit une intéressante conclusion quand on envisage la surface d’une sphère. La surface d’une sphère n’est pas un espace euclidien, et en particulier l’aire d’un carré de côté a n’y est pas égale à a2 : elle est un peu plus grande, car la forme délimitée par le carré est légèrement gonflée. Elle peut même la dépasser de beaucoup si le côté du carré est très grand. Ce qui se passe à la surface d’une sphère pour un triangle rectangle n’a donc, semble-t-il, rien à voir avec ce que le théorème de Pythagore nous dit. Pourtant, comme dans notre espace physique, si le triangle rectangle est très petit par rapport au rayon de la sphère, on aura une assez bonne approximation en faisant comme si la surface terrestre était réellement plate, c’est-à-dire en l’assimilant à un plan euclidien.
Mais il y a mieux. En considérant les arguments mis en œuvre par la démonstration du texte Chou Pei Suan Chin, on remarque qu’à la surface d’une sphère, on peut faire glisser une forme – un triangle, un carré, etc. – sans que cela change le moins du monde son aire, car la courbure de la surface reste la même partout et dans toutes les directions. La démonstration par glissement est donc possible, et doit juste être réinterprétée. Elle nous apprend alors le surprenant et merveilleux résultat suivant : sur une sphère, le carré construit sur l’hypoténuse d’un triangle rectangle a une aire exactement égale à la somme des aires des carrés construits sur les deux autres côtés du triangle, et cela même si on ne peut pas écrire que c2 = a2 + b2.

[image: ]L’HORREUR DES IRRATIONNELS
Délaissons le théorème de Pythagore et intéressons-nous à un nombre qui, selon la légende, provoqua panique et effroi chez les pythagoriciens. Ce nombre dont le carré est 2 se nomme la racine carrée de 2, et se note [image: Illustration]. Sa valeur est 1,414 213 5…
Ce nombre n’est pas le rapport de deux nombres entiers, ce qui signifie que dans l’infinité des fractions de la forme n/m que l’on peut écrire avec deux nombres entiers n et m au choix, aucune n’a un carré, n2/m2, égal à 2. On dit que [image: Illustration] est irrationnel.
Le nombre [image: Illustration] est parfois appelé nombre de Pythagore, car il est possible que Pythagore ou un de ses élèves ait fait la découverte de cette irrationalité – une propriété qui venait bousculer la croyance que tout, dans l’univers, peut s’expliquer par les nombres entiers. L’existence même de ce nombre constituait une forme de réfutation de la philosophie générale de Pythagore. Rien cependant ne permet d’affirmer avec certitude que Pythagore connaissait cette irrationalité de la constante [image: Illustration]. D’ailleurs, même s’il l’avait connue, il ne l’aurait pas exprimée comme je viens de le faire, mais en parlant de l’incommensurabilité entre la diagonale d’un carré et son côté. Deux grandeurs A et B sont dites incommensurables si leur rapport n’est pas équivalent à un rapport entre deux nombres entiers, autrement dit s’il n’existe pas d’entiers n et m tels que mA = nB.
Même s’il est impossible d’attribuer à Pythagore la prise de conscience de l’incommensurabilité de la diagonale d’un carré et de son côté, cette découverte a sans doute eu lieu vers le IVe siècle avant notre ère. Elle a joué un rôle important dans le développement ultérieur des mathématiques grecques, car elle a montré la puissance du raisonnement logique qui fait découvrir des lois que tous doivent accepter : le monde des nombres, et plus généralement le monde mathématique n’est pas la création de l’esprit humain, mais un univers aussi réel et indépendant de notre volonté que le monde où nous nous trouvons.
Scandaleux Hippase de Métaponte
Une légende prétend que Hippase de Métaponte, un disciple de Pythagore qui aurait vécu autour de 500 ans avant notre ère, a eu connaissance de l’incommensurabilité de la diagonale d’un carré et de son côté. Plutôt que de la tenir secrète, Hippase de Métaponte aurait révélé cette horreur philosophique à ses condisciples. Il aurait alors été banni de la secte et aurait connu un sort funeste. Selon les versions, il se serait jeté à la mer, désespéré de ce rejet ; ou encore aurait été précipité à l’eau par des disciples mécontents !


La première mention écrite de l’incommensurabilité se trouve dans le Théétète de Platon, rédigé probablement vers 369 avant notre ère. Le texte met en scène un dialogue entre Socrate et Théétète, un jeune mathématicien disciple de Théodore de Cyrène, et explique ce que nous comprenons aujourd’hui comme l’affirmation de l’irrationalité des racines carrées de plusieurs entiers. Les historiens en déduisent qu’à cette époque, l’irrationalité de [image: Illustration] était connue depuis assez longtemps. Un peu plus tard, Aristote, dans un des traités de l’Organon, donne comme exemple de raisonnement par l’absurde celui qui prouve l’incommensurabilité de la diagonale d’un carré et de son côté. C’est la première démonstration connue de l’irrationalité de [image: Illustration].
L’irrationalité de [image: Illustration] s’obtient par deux types différents de méthodes, mais à chaque fois basé sur le raisonnement par l’absurde : on suppose A, on raisonne, on aboutit à une contradiction ou une absurdité ; c’est donc que A est faux. Le premier type de méthodes utilise des figures et des arguments géométriques. Le second ne manipule que des nombres entiers et leurs propriétés. Je vais vous présenter plusieurs exemples de ces deux types de méthodes, mais il faut savoir que le résultat est jugé si important en mathématique qu’il existe des dizaines de démonstrations de cette terrible propriété de [image: Illustration] !

[image: ]LES DÉMONSTRATIONS GÉOMÉTRIQUES
La démonstration géométrique la plus classique de l’irrationalité de [image: Illustration] fait appel à des raisonnements sur un carré hypothétique, le plus petit possible, dont la diagonale et le côté seraient commensurables (voir l’encadré ci-dessous).
Démonstration géométrique « classique »
On suppose que la diagonale du carré est commensurable avec le côté. Il existe donc des carrés dont la diagonale et le côté ont pour longueurs des entiers, disons n pour la diagonale, et m pour le côté. Choisissons le carré ABCD le plus petit possible ayant cette propriété.
[image: Illustration]Le cercle de rayon m et dont le centre est le point C, dans le coin en bas à droite du carré, coupe la diagonale AC en D. La perpendiculaire à la diagonale en D coupe le côté vertical AB en E. Par construction, le triangle rectangle ADE est isocèle, car la somme des angles d’un triangle vaut 180°, ce qui permet de savoir que l’angle AED est de 45°, comme l’angle EAD. Le triangle EDB est également isocèle, car deux tangentes à un cercle, quand elles se rencontrent, déterminent deux côtés d’un triangle isocèle. Il en résulte que les côtés du triangle ADE ont pour longueurs n – m et 2m – n. Ce triangle rectangle, accolé à une copie de lui-même, donne alors un carré dont la diagonale et le côté ont pour longueurs respectives les entiers 2m – n et n – m. Or l’entier n – m est plus petit que m, et l’entier 2m – n est plus petit que n. C’est impossible, car m et n ont été choisis les plus petits possible de façon à avoir un tel carré.[image: Illustration]
La contradiction obtenue montre qu’il n’existe pas de carré dont la diagonale et le côté ont des longueurs entières ; autrement dit, [image: Illustration] est irrationnel.


Assez étrangement, une magnifique et encore plus simple démonstration géométrique a été découverte au XXe siècle par le mathématicien Stanley Tennenbaum (1927-2005), un ami du génial inventeur de jeux mathématiques John Conway (1937-2020) qui a fait connaître cette preuve en 2006. Voici ce bijou d’ingéniosité.
Dire que [image: Illustration] est un quotient de deux entiers n/m, c’est dire que 2 = n2/m2 pour deux entiers n et m, ou encore que 2m2 = n2. Il existerait donc un carré de côté entier m (en gris foncé sur la figure ci-dessous) qui, dupliqué en deux exemplaires, aurait l’aire d’un carré de côté entier n (en gris clair sur la figure ci-dessous).
[image: Illustration]On peut supposer que le m de notre dessin est le plus petit possible permettant cette égalité géométrique, car quand une propriété est vraie pour certains entiers, il y a nécessairement un plus petit entier qui la vérifie.
Nous allons à présent opérer un glissement. En plaçant les deux carrés foncés dans le carré clair, bien calés dans deux coins opposés, on obtient une nouvelle figure (ci-dessous, à gauche) où les deux carrés foncés se recouvrent partiellement :
[image: Illustration]Les deux petits carrés en haut à gauche HG et en bas à droite BD (isolés sur le dessin de droite) ont la même aire que le carré central CC qui correspond au recouvrement des deux carrés. En effet, les deux carrés introduits valent le grand, et donc la surface qui n’est pas couverte par les carrés introduits a une aire égale à la surface qui est couverte deux fois. On a donc trouvé deux carrés égaux et plus petits, HG et BD, qui ensemble ont la même aire qu’un carré plus grand, CC. Par construction, les nouveaux petits carrés HG et BD ont chacun pour côté l’entier n – m, et le grand a pour côté l’entier n – 2(n – m) = 2m – n. C’est donc que le carré de côté m de départ n’était pas le plus petit possible permettant l’égalité géométrique. On aboutit à une contradiction, et donc l’hypothèse de départ est fausse : [image: Illustration] n’est pas un quotient de deux entiers, c’est un irrationnel.

[image: ]LES DÉMONSTRATIONS
ARITHMÉTIQUES
Les démonstrations arithmétiques de l’irrationalité de [image: Illustration] peuvent se formuler en utilisant très peu de connaissances initiales. Voici la plus simple.
Supposons que [image: Illustration] = n/m avec deux entiers n et m. On peut ajouter l’hypothèse que m et n ne sont pas tous les deux pairs, car s’ils le sont, on peut alors simplifier la fraction : on divise par 2 numérateur et dénominateur, et on recommence si nécessaire jusqu’à ce que le numérateur ou le dénominateur soit impair. De l’égalité supposée, on tire 2 = n2/m2, puis 2m2 = n2. Le carré d’un nombre impair est impair. Donc n est pair (car 2m2 l’est) et s’écrit n = 2k pour un certain entier k. En remplaçant n par 2k dans l’égalité 2m2 = n2, on obtient 2m2 = 4k2 qui, en simplifiant par 2, devient m2 = 2k2, d’où on déduit que m est pair (puisque son carré est pair). On a donc montré que m et n étaient tous les deux pairs, ce qui est en contradiction avec l’hypothèse que nous avions simplifié la fraction de départ pour qu’au moins l’un des deux nombres soit impair. Notre hypothèse que [image: Illustration] est un quotient de deux entiers est donc fausse, et donc [image: Illustration] est irrationnel.
Pour celui qui sait que tout nombre entier se décompose de façon unique en un produit de nombres premiers (ce qu’on appelle la décomposition en facteurs premiers, par exemple 140 = 2 × 2 × 5 × 7) une démonstration très courte est possible. En effet, le nombre de facteurs premiers du carré k2 d’un entier est nécessairement pair, car chaque facteur premier de k se retrouve doublé dans la décomposition en facteurs premiers de k2. Il en résulte que l’égalité 2m2 = n2 est impossible, puisqu’à gauche la décomposition en facteurs premiers contiendra un nombre impair de facteurs premiers, alors que dans la partie droite il y en aura un nombre pair, ce qui est en contradiction avec l’unicité de la décomposition en facteurs premiers.
Cette idée s’étend à d’autres racines et donne par exemple une démonstration que [image: Illustration], [image: Illustration], [image: Illustration] sont des nombres irrationnels. Sachant que dans la décomposition en facteurs premiers d’un carré, chaque facteur premier est répété un nombre pair de fois, on aboutit à un résultat plus général qui est que pour tout entier k, [image: Illustration] est irrationnel si et seulement si k n’est pas un carré.
Les notions de nombre pair, de nombre impair, de nombres premiers que nous avons utilisées dans ces derniers raisonnements sont assez bien maîtrisées par Euclide dans ses Éléments, mais il est certain qu’elles l’étaient déjà au moins en partie par Pythagore, sans qu’on puisse déterminer avec précision jusqu’à quel point. Le travail de recherche mathématique à leur sujet n’a jamais cessé. Aujourd’hui encore, comme nous le verrons dans les chapitres suivants, les mathématiciens découvrent régulièrement de nouvelles propriétés des nombres premiers… tout en butant obstinément sur certaines affirmations constatées mais jamais prouvées qu’on appelle des conjectures.


CHAPITRE 2
FAMILLES DE NOMBRES
Pythagore distingue les nombres pairs et les nombres impairs, mais aussi d’autres classes de nombres entiers dont le calcul modulaire aide à repérer les relations et les propriétés. Les nombres figurés sont liés à la géométrie, et c’est pourquoi ils se nomment : nombres triangulaires, carrés, cubiques, pentagonaux ou encore hexagonaux. Leur trouver des expressions simples, étudier leurs sommes et les exprimer par de belles formules est une occasion rêvée d’exercer son intelligence, de mesurer la puissance du raisonnement par récurrence et d’élaborer de merveilleuses preuves sans mots.


[image: ]LE PAIR ET L’IMPAIR
Pour démontrer que [image: Illustration] n’est pas un rapport de deux nombres entiers, le raisonnement le plus simple utilise seulement la parité des nombres (voir le chapitre 1). Les pythagoriciens distinguaient nombres pairs et impairs, auxquels ils attribuaient une « nature » profondément différente. Le poète grec Épicharme, élève de Pythagore, aurait écrit : « Prenons un nombre impair, ou un pair, si tu veux ! Suppose qu’on ajoute un, ou qu’on le retranche. Crois-tu donc que ce nombre est resté identique ? Bien sûr que non ! » Les propriétés de ces nombres étaient claires pour les pythagoriciens :
• Un nombre pair est, par définition, un nombre égal au double d’un autre (ou de lui-même !) p = n + n = 2n. Le nombre 0 doit être considéré comme pair, car 0 = 2 × 0.

• En suivant l’ordre des nombres entiers, on tombe une fois sur deux sur un nombre pair : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...

• Un nombre impair est un nombre qui n’est pas pair, et donc, d’après la remarque précédente, un nombre impair est le suivant d’un nombre pair. Il s’écrit donc sous la forme i = 2n + 1 pour un certain entier n.

• Une somme quelconque de nombres pairs est paire.

• Une somme d’un nombre pair de nombres impairs est paire, et une somme d’un nombre impair de nombres impairs est impaire.

• Le carré d’un nombre pair p = 2n est un multiple de 4, car p2 = 2n × 2n = 4n2.

• Le carré d’un nombre impair est un nombre impair : 32 = 9, 52 = 25, 72 = 49...

• Le produit d’un nombre quelconque de nombres impairs l’est aussi.

• Si, dans un produit de nombres entiers, l’un d’eux est pair, le résultat le sera aussi.


« L’impair est celui qui ne peut être divisé en deux nombres égaux, ou qui diffère d’une unité d’un nombre pair. »
Euclide, Les Éléments, Livre VII

De la même façon, on peut étudier les propriétés de nombres obtenus en prenant le triple d’un entier, les multiples de 3 : 0, 3, 6, 9, 12, ...
Très rapidement, on se rendra compte que le carré d’un multiple de 3 est un multiple de 9. Ils s’écrivent tous sous la forme 3n, et les nombres qui ne sont pas multiples de 3 s’écrivent soit sous la forme 3n + 1, soit sous la forme 3n + 2 avec n un entier. De même on peut étudier les multiples de 4, de 5, etc.
Comment reconnaître les nombres pairs, les multiples de 3, de 4, etc. ? Facile : en faisant des divisions et en découvrant qu’elles « tombent juste ». Mais peut-on éviter de faire des divisions ? Oui, à l’aide de ces fameux critères de divisibilité que vous vous souvenez probablement d’avoir appris à l’école. Nous allons les examiner à nouveau, car ils sont susceptibles de nous faire découvrir quelques belles propriétés des nombres.
Mais avant cela, soulevons une remarque importante : les Grecs anciens ne disposaient pas du système de notation que nous venons d’utiliser pour présenter les propriétés des nombres pairs et impairs.

[image: ]NUMÉRATION DÉCIMALE DE POSITION
Aujourd’hui, quand nous abordons les questions d’arithmétique, nous supposons sans réfléchir que les nombres sont écrits en « base de numération décimale de position », à l’aide des dix chiffres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 et 9 dont nous savons qu’ils désignent, selon leur position, des unités, des dizaines, des centaines, etc. Nous trouvons naturel d’écrire 25, 2 021, 66 990 000 (population française en nombre d’habitants), 2 353 000 000 000 (produit intérieur brut de la France en 2018, en euros), etc.
Ce système de notation était inconnu des Grecs et des Romains de l’Antiquité. Leurs systèmes malcommodes permettaient difficilement de comparer des nombres ou de mener les opérations arithmétiques élémentaires. L’idée de n’utiliser que 10 chiffres (dont le zéro) et de les interpréter différemment selon leur position ne s’est imposée que progressivement en Inde, à partir du Ve siècle. Dans un premier temps, les mathématiciens se contentaient de laisser un espace vide pour le zéro, quand le nombre ne contenait aucune unité, aucune dizaine, etc. C’était bien sûr une source d’erreur. Le zéro noté avec un cercle ou un point, et considéré comme un chiffre au même titre que les autres, n’est apparu qu’au VIIe siècle au Cambodge et au IXe siècle en Inde.
Le système de notation positionnel décimal rendait assez simples les algorithmes d’addition, de soustraction, de multiplication et de division. Il s’est ensuite diffusé dans le monde arabe, avant d’arriver en Europe à partir du Xe siècle. C’est une merveille de simplicité et d’efficacité dont nous n’avons en général pas conscience, tant nous y sommes habitués ! Nous sommes désormais capables de formuler rapidement le savoir des premiers arithméticiens, de le préciser et de l’étendre. Il me semble étonnant que les Grecs, qui étaient capables de raisonnements délicats en arithmétique et en géométrie, n’aient pas su concevoir et adopter des moyens simples et pratiques pour représenter les entiers et les manipuler.
« L’ingénieuse méthode qui permet d’exprimer tous les nombres […] nous paraît si simple maintenant que nous ignorons ses véritables mérites. »
Pierre-Simon Laplace (1749-1827)


[image: ]CRITÈRES DE DIVISIBILITÉ
Grâce à cet outil puissant et parfait, reconnaître les nombres pairs et bien d’autres multiples est devenu facile.
Critère de divisibilité par 2 – Vous savez bien sûr qu’un nombre est pair si et seulement si son écriture décimale se termine par un chiffre pair (0, 2, 4, 6 ou 8).
Critère de divisibilité par 3 – Pour les multiples de 3, on doit prendre en considération chaque chiffre : un nombre est multiple de 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est un multiple de 3.
Par exemple, le nombre 987 654 321 est multiple de 3. En additionnant un à un chacun de ses chiffres 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1, on obtient le nombre 45, qui est multiple de 3… car 4 + 5 = 9 est multiple de 3.
Critère de divisibilité par 4 – Un nombre est multiple de 4 si et seulement si ses deux derniers chiffres le sont. Le nombre 120 382 828 111 820 est multiple de 4, car 20 l’est. Plus généralement, un nombre n est multiple de 2n si et seulement si ses n derniers chiffres sont multiples de 2n.
Critère de divisibilité par 5 – Un nombre est multiple de 5 si et seulement si son dernier chiffre est un 0 ou un 5.
Critère de divisibilité par 6 – Un nombre est multiple de 6 si et seulement si c’est à la fois un multiple de 2 et de 3.
Critère de divisibilité par 7 – Un nombre est divisible par 7 si et seulement si la somme de son nombre de dizaines et de cinq fois son chiffre des unités l’est. On applique ce principe autant qu’il le faut jusqu’à ce que le nombre obtenu soit strictement inférieur à 56 (= 7 × 8). Le nombre de départ est divisible par 7 si et seulement si le résultat final l’est. Exemple : 1 652 est divisible par 7, car 165 + 5 × 2 = 175 ; et 17 + 5 × 5 = 42 = 7 × 6.
Critère de divisibilité par 8 – Pour 8, on a déjà mentionné le résultat, car 8 = 23. On regarde si les trois derniers chiffres forment un multiple de 8.
Critère de divisibilité par 9 – Pour 9, tout le monde connaît le critère : n est un multiple de 9 si et seulement si la somme de ses chiffres l’est. Ce résultat est à la base de la fameuse « preuve par neuf ».
Critère de divisibilité par 10 – Un nombre est divisible par 10 si, et seulement si, il se termine par un 0. Une généralisation immédiate pour 100, 1 000, etc., est possible… je vous la laisse deviner.
Critère de divisibilité par 11 – Un nombre est divisible par 11 si et seulement si la différence entre la somme de ses chiffres de rang pair et la somme de ses chiffres de rang impair est un multiple de 11.
Exemple : le nombre 1 234 321 est-il divisible par 11 ? On calcule 1 + 3 + 3 + 1 = 8 et 2 + 4 + 2 = 8. La différence 8 – 8 vaut 0, donc on a bien affaire à un multiple de 11. En faisant la division, on trouve d’ailleurs que 1 234 321 = 11 × 112 211.
Et qu’en est-il du nombre 50 512 ? On calcule (5 + 5 + 2) – (0 + 1) = 11, donc 50 512 est multiple de 11. On a effectivement 50 512 = 11 × 4 592.
La preuve par neuf
Pour vérifier rapidement un calcul fait à la main, les écoliers ont longtemps appris à appliquer la « preuve par neuf ».
La preuve par neuf d’une multiplication ab = r consiste à faire la somme des chiffres du premier facteur a, et à recommencer jusqu’à avoir un entier entre 0 et 8. On appelle cela la réduction du premier facteur. On réduit de même le second facteur b. On multiplie les deux chiffres obtenus et on réduit encore le résultat. Ce qu’on obtient doit être égal à ce que donne la réduction de r ; à défaut, c’est que la multiplication est fausse et qu’il faut reprendre le calcul de r !
Exemple : effectuons la preuve par neuf pour la multiplication 134 × 987 = 132 258.
Réduction de 134 :1 + 3 + 4 = 8
Réduction de 987 :9 + 8 + 7 = 24 ; 2 + 4 = 6
Réduction de 8 × 6 = 48 : 4 + 8 = 12 ; 1 + 2 = 3
Réduction de 132 258 :1 + 3 + 2 + 2 + 5 + 8 = 21 ; 2 + 1 = 3
On a trouvé 3 à chaque fois. La multiplication de 134 × 987 est probablement bonne.
Il faut quand même savoir que dans certains cas – une fois sur 9 précisément –, il est possible que la preuve par neuf fonctionne pour un calcul faux, comme cela se produit avec 11 × 99 = 1 809.



[image: ]CALCUL MODULAIRE
Comment démontre-t-on ce genre de choses ?
Je vais l’expliquer pour le critère de divisibilité par 9, mais ce type d’explications fonctionne plus généralement et est utile pour bien d’autres problèmes. La méthode consiste à pratiquer le calcul modulaire qui, même si on en trouve quelques ébauches dans l’Antiquité, n’a été décrit et théorisé rigoureusement qu’en 1801 par Carl Friedrich Gauss (1777-1855) dans son livre Disquisitiones arithmeticae.
L’idée est de toujours se ramener à des nombres entre 0 et 8 en enlevant ou en ajoutant autant de fois qu’il faut 9 quand on dépasse 8 ou quand on passe en dessous de 0. On dit alors qu’on calcule « modulo 9 », et on remplace le signe = par le symbole ≡ pour l’indiquer (voir l’encadré ci-dessous).
Gauss montre que lorsqu’on mène ce genre de calculs, on peut faire la réduction modulo 9 quand on veut – soit avant de mener les calculs ; soit à la fin ; ou même au milieu des calculs – et qu’on obtient toujours le même résultat final.
La justification de la preuve par 9 s’en déduit : il y a deux façons d’arriver à des valeurs modulo 9 du produit de deux nombres, et elles sont égales si on n’a pas commis d’erreurs. Soit on calcule la valeur modulo 9 des facteurs, on multiplie les valeurs trouvées, et on calcule la valeur modulo 9 du résultat ; soit on calcule le produit des deux nombres, et seulement alors, on calcule la valeur modulo 9 du résultat.
Calculer modulo 9
Donnons quelques exemples de calcul modulo 9 :
5 + 6 ≡ 11 ≡ 11 − 9 ≡ 2 (modulo 9)
4 × 6 ≡ 24 ≡ 24 − 9 − 9 ≡ 6 (modulo 9)
50 − 10 × 10 ≡ −50 ≡ – 50 + 9 × 6 ≡ 4 (modulo 9)
6 × 6 + 7 × 7 + 1 ≡ 36 + 49 + 1 ≡ 0 + 4 + 1 ≡ 5 (modulo 9)
On remarque rapidement que les nombres qui sont des puissances de 10 sont tous égaux à 1 modulo 9 :
10 ≡ 1 (modulo 9) ;
100 ≡ 10 × 10 ≡ 1 (modulo 9).
10n≡ 1 (modulo 9) pour tout entier n.
Cette propriété a une conséquence remarquable lorsqu’on considère un nombre formé de plusieurs chiffres décimaux :
123 ≡ 1 × 100 + 2 × 10 + 3 (modulo 9)
≡ 1 + 2 + 3 (modulo 9)
≡ 6 (modulo 9)
Autrement dit, en calculant modulo 9, un nombre en écriture décimale a la même valeur que la somme de ses chiffres !


Le calcul modulaire se pratique à partir de 9, comme on vient de le voir, mais aussi à partir de n’importe quel entier ; on calcule par exemple modulo 11 afin de démontrer le critère de divisibilité par 11. C’est un outil puissant pour démontrer toutes sortes de résultats concernant les nombres, par exemple que le carré d’un entier ne se termine jamais par 2, 3, 7 ou 8.
Au quotidien, le calcul modulaire sert aussi très concrètement… à assurer la sécurité de nos achats sur Internet ! En effet, nos échanges sont parfois chiffrés par un système fondé sur l’échange de nombres, appelés clés, entre les interlocuteurs (nous aurons l’occasion d’en reparler, voir p. 69). Une clé publique permet de chiffrer les messages, tandis qu’une clé privée permet de les déchiffrer. Mathématiquement, l’opération de chiffrement consiste à décomposer le message en une suite de nombres entiers puis à élever ces nombres à une certaine puissance qui est la clé publique, le calcul s’opérant modulo un entier n fixé. Par la suite, le déchiffrement se fait en reprenant les nombres reçus et en les élevant à une puissance qui est la clé privée, le calcul s’opérant toujours modulo n. Le destinataire obtient alors une suite de nombres entiers à partir de laquelle le message est aisément reconstitué. Le tout grâce au calcul modulaire !

[image: ]GÉOMÉTRIE DES NOMBRES
Quittons le calcul modulaire pour revenir à l’école pythagoricienne et à sa fascination pour les nombres. Pythagore se serait ainsi intéressé aux nombres figurés, c’est-à-dire aux nombres entiers qui peuvent être représentés par un ensemble de points disposés de façon à former une figure géométrique. Il existe ainsi des nombres triangulaires, carrés, pentagonaux, hexagonaux ou encore cubiques, qui forment respectivement un triangle, un carré, un pentagone, un hexagone ou un cube.
Voici quelques exemples de ces nombres figurés.
[image: Illustration]Ces représentations étaient porteuses d’une forte symbolique pour les pythagoriciens. Le nombre triangulaire 10, notamment, condensait pour eux des vérités essentielles sur l’organisation de l’univers. Son symbole, également appelé tétraktys, a été repris par divers courants mystiques au cours des siècles, avec des interprétations plus ou moins farfelues. Il fait ainsi de multiples apparitions dans les arts, sur des blasons, ou encore dans des ouvrages de la Kabbale. On le retrouve notamment dans la célèbre fresque du peintre italien Raphaël, L’École d’Athènes, qui rassemble quelques grandes figures de la pensée antique (sans souci de chronologie ou de vraisemblance). Pythagore y est représenté barbu, entouré de trois disciples. L’un d’entre eux lui tend un panneau : y sont dessinés un diagramme montrant des rapports musicaux harmonieux selon l’école pythagoricienne… et en dessous, la fameuse tétraktys.
[image: Illustration. Détail de L’École d’Athènes de Raphaël, peinte entre 1508 et 1512]Détail de L’École d’Athènes de Raphaël, peinte entre 1508 et 1512
Mais revenons plutôt à de « saines » mathématiques sur les nombres figurés.
Que valent, par exemple, les nombres figurés qui suivent ceux représentés en page précédente ? On remarque que les nombres triangulaires, notés Tn, sont constitués d’un empilement de lignes de points de longueur croissante : un point, deux points, trois points, etc. Le nombre triangulaire de rang n correspond ainsi, tout bonnement, à la somme des entiers de 1 à n. Il se calcule donc facilement (voir l’encadré ci-dessous) grâce à la belle formule :
Tn = [image: Illustration]
Pour les nombres carrés Cn (que nous n’avons pas représentés), il n’y a pas de complications : Cn = n2. Quant aux nombres pentagonaux Pn et hexagonaux Hn, on trouve les expressions :
Pn = [image: Illustration]   et   Hn = n(2n – 1)
Calculer la somme des nombres entiers jusqu’à n
Nous avons remarqué que les nombres triangulaires Tn valent :
Tn = 1 + 2 + … + (n – 1) + n
Par exemple, pour la tétraktys, on a :
T4 = 1 + 2 + 3 + 4 = 10.
Selon une célèbre anecdote, le mathématicien Carl Friedrich Gauss aurait épaté l’un de ses professeurs en trouvant une façon simple de calculer ce genre de sommes. Pensant occuper ses élèves pendant un bon moment, le professeur leur aurait demandé de calculer la somme des entiers de 1 à 100. Le jeune Gauss, alors âgé de 10 ans, aurait alors trouvé l’astuce qui consiste à regrouper les termes de la somme deux par deux ; et après un rapide calcul mental, aurait donné le résultat à son professeur ébahi.
Appliquons cette technique en écrivant de cette façon deux égalités donnant Tn :
Tn = 1 + 2 + … + (n – 1) + n
Tn = n + (n – 1) + … + 2 + 1
En additionnant les termes de ces deux égalités colonne par colonne, on trouve :
2 Tn= (n+1) + (n+1) + … + (n+1) + (n+1) = n(n+1)
Et on obtient ainsi la formule simple :
Tn = n(n + 1)/2
Ainsi, T100 = 5 050. Gauss méritait bien son surnom de « prince des mathématiciens » !



[image: ]UNE PREUVE SANS MOTS
Plus intéressant et amusant : considérons l’évaluation de la somme des nombres carrés jusqu’à n2 :
12 + 22 + 32 + 52 +… + n2 = 1 + 4 + 9 + 25 + ... + n2
Comment se débarrasser des points de suspension et donner une expression littérale du résultat ?
Un simple dessin, observé attentivement, va nous donner la réponse. Ce type de démonstrations, qu’on appelle des preuves sans mots (voir la bibliographie p. 177 pour un livre qui lui est consacré), existe depuis l’Antiquité. Elles ont récemment connu un regain d’attention, car l’enseignement américain les promeut pour leur faculté de rendre immédiates et ludiques la recherche et la manipulation de formules compliquées.
Je vais expliquer comment lire la figure ci-dessous, mais une fois qu’on aura compris (ce qu’il faudra réussir seul ensuite… en se concentrant très fort), aucun mot ne sera nécessaire, et la formule compliquée sera évidente par le seul mouvement du regard.
[image: Illustration. Somme des nombres carrés 12 + 22 + 32 + ... + n2 = n (n + 1) (n + 1/2)/3]Somme des nombres carrés 12 + 22 + 32 + ... + n2 = n (n + 1) (n + 1/2)/3
Le dessin représente trois pyramides de cubes, chacune composée de cubes empilés. On supposera que chaque petit cube a un côté de 1 unité, et donc occupe un volume de 1 unité. Sur le dessin, chaque pyramide est composée de 1 + 4 + 9 + 16 cubes rangés sur 4 niveaux ; mais bien sûr le dessinateur aurait pu en représenter plus, et donc ce que nous allons tirer de l’observation de cette figure sera un résultat pour la somme générale 1 + 4 + 9 + … + n2 en imaginant que nous considérons des petits cubes rangés sur n niveaux.
On observe, sur le dessin en haut à droite, que les trois pyramides s’emboîtent parfaitement les unes dans les autres et donnent presque un parallélépipède rectangle. Considérons la partie qui dépasse : en coupant les petits cubes en deux dans leur hauteur, il suffit de rabattre le dessus pour cette fois obtenir un parallélépipède rectangle complet et parfait (en bas à gauche) dont les dimensions sont : n en profondeur, n + 1 en largeur, et n + 1/2 en hauteur.
D’après la formule du volume d’un parallélépipède rectangle, les trois pyramides ont toutes ensemble un volume de n(n + 1)(n + 1/2). Chacune a donc un volume de n(n + 1)(n + 1/2)/3 et donc :
1 + 4 + 9 + ... + n2 = [image: Illustration]
Belle formule ! Peut-être le lecteur prudent garde-t-il encore quelque doute sur sa généralité… En effet, raisonner sur des dessins particuliers est dangereux : est-on bien certain que les pyramides s’emboîtent parfaitement ? Nous allons donc contrôler cette formule, ce qui sera l’occasion d’expliquer le génial principe du raisonnement par récurrence.

[image: ]LE RAISONNEMENT PAR RÉCURRENCE
En arithmétique, une méthode importante est le raisonnement par récurrence, ou raisonnement par induction. Le principe en est le suivant.
On considère une propriété des nombres entiers P(n) ; on commence par démontrer que P(0) est vraie ; on démontre ensuite que « si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie aussi » (autrement dit, on démontre que P(n) implique P(n + 1)) et on conclut que :
« pour tout entier n, P(n) est vraie ».
Ce principe de raisonnement est évident, car de P(0) on déduit P(1), dont on déduit P(2), etc. Ce principe est cependant un axiome central de la théorie moderne des nombres qu’il ne faut pas oublier, car aussi évident qu’il paraisse, il ne se déduit pas des règles pures de raisonnement logique. C’est aussi en pratique un outil capital de démonstration quand on s’intéresse aux nombres entiers. La méthode est utilisée implicitement dans les Éléments d’Euclide, même si elle ne sera clairement isolée et rendue claire qu’au XVIIe siècle par Blaise Pascal (1623- 1662).
« Le caractère essentiel du raisonnement par récurrence est qu’il contient, condensés pour ainsi dire en une formule unique, une infinité de syllogismes. »
Henri Poincaré, La Science et l’hypothèse, 1902

Parfois, au lieu de partir de P(0), on part de P(1) (ou même de P(k), k entier), et bien sûr, ce qu’on obtient comme conclusion du raisonnement par récurrence est que P(n) est vrai pour tout entier à partir de 1 (ou à partir de k).
Grâce au raisonnement par récurrence, nous allons contrôler la formule sur la somme des nombres carrés obtenue plus haut ; le lecteur impatient pourra passer la démonstration pour découvrir deux preuves sans mots dans les pages suivantes. Notons P(n) la formule à contrôler.
P(n) : 1 + 4 + 9 + ... + n2 = n(n + 1)(n + 1/2)/3
P(1) signifie 1 = 1(1 + 1)(1 + 1/2)/3, et c’est bien une formule vraie (faites le calcul !).
Supposons P(n) vraie (hypothèse de récurrence), soit :
1 + 4 + 9 + ... + n2 = n(n + 1)(n + 1/2)/3
et montrons P(n+1) :
1 + 4 + 9 + ... + n2 + (n + 1)2 = (n + 1)(n + 2)(n + 3/2)/3
Il nous suffit pour cela d’établir que :
1 + 4 + 9 + ... + n2 = (n + 1)(n + 2)(n + 3/2)/3 – (n + 1)2
En développant et en simplifiant le second membre de l’égalité, on trouve n(n + 1)(n + 1/2)/3. L’égalité à démontrer est donc équivalente à ce qu’affirme l’hypothèse de récurrence. Cela termine le raisonnement.

[image: ]DEUX AUTRES PREUVES SANS MOTS
Voici, pour le plaisir et pour se muscler un peu les neurones, deux autres très belles preuves sans mots.
La première nous donne une formule pour la somme des cubes 13 + 23 + 33 + ... + n3, et la seconde démontre une étonnante relation liant les nombres triangulaires.
[image: Illustration. Preuve sans mots de la somme des cubes : 13 + 23 + 33 + ... + n3 = (1 + 2 + 3 + ... + n)2]Preuve sans mots de la somme des cubes : 13 + 23 + 33 + ... + n3 = (1 + 2 + 3 + ... + n)2
Sur la figure de la page précédente, vous pouvez remarquer que les zones grisées en forme de L à l’envers ont exactement la même aire que si on les dépliait pour les mettre à l’horizontale, et que cette aire est n fois celle d’un carré d’aire n2, donc n3. L’aire du grand carré est donc 13 + 23 + … + n3. C’est aussi (1 + 2 + … + n)2.
La lecture de la figure ci-dessous est plus immédiate. Indice à ne lire que si vous avez besoin d’aide : les petits carrés blancs sont regroupés par paquets de T5, et les petits carrés gris par paquets de T4.
[image: Illustration. Preuve sans mots de la propriété suivante : « Le nombre triangulaire pour n2 est la somme des carrés des nombres triangulaires pour n – 1 et pour n ».]Preuve sans mots de la propriété suivante : « Le nombre triangulaire pour n2 est la somme des carrés des nombres triangulaires pour n – 1 et pour n ».


CHAPITRE 3
LES NOMBRES PREMIERS
Avec les nombres premiers, tout devient plus sérieux : il n’existe pas de formules utilisables pour en obtenir les valeurs, leur répartition présente des irrégularités mystérieuses… et il fallut deux millénaires pour savoir évaluer et démontrer leur subtile raréfaction quand on avance dans l’énumération des entiers. À côté des questions résolues comme « sont-ils en nombre infini ? » s’offrent maintenant à nous une multitude de conjectures délicates dont beaucoup nous résistent obstinément.


[image: ]AVANT PYTHAGORE
Grâce à Euclide, on sait avec certitude que les Grecs anciens se sont intéressés aux nombres premiers, ces nombres qui ont exactement deux diviseurs : 1 et eux-mêmes, tels que 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, …
On ne doute guère que les pythagoriciens avaient identifié cette classe très particulière de nombres entiers, devenue si importante aujourd’hui en mathématiques. Nous verrons que tout comme les atomes sont les briques élémentaires de la matière, ces nombres se retrouvent au cœur de la composition de tous les nombres entiers.
« Il n’y a aucune raison apparente pour qu’un nombre soit premier et un autre non. Au contraire, en regardant ces nombres, on a le sentiment d’être en présence d’un des secrets inexplicables de la création. »
Don Zagier, 1977

Les êtres humains ont-ils pensé à ces incontournables « atomes numériques » avant Pythagore ? On peut l’imaginer. La plus étrange et troublante découverte à ce sujet est celle de l’os d’Ishango, sur lequel serait inscrite ce que certains historiens pensent être la série des nombres premiers entre 10 et 20.
Cet os a été récupéré dans des cendres volcaniques au bord du lac Édouard, aujourd’hui en République démocratique du Congo, dans les années 1950. On évalue que l’os y a été déposé il y a 20 000 ans. Les entailles qui recouvrent ses diverses faces attestent qu’une femme ou un homme a voulu y inscrire des nombres. Cet os porterait donc la plus ancienne trace d’une activité arithmétique humaine. Les spécialistes se disputent pour interpréter ces marques mystérieuses, mais on ne peut manquer de s’étonner de la série de quatre nombres premiers consécutifs (11, 13, 17, 19) présente sur l’une des faces de l’os.
[image: Illustration. L’os d’Ishango (à gauche) mesure une dizaine de centimètres. La vue déployée (au centre) révèle les incisions opérées sur les différentes faces de l’os.]L’os d’Ishango (à gauche) mesure une dizaine de centimètres. La vue déployée (au centre) révèle les incisions opérées sur les différentes faces de l’os.

[image: ]QUELQUES NOMBRES PREMIERS
Voici la liste des nombres premiers inférieurs à 200 :
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199.
Un dessin représentant tous les nombres premiers jusqu’à 10 000 est proposé en page suivante. Apprenez à le déchiffrer et à l’utiliser ; il est très pratique pour étudier les nombres premiers.
Les nombres premiers jusqu’à 10 000
Sur la figure ci-dessous, chaque centaine d’entiers (sans les multiples de 10) jusqu’à la centième est représentée par un rectangle gris. Les nombres premiers sont repérés à l’intérieur de ces rectangles par de petits carrés noirs. En regardant par exemple ligne 7, colonne 3, on visualise les nombres de 7 301 à 7 399. Les nombres premiers de cette centaine sont 7 307, 7 309, 7 321, 7 331, 7 333, 7 349, 7 351, 7 369 et 7 393.
[image: Illustration]

Vous avez noté que le nombre 1 n’est pas un nombre premier. La chose a été discutée, mais finalement les mathématiciens sont tombés d’accord pour exclure 1. La raison en est que de beaux énoncés d’arithmétique deviendraient faux si on acceptait 1 comme nombre premier. C’est le cas du résultat central qui affirme que tout nombre entier s’écrit de manière unique comme un produit de nombres premiers. Par exemple :
12 = 2 × 2 × 3 ;   75 = 3 × 5 × 5 ;   51 = 3 × 17
1 024 = 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2
Nous avons déjà mentionné l’unicité de cette décomposition en facteurs premiers au chapitre 1. Cette propriété, qui montre que les nombres premiers sont comme des atomes pour les nombres entiers, est appelée théorème fondamental de l’arithmétique. Il serait faux si on admettait que 1 est premier, car on pourrait écrire 12 = 2 × 2 × 3 = 1 × 2 × 2 × 3 = 1 × 1 × 2 × 2 × 3, .... La décomposition ne serait plus unique !
Nous ne saurons jamais si Pythagore a connu ce théorème qui nous dévoile la structure profonde des entiers. Euclide ne l’énonce pas explicitement, faute de notations commodes ; cependant il ne fait guère de doute qu’il connaissait en pratique cette décomposition unique. En effet, plusieurs résultats présentés dans ses Éléments en sont des cas particuliers. Le théorème ne fut démontré rigoureusement que bien plus tard par Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
Le premier pas du raisonnement consiste à établir que tout nombre entier supérieur ou égal à 2 est divisible par un nombre premier, ce qui est facile et qu’Euclide indique explicitement.

[image: ]LE CRIBLE D’ÉRATOSTHÈNE
Pour établir rapidement des listes complètes de nombres premiers, on utilise le crible d’Ératosthène, conçu au IIIe siècle avant notre ère. Mathématicien grec, Ératosthène était aussi astronome, géographe et philosophe. Il est connu pour avoir proposé une méthode d’évaluation de la circonférence terrestre grâce à la mesure des ombres en des lieux éloignés.
Quel est le principe de ce fameux crible ? On part de la liste des entiers depuis le nombre 2, par exemple jusqu’à 50 : 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50. C’est cette liste que nous allons progressivement passer au crible pour n’en retenir que les nombres premiers.
Pour commencer, on marque le 2 en gras (2 est premier) et on supprime tous les autres multiples de 2 (les nombres pairs). La liste ainsi criblée devient : 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49.
On marque ensuite en gras le premier nombre situé après 2. C’est 3. On supprime alors les autres multiples de 3 : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 43, 47, 49.
On poursuit en marquant en gras le premier nombre situé après le 3. C’est 5. On supprime alors les autres multiples de 5 : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49.
On réitère une dernière fois le procédé en marquant en gras le premier nombre situé après 5. C’est 7. On supprime les autres multiples de 7 : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.
La liste est alors celle, complète, des nombres premiers jusqu’à 50. Si on avait souhaité aller au-delà de 50, il aurait fallu poursuivre encore le crible.
Comment savoir où stopper ? La règle est que pour avoir tous les nombres premiers jusqu’à N, il faut poursuivre jusqu’au premier nombre écrit en gras dont le carré dépasse N. Par exemple, pour repérer tous les nombres premiers jusqu’à 400, il faudrait poursuivre le crible tant qu’on n’a pas atteint 23, car : 192 = 361 < 400 et 232 = 529 > 400. (La justification de cette règle est qu’un nombre M qui n’est pas premier possède nécessairement un diviseur premier inférieur ou égal à la racine carrée de M).

[image: ]UNE INFINITÉ DE NOMBRES PREMIERS
La liste des nombres premiers laisse entrevoir qu’ils sont de plus en plus rares quand on avance dans l’énumération des entiers. On se demande donc s’il ne vient pas un nombre au-delà duquel il n’y aurait plus aucun nombre premier. Les nombres premiers seraient-ils en quantité finie ?
Les Grecs anciens avaient la réponse. Euclide, dans son traité qui est une encyclopédie des mathématiques de son époque, démontre qu’il est impossible qu’il y ait un nombre fini de nombres premiers. Il faut remarquer que dans sa démonstration, et contrairement aux mathématiciens contemporains qui n’ont plus peur de parler de l’infini, Euclide utilise une formulation détournée. Il n’écrit pas simplement « il y a une infinité de nombres premiers » mais « pour toute quantité donnée de nombres premiers, il y en a encore un autre plus grand ».
Voici exprimée, avec nos notations, le raisonnement d’Euclide. Nous allons mener un raisonnement par l’absurde en supposant que nous disposons d’une liste complète et finie de tous les nombres premiers p1, p2, …, pk. Si cette hypothèse nous conduit à une contradiction, nous conclurons qu’aucune liste finie de nombres premiers n’est complète.
D’après notre hypothèse, le nombre N = p1p2…pk + 1 serait multiple d’un des nombres premiers, disons pi, car tout nombre entier à partir de 2 est divisible par un nombre premier.
Donc M = p1p2…pk et N seraient tous les deux multiples de ce nombre premier : N = piK, M = piL pour deux nombres entiers K et L. Donc leur différence aussi : N – M = pi(K – L). Mais cette différence N – M vaut 1, donc pi = 1. C’est impossible, car un nombre premier n’est jamais égal à 1. Fin de la démonstration.
Vous noterez que ces quelques lignes nous donnent de manière certaine des informations concernant l’infini. N’est-il pas merveilleux que le raisonnement mathématique rende possible la connaissance de ce qui est illimité ?

[image: ]GRANDS NOMBRES PREMIERS
Les nombres premiers sont une infinité, mais sait-on en écrire d’aussi grand qu’on veut ? La question n’est pas si évidente qu’il y paraît ; examinons-la.
Grâce aux critères de divisibilité, on peut écrire très facilement des nombres pairs (ou multiples de 3, de 4, de 5, de 7, 10, de 11, etc.) aussi grands qu’on le souhaite. Par exemple, si on veut disposer d’un nombre d’un milliard de chiffres qui soit un multiple de 11, il suffit d’écrire :
111…111 avec un milliard de fois le '1'
car le critère de divisibilité par 11 s’y applique instantanément.
Plus facile encore, si on veut un nombre d’un milliard de chiffres qui soit par exemple multiple de 97, il suffit d’écrire :
97000…000 avec 999 999 998 zéros.
De tels procédés existent-ils pour écrire des nombres premiers aussi grands qu’on le souhaite ? Hélas non, personne n’en connaît. D’ailleurs, aujourd’hui, aucun nombre premier d’un milliard de chiffres n’a jamais été proposé explicitement.
Si vous trouvez un moyen d’en obtenir un avec une preuve mathématique qu’il est premier, vous gagnerez 250 000 dollars ! C’est en effet le prix offert par une ONG américaine, l’EFF (Electronic Frontier Foundation), à la première personne qui réussira l’exploit.
En mars 2021, le plus grand nombre premier connu était encore : 282 589 933 − 1. Record à battre ! Ce nombre a été prouvé premier par un calcul de Patrick Laroche, un informaticien vivant en Floride, dans le cadre du programme GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search), le 7 décembre 2018. Ce nombre premier comporte 24 862 048 chiffres décimaux que l’on sait calculer explicitement. D’ailleurs, ses dix premiers chiffres sont 1488944457…, et les dix derniers sont ...5217902591. Écrire ces 24 millions de chiffres occuperait l’équivalent de cent ouvrages comme celui que vous tenez entre les mains.

[image: ]DES FORMULES MAGIQUES ?
La question de savoir s’il existe des formules donnant les nombres premiers n’est pas tout à fait la même que celle de décrire facilement en base 10 de grands nombres premiers. Si on cherche une formule exacte et utilisable en pratique, il n’en existe pas (sinon on saurait écrire sans limite de grands nombres premiers). On pense qu’on n’en trouvera jamais.
En revanche, si on désire une expression finie, en notation mathématique usuelle, qui donne exactement le n-ième nombre premier, il en existe plusieurs. La formule suivante a été trouvée en 1995 par Jan Minàc et C. Willans. Elle vous semblera peut-être atrocement compliquée et elle l’est effectivement ! Nous vous invitons donc à la contempler comme un Kolam indien ou un Mandala tibétain. Souvenons-nous aussi, en regardant cette troublante égalité, que le grand mathématicien indien Srinivasa Ramanujan (1887-1920) disait que pour lui, une belle équation « exprime une pensée de Dieu ».
[image: Illustration]Cette formule tient sur une ligne, ce qui est remarquable ; mais elle est inutilisable en pratique, car tout programme informatique qui tentera de l’exploiter pour calculer les nombres premiers sera conduit à faire plus de calculs qu’un programme exécutant le crible d’Ératosthène !

[image: ]DENSITÉ DES NOMBRES PREMIERS
Les nombres premiers sont une infinité, mais plus on va loin, plus ils deviennent rares. Une extraordinaire règle appelée théorème des nombres premiers, découverte par Carl Friedrich Gauss alors qu’il avait une quinzaine d’années, indique exactement la façon dont se produit la diminution de densité. 
La densité des nombres premiers autour de l’entier N vaut approximativement 1/log(N), où log(N) désigne le logarithme népérien de N (parfois noté ln(N)). Rappelons que log(a) + log(b) = log(ab) quand a et b sont deux nombres réels > 0 et que log(1) = 0, log(e) = 1 avec e = 2,7182818… Puisque log(N) tend vers l’infini quand N tend vers l’infini, la densité des nombres premiers s’approche de 0 quand N tend vers l’infini.
Autour de 10 000, la règle indique qu’environ un nombre sur log(10 000) = 9,2 est premier. On contrôle ce résultat à l’aide du tableau donné en début de chapitre. Les deux dernières centaines avant 10 000 comportent 21 nombres premiers, ce qui est proche de la valeur attendue puisque 200/9,2 = 21,7.
Autre contrôle. Puisque log(1 000) = 6,9, aux environs de 1 000, la densité des nombres premiers doit être à peu près de 1/6,9, ce qui signifie qu’on doit en trouver environ 100/6,9 = 14,5 par centaine. Dans la dernière centaine avant 1 000, il y a effectivement 14 nombres premiers.
Le théorème des nombres premiers est difficile et Gauss, qui le formula, ne sut pas le démontrer. Il fallut attendre 1896 pour que le mathématicien français Jacques Hadamard (1865-1963) et son confrère belge Charles-Jean de La Vallée Poussin (1866-1962) établissent définitivement le résultat.
« Les nombres premiers sont les objets les plus fondamentaux des mathématiques. Ils sont aussi parmi les plus mystérieux… »
Andrew Granville, 1997
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En mathématiques, lorsqu’on soupçonne une affirmation d’être juste mais qu’on ne sait pas la démontrer, on parle de conjecture.
Pour le mathématicien qui tente d’établir des vérités indiscutables, la rencontre avec un fait qui lui semble vrai mais qu’il ne réussit pas à prouver de manière certaine est une humiliation. À ce titre, parmi tous les domaines mathématiques, l’arithmétique est un bel exercice d’humilité, car les conjectures y sont nombreuses. Je vais mentionner les plus célèbres concernant les nombres premiers. Elles résistent pour l’instant à toutes les tentatives, quels que soient le travail acharné et le génie de ceux qui s’y consacrent…
CONJECTURE DES NOMBRES PREMIERS JUMEAUX
Les nombres premiers 11 et 13 sont écartés de deux unités ; on dit que de tels nombres sont jumeaux. C’est le cas aussi de 17 et 19. Dans le tableau des nombres premiers jusqu’à 10 000, vous trouverez bien d’autres paires de ce type. Les deux dernières paires du tableau sont (9857, 9859) et (9929, 9931).
La plus grande paire de nombres premiers jumeaux connue aujourd’hui est composée des deux nombres suivants, possédant chacun 388 342 chiffres :
2 996 863 034 895 × 21 290 000 – 1
2 996 863 034 895 × 21 290 000 + 1
Puisqu’on trouve toujours assez facilement (semble-t-il) des couples de nombres premiers jumeaux, on pense qu’il y en a une infinité, comme les nombres premiers. Pourtant nul ne le sait. Il s’agit d’une conjecture, et c’est en vain qu’on a tenté de la démontrer jusqu’à maintenant !
Affirmer la conjecture est équivalent à affirmer que l’écart entre deux nombres premiers consécutifs est une infinité de fois égal à 2 lorsqu’on parcourt la liste des nombres premiers. On peut être moins ambitieux et, en se fixant un entier k > 2, chercher à démontrer qu’une infinité de fois, l’écart entre deux nombres premiers consécutifs est inférieur ou égal à k.
C’est là une piste intéressante qui, si on la mène à bien en faisant petit à petit diminuer k, conduira à la démonstration qu’il existe une infinité de paires de nombres premiers jumeaux. Récemment, cette piste a donné lieu à de nombreuses recherches et même à une plate-forme de mathématiques collaboratives, le projet Polymath, lancé en 2009 par le mathématicien anglais Timothy Gowers, un récipiendaire de la médaille Fields, l’équivalent du prix Nobel en mathématiques. Le projet a produit de sérieuses avancées. Par exemple, en septembre 2013, le résultat pour k = 4680 a été obtenu ; puis, en novembre 2013, pour k = 600. En 2014, k = 270 a été atteint. Pour l’instant, on en reste là.

CONJECTURE DE GOLDBACH
Cette célèbre conjecture tient son nom de Christian Goldbach (1690-1764), qui enseigna l’histoire et les mathématiques à l’Académie impériale de Saint-Pétersbourg et fut précepteur du tsar Pierre II. Cependant, si son nom nous est connu aujourd’hui, c’est grâce à des lettres qu’il échangea avec le mathématicien Leonhard Euler. Dans l’une d’elle, il lui proposa sa conjecture, toujours non démontrée, selon laquelle : « tout nombre pair au-delà de 2 s’écrit comme somme de deux nombres premiers. »
On vérifie facilement la conjecture pour les plus petits nombres pairs : 4 = 2 + 2, 6 = 3 + 3, 8 = 5 + 3, 10 = 7 + 3, 12 = 7 + 5, 14 = 11 + 3, 16 = 13 + 3, 18 = 13 + 5, 20 = 17 + 3, ...
Cette conjecture est l’un des plus vieux problèmes non résolus en arithmétique, et son énoncé est compréhensible par tout un chacun ; elle a donc acquis une certaine notoriété auprès du grand public. Elle est par exemple au cœur de l’intrigue du roman Le Théorème du Perroquet de Denis Guedj, dans lequel un mathématicien, depuis le fond de la forêt amazonienne, en trouve la démonstration ; après son décès et la destruction de ses notes, un perroquet parleur en reste le dernier dépositaire.
La conjecture semble très vraisemblable, en particulier quand on visualise la « comète de Goldbach ». Cette figure s’obtient en calculant, pour chaque nombre pair P, de combien de façons différentes K il est possible d’écrire P sous la forme d’une somme de deux nombres premiers ; on place ensuite les points de coordonnées (P, K) dans un repère.
La figure de la page suivante montre cette « comète » pour les nombres pairs entre 4 et 8 000. La forme étrange du nuage de points obtenus ne semble pas dictée par le hasard. On ne sait pourtant pas l’expliquer. L’absence de points près de l’axe horizontal suggère deux choses : non seulement il y a au moins un couple de nombres premiers dont la somme vaut P pour chaque nombre pair P, mais il y en probablement a un nombre de plus en plus grand quand P augmente ; par exemple, il y en aurait au moins 50 dès que P dépasse 5 000.
Malheureusement cette observation ne constitue pas une preuve de la conjecture de Goldbach. On ignore donc si, plus loin, il ne se produit pas une exception : un nombre pair qui ne s’écrirait pas comme somme de deux nombres premiers !
[image: Illustration. La comète de Christian Goldbach]La comète de Christian Goldbach


[image: ]NOMBRES PARFAITS
Les membres de l’école pythagoricienne qui, nous l’avons vu, défendaient une conception quelque peu religieuse des nombres et de leur rôle dans l’univers, se sont intéressés aux nombres dits parfaits, qu’ils estimaient supérieurs à tous les autres.
« Après des siècles d’études, la structure de l’ensemble des nombres premiers n’est toujours pas bien comprise. »
Andrew Granville, 1997

Pour eux, un nombre parfait N est un nombre qui est égal à la somme de ses diviseurs propres (c’est-à-dire différents de lui-même). Le plus petit des nombres parfaits est 6, qui possède comme diviseurs propres 1, 2 et 3 ; on vérifie que 6 = 1 + 2 + 3. Le second est 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14. Viennent ensuite 496, 8 128, puis 33 550 336. On connaît aujourd’hui 51 nombres parfaits.
Euclide démontra que si un nombre premier est de la forme 2k – 1, alors le nombre 2k – 1(2k – 1) est un nombre parfait. Mieux encore : Leonhard Euler démontra au XVIIe siècle que tous les nombres parfaits pairs sont de cette forme. Effectivement, on vérifie que :
6 = 21(22 – 1) avec (22 – 1) = 3 nombre premier
28 = 22(23 – 1) avec (23 – 1) = 7 nombre premier
496 = 24(25 – 1) avec (25 – 1) = 31 nombre premier
8 128 = 26(27 – 1) avec (27 – 1) = 127 nombre premier
33 550 336 = 212(213 – 1) avec (213 – 1) = 8 191 nombre premier
Les nombres premiers de la forme 2k – 1 portent le nom de nombres premiers de Mersenne en l’honneur de Marin Mersenne (1588-1648), un moine de l’ordre religieux des Minimes. Il fut savant et ami de René Descartes et de Pierre de Fermat, et s’intéressa à ces nombres premiers. Mersenne en proposa une liste jusqu’à l’exposant 257. Malheureusement cette liste comportait des erreurs : elle contient les exposants 67 et 257, qui ne donnent pas un nombre premier, et oublie 61, 89 et 107, qui en donnent.
Depuis, la liste du moine Mersenne a été corrigée et prolongée. Les plus grands nombres premiers connus sont tous de cette forme.
Les 51 exposants p connus tels que 2p – 1 est premier sont : 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1 279, 2 203, 2 281, 3 217, 4 253, 4 423, 9 689, 9 941, 11 213, 19 937, 21 701, 23 209, 44 497, 86 243, 110 503, 132 049, 216 091, 756 839, 859 433, 1 257 787, 1 398 269, 2 976 221, 3 021 377, 6 972 593, 13 466 917, 20 996 011, 24 036 583, 25 964 951, 30 402 457, 32 582 657, 37 156 667, 42 643 801, 43 112 609, 57 885 161, 74 207 281, 77 232 917, 82 589 933.
On dispose donc de 51 nombres premiers de Mersenne auxquels sont associés 51 nombres parfaits pairs. Le plus grand nombre parfait connu est donc :
282 589 932(282 589 933 − 1)
Son écriture décimale possède 49 724 095 chiffres !
On ignore si les nombres premiers de Mersenne sont une infinité. Les deux conjectures « il existe une infinité de nombres parfaits pairs », et « il existe une infinité de nombres premiers de la forme 2k – 1 » sont équivalentes et non résolues.
« Dieu a créé toutes choses en six jours parce que ce nombre est parfait. »
Saint Augustin, 420

Plus étrange encore, bien qu’on cherche des nombres parfaits impairs depuis plus de deux millénaires, on ne sait ni démontrer qu’il n’en existe pas, ni en trouver. On pense plutôt qu’il n’en existe pas, c’est la conjecture des nombres parfaits impairs :
« il n’existe pas de nombres parfaits impairs ».

[image: ]CRYPTOGRAPHIE
Bien évidemment, les résultats mentionnés n’ont pas été obtenus par des calculs faits à la main. Des algorithmes très efficaces sont aujourd’hui capables de tester rapidement si un nombre de la forme 2k – 1 est premier. Les ordinateurs jouent désormais un rôle central dans l’étude des nombres, et en particulier des nombres premiers.
Réciproquement, les nombres premiers sont devenus essentiels en informatique. Ils servent à concevoir des méthodes de chiffrement (c’est-à-dire à rendre illisibles les communications secrètes, sauf pour ceux qui possèdent la clé de déchiffrement), mais aussi à faire fonctionner des systèmes de signature électronique ou d’authentification comme celui des cartes bancaires.
Le système RSA
Le chiffrement RSA a été mis au point en 1977 par Ronald Rivest, Adi Shamir et Leonard Adleman. Il est toujours très utilisé dans le commerce électronique et pour échanger des données confidentielles sur Internet.
Son fonctionnement est basé sur une paire de nombres premiers, chacun possédant plusieurs dizaines de chiffres, et exploite le calcul modulaire (voir p. 36). Plus les nombres premiers choisis sont grands, meilleure est la sécurité du dispositif de chiffrement, d’où l’importance, pour le mettre en œuvre, de savoir gérer de grands nombres premiers.
Pour « casser » le système RSA, il faut réussir à factoriser un grand nombre entier (le produit des deux nombres premiers mentionnés plus haut). La recherche de bons algorithmes de factorisation est donc devenue un enjeu important sur lequel travaillent toutes les agences d’espionnage.


La sécurité de ces systèmes repose sur deux problèmes algorithmiques importants qu’il faut distinguer.
Le premier problème, appelé « problème de la primalité », consiste à reconnaître rapidement si un nombre est premier ou non, car les méthodes simples telles que le crible d’Ératosthène deviennent fastidieuses pour de grands nombres. Un progrès théorique a été réalisé en 2002 par une équipe de trois chercheurs indiens (Manindra Agrawal, Neeraj Kayal et Nitin Saxena) qui ont découvert un algorithme dont le temps de calcul croît raisonnablement avec la taille du nombre à tester (on parle de « temps polynomial »). Ce résultat mathématique était attendu depuis plusieurs dizaines d’années.
Ce progrès n’a cependant pas eu d’incidences pratiques en cryptographie, car depuis les années 1980, les spécialistes préfèrent utiliser des tests probabilistes. Ces tests indiquent très rapidement si des nombres (même de plusieurs milliers de chiffres) sont premiers ou non, mais ne le font pas de manière sûre. Il se peut en effet qu’avec une certaine probabilité, ces algorithmes se trompent et déclarent premier un nombre qui ne l’est pas ! Cette probabilité d’erreur est cependant ajustable selon le temps de calcul que l’on peut se permettre et le risque que l’on accepte de prendre, et ces tests probabilistes sont donc considérés comme robustes. Aujourd’hui, le problème de produire les nombres premiers de plusieurs centaines de chiffres dont on a besoin en cryptographie – en particulier pour le système RSA (voir l’encadré p. 70) – est donc considéré comme un problème résolu.
Il en va tout autrement pour le second problème, qui est celui de la décomposition d’un entier sous la forme d’un produit de nombres premiers, appelé « problème de la factorisation ». On connaît et on exploite actuellement des méthodes qui peuvent factoriser tout nombre entier jusqu’à 100 chiffres décimaux en temps rapide. Factoriser des nombres de 200 chiffres est la limite de ce que l’on sait faire, et cette tâche exige d’importantes ressources informatiques. En 2019, une équipe française a établi un nouveau record en factorisant un entier de 240 chiffres décimaux. Aller au-delà demandera encore des progrès, soit dans la conception des algorithmes, soit dans les systèmes de calcul mis en œuvre : puces spécialisées, réseaux de calculs, etc.

[image: ]L’AVENTURE QUANTIQUE ?
Une nouvelle voie est souvent évoquée pour résoudre le problème de la factorisation : les ordinateurs quantiques. En 1995, le chercheur américain Peter Shor a proposé un algorithme quantique qui factorise les entiers en temps polynomial. La technologie des ordinateurs quantiques n’en est cependant qu’à ses balbutiements, et les petits calculateurs quantiques dont on dispose actuellement ne sont d’aucune utilité pour la factorisation de grands entiers. Les médias présentent fréquemment les ordinateurs quantiques comme une menace pour les méthodes cryptographiques utilisées actuellement, et en particulier pour le système RSA. Les spécialistes considèrent cependant qu’il n’y a rien à en craindre pour les dix prochaines années, du fait des capacités limitées des calculateurs quantiques qu’on saura réellement faire fonctionner.
« En tant qu’archétypes de notre représentation du monde, les nombres forment [...] une partie de nous-mêmes, à tel point qu’on peut légitimement se demander si l’objet de l’étude de l’arithmétique n’est pas l’esprit humain lui-même. »
Gérald Tenenbaum et Michel Mendès France, 2000

Notons enfin que si la menace quantique devenait plus précise, des méthodes dites de « cryptographie post-quantique » – résistantes à des attaques par des calculateurs quantiques – ont déjà été mises au point, et elles sont donc, dès maintenant, disponibles pour se substituer aux méthodes actuelles.
Cette aventure au fil des siècles est révélatrice. L’intérêt de Pythagore pour les nombres et leurs diviseurs, d’abord mystique, est devenu un intérêt mathématique. Cet intérêt a profondément fait progresser la discipline, même si les résultats obtenus sont restés sans applications directes pendant longtemps. Finalement, la recherche sur les nombres premiers est devenue centrale pour la sécurité des systèmes informatiques que nous utilisons au quotidien. Cela illustre, une nouvelle fois, que les connaissances mathématiques accumulées par les chercheurs, même quand elles semblent gratuites et n’être qu’un jeu abstrait, finissent par trouver des applications.
Et même si elles n’en trouvent pas, ne révèlent-elles pas des vérités importantes sur le monde… et sur nous-mêmes ?


CHAPITRE 4
LES TRIPLETS PYTHAGORICIENS
Les nombres associés au théorème de Pythagore, appelés triplets pythagoriciens, établissent un lien entre la géométrie et la théorie des nombres. Ils forment une structure ordonnée qui présente cependant, au premier regard, l’apparence d’une complexité comparable à ce que donne le hasard. On découvre aujourd’hui encore des méthodes pour calculer ces triplets, les ranger dans un arbre régulier, ou même les construire tous géométriquement.


[image: ]LA CORDE À 13 NŒUDS
Comment construire un angle droit parfait ? À l’école élémentaire, on apprend qu’il suffit de prendre une feuille de papier aux contours bien rectilignes et de replier un bord sur lui-même. Le pli obtenu est orthogonal au côté de la feuille, et crée donc exactement un angle droit. Mais comment s’y prendre si on n’a pas de feuille sous la main, et qu’on ne dispose que d’une corde ? La solution est bien connue ; voici comment procéder en quatre étapes.
Tout d’abord, en faisant des nœuds sur la corde ou en la marquant à l’aide d’un crayon, on repère sur la corde deux points dont l’écart fixera l’unité de longueur. Ensuite, en tendant la corde et en la repliant, on en déduit onze autres marques distantes deux à deux d’une unité. En utilisant ces treize marques, on repère alors quatre points A, B, C et D séparés respectivement de 3 unités, puis de 5, puis de 4. Finalement, on fait coïncider A et D et on tend la corde autour des trois points obtenus, ce qui donne un triangle rectangle (nous verrons pourquoi), et donc un angle droit.
On parle parfois de corde à treize nœuds ou de corde des druides (voir l’illustration ci-contre). Avec la même corde, on peut obtenir un triangle équilatéral en prenant cette fois des points A, B', C' et D de façon à ce qu’il y ait 4 unités de longueur entre A et B', entre B' et C' et entre C' et D. On fait coïncider A et D, on tend la corde, et bien évidemment le triangle AB'C' est équilatéral, avec des angles de 60°.
Cette solution est merveilleuse, car en liant arithmétique et géométrie, elle fait prendre conscience de la profondeur magique des mathématiques. Qui fut le premier à l’imaginer ? On l’ignore. Ce type de manipulations était vraisemblablement utilisé au Moyen Âge par les bâtisseurs des cathédrales. On prétend parfois que les Égyptiens se sont servi de la corde à treize nœuds dans l’Antiquité, mais les historiens spécialistes comme Eli Maor (voir la bibliographie p. 178) précisent que rien ne l’atteste avec certitude.
[image: Illustration. Construction d’un triangle rectangle et d’un triangle équilatéral à l’aide d’une corde à treize nœuds]Construction d’un triangle rectangle et d’un triangle équilatéral à l’aide d’une corde à treize nœuds
La méthode de la corde repose sur le théorème de Pythagore dont nous avons vu plusieurs démonstrations au chapitre 1. Plus précisément, la méthode de la corde à 13 nœuds utilise la réciproque du théorème :
« Si le carré de la longueur d’un côté d’un triangle est égal à la somme des carrés des longueurs des deux autres côtés, alors ce triangle est rectangle, et son hypoténuse est le plus grand côté. »
Ici, on remarque que 32 + 42 = 9 + 16 = 25 = 52, ce qui justifie la méthode de la corde à treize nœuds, mathématiquement aussi parfaite que la méthode de la feuille repliée. Notons que l’usage de la corde sera plus pratique que celui de la feuille repliée pour dessiner des motifs géométriques dans un jardin, ou encore pour contrôler la géométrie d’un édifice dont les murs et le plan des pièces doivent être parfaitement carrés ou rectangulaires.
On dit que les trois nombres 3, 4 et 5 forment un « triplet pythagoricien ». Plus généralement, c’est le nom donné à tous les triplets (a, b, c) de nombres entiers tels que a2 + b2 = c2. L’école pythagoricienne s’est bien entendu penchée sur leur étude.
Chose étonnante qui illustre que toute idée mathématique ouvre un territoire infini de questions auxquelles on ne répond jamais entièrement, des recherches sont encore menées sur ces triplets. Les mathématiciens continuent à formuler de nouvelles conjectures à leur sujet, et ces conjectures exigent parfois l’emploi de puissants ordinateurs pour en venir à bout !
Dans les pages qui suivent, nous allons présenter quelques résultats classiques et élégants sur les triplets pythagoriciens, puis de plus récents comme ceux liés à l’arbre de Berggren. Nous terminerons par un problème de coloriage qui résiste encore aux ordinateurs.

[image: ]UNE PREMIÈRE FAMILLE
Existe-t-il d’autres triplets pythagoriciens que le fameux (3, 4, 5) ? Oui, évidemment. En doublant (3, 4, 5), on trouve le triplet (6, 8, 10) qui vérifie bien 62 + 82 = 102, soit 36 + 64 = 100.
Plus généralement, si (a, b, c) est un triplet pythagoricien et si d est un entier quelconque, alors (ad, bd, cd) est un autre triplet pythagoricien. Pour connaître tous les triplets pythagoriciens, on pourra donc se concentrer sur ceux dont les trois éléments ne sont pas multiples d’un même entier plus grand que 1 ; on les dénomme « triplets pythagoriciens primitifs ». Ainsi, le triplet (3, 4, 5) est primitif, et (6, 8, 10) ne l’est pas.
Bien que Pythagore n’ait laissé aucun texte écrit, il est à peu près certain qu’il connaissait le triplet (3, 4, 5). Le philosophe Proclus de Lycie (412-485), dans son commentaire sur le livre I des Éléments d’Euclide, attribue à Pythagore la découverte de la formule générale que nous notons aujourd’hui :
(2n + 1, 2n2 + 2n, 2n2 + 2n + 1),
avec n entier positif. Elle produit une famille infinie de triplets pythagoriciens primitifs. Elle donne d’abord le premier triplet primitif (3, 4, 5) en prenant n = 1, puis le triplet (5, 12, 13) en prenant n = 2, puis (7, 24, 25), puis (9, 40, 41), etc.
Comment cette série a-t-elle été découverte ? L’idée fut probablement la suivante : on remarque qu’en ajoutant au carré de n le nombre impair 2n + 1, on obtient le nombre carré suivant. Cela se démontre immédiatement, et cela signifie que si la différence des carrés de deux nombres consécutifs A et (A + 1) est le carré d’un nombre B, alors le triplet (B, A, A+1) est un triplet pythagoricien. On tente donc de trouver des nombres entiers A tels que la différence (A + 1)2 – A2 = 2A + 1 soit le carré d’un entier B.
Pour A = 1, 2A + 1 = 3 n’est pas un carré. Pour A = 2, 2A + 1 = 5 n’est pas un carré. Pour A = 3, 2A + 1 = 7 n’est pas un carré. Pour A = 4, 2A + 1 = 9. Victoire ! C’est le carré de B = 3 ; on obtient le triplet pythagoricien (3, 4, 5). Pour A = 5, 2A + 1 = 11 n’est pas un carré. On ne trouve plus de carré jusqu’à A = 12, pour lequel 2A + 1 = 25. C’est le carré de B = 5 ; on obtient le triplet pythagoricien (5, 12, 13). On avance ensuite jusqu’à A = 24, pour lequel 2A + 1 = 49. C’est le carré de B = 7 ; on obtient le triplet pythagoricien (7, 24, 25), etc.
On observe alors que les entiers B qui donnent un triplet pythagoricien sont les nombres impairs successifs B = 2n + 1. Le nombre A qui correspond vérifie donc 2A + 1 = B2 = (2n + 1)2 = 4n2 + 4n + 1. On trouve A = 2n2 + 2n et A + 1 = 2n2 + 2n + 1. Nos triplets de la forme (B, A, A + 1) nous ont donc fourni la formule voulue.
Une disposition qui combine géométriquement tous les triplets de cette famille a été découverte récemment. Des triangles rectangles associés aux triplets y sont astucieusement répartis en spirale.
La série des triplets de Pythagore
La figure ci-contre montre une intéressante disposition de triangles rectangles associés aux triplets de la série de Pythagore, découverte par Luis Teia Gomes en 2015. Voici comment la lire.
[image: Illustration]On part de quatre triangles associés au premier triplet de la série (3, 4, 5). On les dispose selon le schéma (a). Le petit carré central a pour côté 1 car il est le résultat de la soustraction 4 – 3. Le carré en (b) a un côté dont la longueur est la somme des longueurs des deux petits côtés du premier triangle, soit 7 = 3 + 4. On prolonge par le nombre impair 5, (c), et cela donne en (d) le triangle associé au second triplet de la série (5, 12, 13). On recommence les mêmes opérations (e) (f) (g) avec le nombre impair suivant 7, puis à nouveau (h)(i) avec le nombre impair 9, etc. La suite des mesures des triangles rectangles obtenus, repérés en gris foncé sur la figure, donne la série des triplets de Pythagore.
On peut montrer que cette construction fonctionne indéfiniment grâce à un raisonnement par récurrence (voir p. 46).



[image: ]EST-CE BIEN LUI ?
Est-ce vraiment Pythagore, ou plutôt un membre de son école, qui a introduit l’idée de ces triplets appelés aujourd’hui pythagoriciens ? Aucune réponse définitive ne semble possible.
En outre, d’autres savants pourraient bien revendiquer l’antériorité. Bien qu’incomplète, la tablette babylonienne en argile dite Plimpton-322, gravée en caractères cunéiformes et datée de 1 800 ans environ avant notre ère, semble contenir une liste de triplets pythagoriciens. Cependant les spécialistes ne sont pas encore parvenus à un consensus sur la question, car d’autres interprétations de la tablette ont été proposées. On ne peut donc pas affirmer que les Babyloniens ont précédé Pythagore.
[image: Illustration. La tablette Plimpton-322, de 13 × 9 centimètres environ, avec des inscriptions en cunéiforme. Les 2e et 3e colonnes contiennent deux éléments de différents triplets pythagoriciens.]La tablette Plimpton-322, de 13 × 9 centimètres environ, avec des inscriptions en cunéiforme. Les 2e et 3e colonnes contiennent deux éléments de différents triplets pythagoriciens.
Par ailleurs un texte indien, le « Baudhayana Sulba Sutra », rédigé à une date imprécise qu’on situe entre 800 et 400 avant notre ère, énonce ce que nous nommons le théorème de Pythagore et donne une liste de triplets pythagoriciens : (3, 4, 5), (5, 12, 13), (8, 15, 17), (7, 24, 25) et (12, 35, 37). Là encore, l’imprécision de la date de rédaction du texte empêche de trancher, et on ne sait donc pas si Pythagore a été devancé en Inde.
En résumé, nul ne peut affirmer que le théorème de Pythagore et les triplets associés sont vraiment dus à l’école pythagoricienne, ou qu’au contraire ils sont une redécouverte ou un emprunt. L’origine des premières notions mathématiques est vraiment délicate à retracer !

[image: ]D’AUTRES FAMILLES DES TRIPLETS
Toujours selon Proclus, les triplets pythagoriciens ont aussi intéressé le philosophe grec Platon (de – 427 à – 347 avant notre ère) qui connaissait une seconde famille infinie de triplets pythagoriciens : celle donnée par la formule (n2 – 1, 2n, n2 + 1). Comme celle de Pythagore, cette famille infinie ne fournit que partiellement l’ensemble des triplets primitifs.
C’est Euclide qui mentionne la première famille complète – c’est-à-dire permettant d’avoir tous les triplets pythagoriciens primitifs. La famille dépend de deux paramètres entiers positifs n et m avec n > m, et s’écrit (m2 – n2, 2mn, m2 + n2). Cette formule donne tous les triplets primitifs, mais donne aussi des triplets qui ne le sont pas. Le triplet est primitif si n et m ne sont pas tous les deux impairs, et ne possèdent pas de diviseur commun plus grand que 1.
Si on veut écrire une formule qui donne tous les triplets pythagoriciens sans exception, on introduit un troisième paramètre entier k, et la famille devient :
(k(m2 – n2), 2kmn, k(m2 + n2)).
Il existe de nombreux triplets pythagoriciens primitifs. En se limitant aux triplets dont tous les éléments sont inférieurs à 100, on en trouve 16 :
(3, 4, 5) (5, 12, 13) (8, 15, 17) (7, 24, 25)
(20, 21, 29) (12, 35, 37) (9, 40, 41) (28, 45, 53)
(11, 60, 61) (16, 63, 65) (33, 56, 65) (48, 55, 73)
(13, 84, 85) (36, 77, 85) (39, 80, 89) (65, 72, 97)

[image: ]DEUX MILLÉNAIRES DE RECHERCHE !
Depuis plus de vingt-cinq siècles, on étudie les propriétés de la famille infinie des triplets pythagoriciens primitifs.
Voici quelques affirmations prouvées la concernant. Chercher à les démontrer constitue autant d’exercices dont certains sont loin d’être triviaux.
Soit (a, b, c) un triplet pythagoricien primitif, avec a < b < c. Alors :
• un nombre parmi a et b est impair et c est impair ;

• le nombre entier (c – a)(c – b)/2 est toujours un carré. Exemples : (13 – 5)(13 – 12)/2 = 8/2 = 4 ; (85 – 13)(85 – 84) = 72/2 = 36 ;

• au plus un des trois nombres a, b ou c est un carré ;

• un nombre unique, parmi a et b, est multiple de 3 ;

• un nombre unique, parmi a et b, est multiple de 4 ;

• un nombre unique, parmi a, b et c, est multiple de 5 ;

• ab est toujours multiple de 12, et abc multiple de 60 ;

• tous les facteurs premiers de c sont de la forme 4k + 1 avec k entier, et c lui-même est donc de la forme 4k + 1 avec k entier.


De plus :
• Pierre de Fermat démontra que l’aire du triangle associé à un triangle pythagoricien, ab/2, n’est jamais un carré, ni le double d’un carré.

• Aucun des angles aigus, mesurés en degré, d’un triangle dessiné à partir d’un triplet pythagoricien n’est un nombre rationnel (c’est-à-dire le quotient de deux entiers).

• Tout entier, à partir de 3, se retrouve dans un triplet pythagoricien au moins (primitif ou non).

• Tout entier, à partir de 3, qui n’est pas de la forme 4k + 2, se retrouve dans un triplet pythagoricien primitif.

• En 1900, Derrick Lehmer montra un étrange résultat faisant intervenir le nombre π et le logarithme de 2 : si on note N(k) le nombre de triplets pythagoriciens primitifs dont la somme (égale au périmètre du triangle associé) est inférieure à k, alors le rapport N(k)/k tend vers log(2)/π2 quand k tend vers l’infini.

• Si Fn est le n-ième nombre de la suite de Fibonacci définie par F1 = F2 = 1 et Fn = Fn – 1 + Fn – 2 pour tout entier n > 2 (nous étudierons cette célèbre suite au chapitre 5), alors le triplet (FnFn+3, 2Fn+1Fn+2, Fn+12 + Fn+22) est un triplet pythagoricien.

• Certains triplets pythagoriciens primitifs donnent des triangles rectangles ayant la même aire. Les deux plus petits sont (20, 21, 29) et (12, 35, 37). On connaît trois triplets pythagoriciens donnant des triangles de même aire : (4485, 5852, 7373), (3059, 8580, 9109) et (1380, 19019, 19069).



[image: ]L’ARBRE TERNAIRE DE BERGGREN
Au début du XXe siècle, un magnifique résultat a mis un peu d’ordre dans la foisonnante et quelque peu chaotique famille des triplets pythagoriciens primitifs.
Le mathématicien suédois B. Berggren a prouvé que cet ensemble infini possède une structure d’arbre ternaire infini : chaque branche donne naissance à trois autres exactement. En effet, on remarque en effectuant les développements que si (a, b, c) est un triplet pythagoricien, il en va de même de :
A(a, b, c) = (a – 2b + 2c, 2a – b + 2c, 2a – 2b + 3c)
B(a, b, c) = (a + 2b + 2c, 2a + b + 2c, 2a + 2b + 3c)
C(a, b, c) = (– a + 2b + 2c, – 2a + b + 2c, – 2a + 2b + 3c)
Le plus étonnant est que les transformations A, B et C, appliquées successivement à partir du triplet (3, 4, 5), ne manquent rien et ne se répètent jamais : tout triplet pythagoricien primitif s’obtient de façon unique en opérant une succession de transformations A, B et C à partir du triplet initial. On peut donc associer tout triplet à un mot unique constitué d’une suite finie de lettres A, B et C.
Exemples : ABC(3, 4, 5) = (115, 262, 277) ;
AABBCC(3,4,5) = (2299, 7140, 7501).
Ainsi, il est possible de construire progressivement tous les triplets pythagoriciens primitifs, sans en oublier aucun et sans tomber deux fois sur le même !
[image: Illustration. Les quatre premiers niveaux de l’arbre de Berggren, qui dévoile un ordre caché dans les triplets pythagoriciens primitifs.]Les quatre premiers niveaux de l’arbre de Berggren, qui dévoile un ordre caché dans les triplets pythagoriciens primitifs.
Ce surprenant résultat ne fut démontré qu’en 1934 et publié dans un journal suédois (voir la bibliographie).
Le mathématicien américain Roger Vogeler a découvert une incroyable interprétation géométrique de cet arbre. Sa construction exploite un cercle inscrit dans un carré ; à chaque étape, de nouveaux points sont repérés sur ce cercle. Chacun de ces points définit un rectangle dont les mesures correspondent à un triplet pythagoricien. Tout rectangle obtenu à une certaine étape en définit trois autres à l’étape suivante, ce qui permet de décrire les niveaux successifs de l’arbre de Berggren (voir l’encadré ci-contre pour les détails).
[image: Illustration. La construction de Roger Vogeler]La construction de Roger Vogeler
Détails de la construction de Vogeler
Voyons comment obtenir les triplets de l’arbre de Berggren à l’aide de la construction de Vogeler.
On part d’un carré dans lequel est inscrit un cercle (suivre sur la figure de la page précédente). On joint le coin en bas à gauche du carré (le point P) au point de tangence du cercle avec le carré sur le côté vertical du carré à droite (le point A). Le segment PA coupe le cercle en un point A'. En partant de A', on construit le rectangle A'A1A2A3 inscrit dans le cercle et ayant ses côtés horizontaux et verticaux. Deux côtés adjacents de ce rectangle, avec la diagonale, donnent un triangle rectangle dont les proportions sont celles du triangle rectangle associé au triplet (3, 4, 5), le premier triplet pythagoricien primitif.
À partir de A1, on recommence l’opération faite à partir de A en tirant un trait depuis le point P, puis en repérant le point A’1 où ce trait coupe le cercle. On obtient un second rectangle A’1A11A12A13 qui donne le triplet (5, 12, 13). La même opération à partir de A2 puis de A3 donne respectivement le rectangle A’2A21A22A23 et le triplet (21, 20 29), et le rectangle A’3A31A32A33 et le triplet (15, 8, 17). On a alors obtenu les trois premières branches de l’arbre de Berggren.
En poursuivant la construction, chacun des nouveaux rectangles donne trois points supplémentaires, et donc trois nouveaux rectangles et triplets, ce qui produit au total les neuf triplets pythagoriciens de niveau 2 de l’arbre de Berggren. Etc.



[image: ]COLORIAGES PYTHAGORICIENS
La popularité des triplets pythagoriciens a amené à définir un problème de coloriage qui s’est transformé en compétition de calcul. L’idée vient de Paul Erdös et Ronald Graham, qui sont tous deux de célèbres mathématiciens. Ces derniers aimaient proposer des sommes d’argent à qui résoudrait les problèmes qui leur résistaient, la somme proposée étant d’autant plus importante que le problème leur semblait difficile. Ici, Graham a proposé 250 dollars pour la résolution du problème ; malheureusement il est décédé en juillet 2020 et la résolution du problème ne sera donc pas récompensée. Voici l’énoncé du problème :
« Peut-on séparer l’ensemble des entiers en un nombre fini de sous-ensembles S1, S2, …, Sk de telle façon qu’aucun de ces sous-ensembles ne contienne trois nombres d’un même triplet pythagoricien ? »

Le problème est assimilé à un problème de coloriage, car déterminer les k sous-ensembles est équivalent à colorier les entiers avec k couleurs différentes. Si la réponse est non à la question de Erdös et Graham, cela signifie qu’il faut une séparation des entiers en une infinité de sous-ensembles pour éviter tout triplet pythagoricien. Si la réponse est oui, il faut indiquer quel est le plus petit entier k permettant la séparation.
En imaginant que k = 2, on peut par exemple tenter de séparer les entiers en deux sous-ensembles : S1 = P l’ensemble des nombres pairs, et S2 = I l’ensemble des nombres impairs. Cette solution n’est pas satisfaisante, car le triplet (6, 8, 10) serait tout entier dans P. En fait la résolution du problème est difficile, et elle s’est transformée en véritable compétition de calcul entre chercheurs.
Savoir si la réponse au problème est le nombre k = 2 revient à tenter de souligner certains nombres entiers de telle façon que les trois éléments d’un même triplet pythagoricien ne soient jamais tous les trois soulignés, ou tous les trois non soulignés. On peut essayer progressivement, c’est-à-dire en allant jusqu’à un certain entier le plus grand possible. Les soulignements suivants des nombres de 1 à 20 sont corrects : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.
En 2008, à l’aide de puissants programmes informatiques, une telle séparation en deux a été obtenue jusqu’à l’entier 1 344. En 2012, on a pu aller jusqu’à 1 514, puis en 2015 jusqu’à 7 664 ; enfin, en 2016, Marijn Heule, Oliver Kullmann et Victor Marek ont atteint 7 824.
La figure de la page suivante présente plusieurs solutions de coloriage jusqu’à l’entier 7 824. Dans le dessin, les carrés en noir correspondent aux entiers soulignés, les carrés en gris à ceux qui ne sont pas soulignés, et les carrés blancs peuvent être changés en noir ou gris sans que cela contredise le but recherché. Le dessin représente donc une solution si on colorie en noir tous les blancs, une seconde solution si on colorie en gris tous les blancs, et bien d’autres encore si on colorie au hasard les blancs en noir et gris.
En réalité ce résultat est un maximum, car les chercheurs, en même temps qu’ils proposaient des coloriages avec deux couleurs pour les entiers jusqu’à 7 824, ont montré qu’il ne pouvait pas en exister pour 7 825. Pour séparer les entiers en sous-ensembles sans triplets pythagoriciens, il faut donc au moins trois sous-ensembles !
[image: Illustration. Coloriage des entiers jusqu’à 7 824]Coloriage des entiers jusqu’à 7 824
Un doute a cependant subsisté quelque temps à cause d’un risque d’erreur dans les opérations menées pour obtenir le résultat. Ce risque provenait de la conversion de l’énoncé du problème en une formule de logique pure, cette formule ayant ensuite été confiée à l’algorithme qui a prouvé qu’il n’y a pas de solution pour 7 825. En 2019, une vérification de cette conversion a finalement été proposée par Luís Cruz-Filipe, Joao Marques-Silva et Peter Schneider-Kamp. La méthode a mis en œuvre l’assistant de preuves Coq de l’Institut national de la recherche en informatique et en automatique (INRIA).
Ainsi, non seulement l’ordinateur aide à trouver des solutions à des conjectures qui sans lui seraient probablement impossibles à résoudre, mais il consolide les résultats en procédant à des contrôles a posteriori.
Un partage en trois est-il possible ? La conjecture reste aujourd’hui irrésolue. Les colossaux calculs mis en œuvre pour traiter le cas k = 2 font craindre que la réponse définitive au problème soit très longue à venir.
Pour terminer, mentionnons que récemment, on a proposé des applications des triplets pythagoriciens pour traiter trois problèmes. Ils ont tout d’abord été utilisés pour engendrer des suites pseudo-aléatoires, c’est-à-dire créées par algorithme mais impossibles à distinguer, en pratique, de suites vraiment tirées au hasard – par exemple à pile ou face avec une pièce de monnaie. Ces suites pseudo-aléatoires sont très utiles en informatique, car il est difficile de générer informatiquement des nombres véritablement aléatoires. Les triplets pythagoriciens ont également été utilisés pour mener des opérations de partage de clés en cryptographie, c’est-à-dire pour distribuer des clés de chiffrement identiques à divers utilisateurs éloignés sans qu’il soit possible pour un adversaire d’en prendre connaissance. Enfin, les triplets pythagoriciens ont été utilisés pour calculer des configurations de systèmes quantiques en leur donnant des propriétés particulières difficiles à obtenir autrement.


CHAPITRE 5
SUITE DE FIBONACCI ET NOMBRE D’OR
Le célèbre « nombre d’or », qui a nourri bien des mythes, était déjà connu dans la Grèce antique. On le trouve dans les Éléments d’Euclide sous le nom de « découpage en extrême et moyenne raison », et il est possible que Pythagore en ait eu connaissance. Une étonnante suite de nombres, définie par Leonardo Fibonacci au XIIIe siècle, le fait surgir d’un pur jeu entre entiers, sans que la géométrie intervienne. Aujourd’hui, les merveilles dévoilées par cette suite sont généralisées et attentivement étudiées par les chercheurs du monde entier.


[image: ]TERRIBLES LAPINS
Fils d’un marchand et notaire de la république de Pise, Leonardo Fibonacci y est né vers 1175 et mort vers 1250 ; il est aussi connu sous le nom de Leonardo Pisano ou Léonard de Pise. Il a beaucoup voyagé, en particulier en Égypte et en Provence, et a contribué à diffuser le système de numération décimale de position (voir le chapitre 2).
« Le livre de Fibonacci [a montré] à l’Occident le mode de pensée algébrique qui constitue la base de la science et de l’ingénierie moderne. »
Keith Devlin, 2011

Si son nom est aujourd’hui connu du grand public, c’est que Fibonacci a introduit le problème suivant dans son livre Liber abaci (Livre de l’abaque), écrit en 1202 : « Un homme met un couple de lapins dans un lieu isolé de tous côtés par un mur. Combien de couples obtient-on en un an, si chaque couple engendre tous les mois un nouveau couple à compter du troisième mois de son existence ? ».
La réponse est… 144 ! En effet, si on note F1 le nombre de couples de lapins vivant dans l’enclos au bout d’un mois, F2 le nombre au bout de deux mois, etc., on calcule : F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, F5 = 5, F6 = 8, F7 = 13, F8 = 21, F9 = 34, F10 = 55, F11 = 89, F12 = 144, ... Cette suite, à laquelle on ajoute souvent F0 = 0, porte aujourd’hui le nom de suite de Fibonacci.
Voici les quarante premiers nombres de cette suite :
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1 597, 2 584, 4 181, 6 765, 10 946, 17 711, 28 657, 46 368, 75 025, 121 393, 196 418, 317 811, 514 229, 832 040, 1 346 269, 2 178 309, 3 524 578, 5 702 887, 9 227 465, 14 930 352, 24 157 817, 39 088 169, 63 245 986. Les lapins de Fibonacci se reproduisent très vite !
[image: Illustration. Les lapins de Fibonacci : il y a 8 couples de lapins dans l’enclos au bout du 6e mois.]Les lapins de Fibonacci : il y a 8 couples de lapins dans l’enclos au bout du 6e mois.
Les nombres de la suite de Fibonacci vérifient la relation fondamentale :
Fn = Fn – 1 + Fn – 2 pour tout entier n > 1
En effet, à la fin du mois n, on trouve dans l’enclos les Fn – 1 couples qui y étaient le mois n – 1, auxquels se sont ajoutés les Fn – 2 couples nés des couples ayant atteint ou dépassé l’âge de deux mois (ils sont donc dans leur troisième mois ou plus), c’est-à-dire ceux déjà présents deux mois auparavant, qui étaient au nombre de Fn – 2.
On tire de la relation reliant Fn, Fn – 1 et Fn – 2 que :
[image: Illustration]ou encore, en faisant apparaître les quotients de deux termes consécutifs :
(Fn/Fn – 1)(Fn – 1/Fn – 2) = (Fn – 1/Fn – 2) + 1
Si on admet que le rapport Fn/Fn – 1 converge vers une limite L, celle-ci doit donc vérifier L × L = L + 1, ce qui conduit, en résolvant une équation du second degré, à l’unique solution positive :
[image: Illustration]Or ce nombre, c’est le nombre d’or, noté φ. Retenons que « le nombre d’or », aussi appelé « divine proportion », est la limite du rapport de deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci.
Ce nombre a une longue histoire. La maîtrise de la géométrie par Pythagore lui a peut-être fait rencontrer ce rapport magique ; mais c’est avec Euclide, dans les Éléments, qu’apparaît la première définition géométrique du nombre d’or. Euclide y cherche une façon harmonieuse de couper un segment en deux parties inégales. Il propose alors la définition suivante : « une droite est dite coupée en extrême et moyenne raison, quand, comme elle est toute entière relativement au plus grand segment, ainsi est le plus grand relativement au plus petit ».
En langage plus moderne, on dira : le nombre d’or φ est défini comme l’unique rapport a/b de deux longueurs a et b telles que le rapport de la somme a + b des deux longueurs sur la plus grande a soit égal à celui de la plus grande sur la plus petite :
[image: Illustration]Cette proportion apparaît dans d’autres figures géométriques, notamment dans un pentagone régulier : il est le rapport entre la longueur du segment reliant deux sommets non consécutifs, et la longueur du côté.
[image: Illustration. Les rapports EB/AB et EM/MB = MC/MB sont égaux au nombre d’or. Les triangles isocèles correspondants, AEB et MBC, sont parfois appelés « triangles d’or » ou « triangles sublimes ».]Les rapports EB/AB et EM/MB = MC/MB sont égaux au nombre d’or. Les triangles isocèles correspondants, AEB et MBC, sont parfois appelés « triangles d’or » ou « triangles sublimes ».
Au fil des siècles, le nombre d’or a fasciné de nombreux artistes tels que Léonard de Vinci ou encore Paul Sérusier qui, avec les peintres du mouvement Nabi au début du XXe siècle, espérait y trouver la clé de l’harmonie d’une œuvre d’art.
La spécialiste de l’histoire de l’art Marguerite Neveux a retracé l’origine de ce mythe, et le livre qu’elle a rédigé sur ce sujet (voir la bibliographie, p. 179) remet les choses à leur place : le nombre d’or est mathématiquement intéressant sous bien des aspects, il est présent dans certaines figures géométriques élégantes – le pentagone en est une –, il a été délibérément utilisé par de nombreux artistes, mais ce n’est pas le secret ultime pour produire de belles formes ou de beaux tableaux. Il n’a pas plus de vertus esthétiques que les nombres [image: Illustration], [image: Illustration] ou que le nombre π, par exemple.
Dans les paragraphes suivants, nous allons nous concentrer principalement sur la suite de Fibonacci, si simple à définir et si féconde, et qui nous ramènera bien sûr à plusieurs reprises au nombre d’or. Cette suite a été (et est encore) l’objet de nombreuses recherches. Sans refaire le parcours de tout ce qu’on sait sur elle (les pages de ce livre ne suffiraient pas), nous évoquerons quelques propriétés et questions fascinantes qui la concernent.

[image: ]DANS LA NATURE
Si les nombres de la suite de Fibonacci ne traduisent pas une harmonie secrète, ils sont incontestablement présents dans les fleurs de tournesol et de plusieurs autres végétaux. Lorsqu’on compte les alignements spiralés des fleurons de la fleur, on s’aperçoit qu’il y a souvent deux types de tels enroulements : dans un sens on trouvera par exemple 21 alignements, et 34 dans l’autre. Les nombres trouvés sont deux termes successifs de la suite de Fibonacci.
[image: Illustration. Les fleurons de ce tournesol s’organisent en 21 spirales dans le sens anti-horaire, et 34 spirales dans l’autre sens.]Les fleurons de ce tournesol s’organisent en 21 spirales dans le sens anti-horaire, et 34 spirales dans l’autre sens.
Une multitude de travaux, dont certains assez récents, tentent d’expliquer cette fascinante présence de la suite dans le monde vivant. Ces structures seraient liées à une utilisation optimale de l’espace, et auraient donc une origine physique. Des expériences avec des gouttelettes réussissent à reproduire de telles dispositions (voir la bibliographie, p. 179).

[image: ]DÉFINITIONS ALTERNATIVES
La définition que nous avons donnée de la suite de Fibonacci n’est qu’une définition possible parmi une multitude. En voici quelques autres qui illustrent et expliquent l’importance mathématique de la suite qui se glisse partout, même là où on l’attend le moins !
• Le nombre Fn est le nombre de façons permettant d’écrire n comme une somme de nombres entiers impairs. On a F6 = 8, car il y a huit façons d’écrire 6 comme une somme de nombres entiers impairs :


6 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 3 = 1 + 1 + 3 + 1 = 1 + 3 + 1 + 1 = 3 + 1 + 1 + 1 = 1 + 5 = 5 + 1 = 3 + 3.
• Le nombre Fn est le nombre de suites de longueur n composées d’entiers compris entre 1 et n – 2, commençant par 1, et dont deux termes consécutifs diffèrent toujours exactement d’une unité. On retrouve F6 = 8 car il y a huit de ces suites :


121212 121232 121234 123212
123232 123234 123432 123434.
• Le nombre Fn + 2 est le nombre de mots de longueur n composés de '0' et de '1' et n’ayant pas deux '1' consécutifs. On retrouve par exemple que F5 = 5, car il existe exactement cinq mots de longueur 3 ne comportant pas deux '1' consécutifs : 000, 100, 010, 001, 101. La valeur F6 = 8 provient des huit mots de longueur 4 ne comportant pas deux '1' consécutifs :


0000 1000 0100 0010 0001 0101 1001 1010.
• Le nombre Fn + 1 est le nombre de façons de paver un rectangle 2 × n avec des dominos 2 × 1. La valeur F5 = 5 provient des cinq façons (dessinées sur la figure de la page suivante) de paver le rectangle 2 × 4 avec des dominos.


[image: Illustration. Des dominos pour Fibonacci]Des dominos pour Fibonacci
D’autres définitions sont proposées dans l’encyclopédie des suites numériques de Neil Sloane (OEIS), consultable sur Internet.

[image: ]CALCULER TRÈS VITE
Comme la suite de Fibonacci apparaît dans de nombreuses branches des mathématiques – et même dans la nature – il est primordial de savoir la calculer. Or nous l’avons définie par une formule de récurrence, c’est-à-dire qu’il faut a priori calculer tous les termes précédents pour trouver un nouveau terme. Comment réussir à atteindre un terme lointain de la suite le plus rapidement possible ?
« Il n’y a pas de nombres aussi omniprésents dans les mathématiques que ceux de la suite de Fibonacci. »
Alfred Posamentier et Ingmar Lehmann, 2007

Une méthode très rapide consiste à utiliser les deux formules suivantes :
F2k = (2Fk – 1 + Fk)Fk   et   F2k+1 = Fk2 + Fk+12
Fibonacci sans douleur
Combien de couples de lapins vivront dans l’enclos après, par exemple, trois ans et trois mois ? Pour répondre à cette question, il faut calculer F39… une tâche fastidieuse, si l’on considère qu’il faut connaître tous les termes de la suite jusqu’à 39.
Les deux formules, utilisées convenablement – c’est-à-dire en ne recalculant pas deux fois ce dont on a besoin –, fournissent un algorithme efficace (il ne fait qu’un nombre d’opérations augmentant logarithmiquement en fonction du numéro du terme de la suite qu’on calcule, alors que cette augmentation est beaucoup plus rapide si on calcule « naïvement »).
Appliquons les deux formules de la page précédente au calcul de F39, en imaginant qu’on ne connaît les Fn que jusqu’à F10. On écrit alors F39 = F192 + F202, ce qui conduit à rechercher F19 et F20. Alors :
F20 = (2F9 + F10)F10 = (2 × 34 + 55) × 55 = 6 765
F19 = F92 + F102 = (342 + 552) = 4 181
En insérant ces valeurs dans la formule pour F39, on trouve finalement, sans trop de peine :
F39 = 4 1812 + 6 7652 = 63 245 986


Cette méthode est plus efficace que la fameuse formule proposée par Jacques Binet, en 1834, qui indique que :
[image: Illustration]En effet, pour l’utiliser, il faut d’abord connaître [image: Illustration] et φ avec une grande précision.
Trouver les formules que nous venons de mentionner n’est pas très facile. Mais quand on les connaît, les démontrer est une simple question de patience : il suffit de mener un raisonnement par récurrence en utilisant l’égalité φ2 = 1 + φ pour la formule de Binet ; puis, par simple substitution et simplification, on prouve les deux formules permettant le calcul rapide.

[image: ]FIBONACCI ET LES NOMBRES PREMIERS
Connaître des nombres, c’est en particulier savoir les factoriser ; mais cette tâche n’est malheureusement pas facile pour les termes de la suite de Fibonacci. C’est pourquoi, parmi les questions les plus étudiées, celle des diviseurs des nombres de cette suite préoccupe spécialement les mathématiciens. Une remarquable propriété des termes de la suite est :
« si n divise m, alors Fn divise Fm ».
Par exemple, puisque 5 divise 15, on en déduit que F5 = 5 divise F15 = 610. De même, puisque 10 divise 100, on a que F10 = 55 divise F100. On le vérifie grâce à la factorisation suivante :
F100 = 3 × 52 × 11 × 41 × 101 × 151 × 401 × 3 001 × 570 601
On tire du précédent résultat que « si Fn est premier, alors n est premier ». On le vérifie en observant que tous les nombres premiers de la suite ont des numéros qui sont des nombres premiers : F3 = 2 ; F5 = 5 ; F7 = 13 ; F11 = 89 ; F13 = 233 ; F17 = 1 597 ; F23 = 28 657 ; F29 = 514 229 ; F43 = 433 494 437, etc.
Autre propriété inattendue : « si n et m n’ont pas de diviseur commun autre que 1, alors il en est de même des termes correspondant Fn et Fm ». Cela entraîne que deux termes consécutifs de la suite n’ont jamais de facteur commun autre que 1.
Encore plus surprenant : « pour tout entier m, la suite de Fibonacci, considérée modulo m, est périodique ». On vérifie que la suite 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1 597, 2 584, ..., prise modulo 2, donne :
0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, ...
qui est de période 3.
Modulo 3, la période est 8 :
0, 1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 1, ...
On le voit, la suite de Fibonacci est tout l’opposé d’une suite quelconque, et les régularités qu’on y décèle émerveillent le mathématicien qui n’est jamais lassé d’en trouver de nouvelles.

[image: ]DE NOUVEAUX MYSTÈRES
Bien qu’étudiée depuis plus de huit siècles, la suite de Fibonacci n’a pas livré tous ses mystères. Il reste à son sujet une série de questions irrésolues. On conjecture par exemple qu’il existe une infinité de nombres premiers dans la suite de Fibonacci, sans que personne ne sache le démontrer.
Heureusement, même quand c’est difficile, on réussit parfois à avancer. Une remarquable conjecture concernant la suite de Fibonacci affirmait que les seuls nombres qui sont des puissances parfaites dans la suite sont 0 = 0n, 1 = 1n, 8 = 23 et 144 = 122. Cette conjecture a été démontrée récemment par les mathématiciens français Yann Bugeaud et Maurice Mignotte, associés au mathématicien britannique Samir Siksek. Ils ont publié leur résultat dans l’une des plus prestigieuses revues de mathématiques du monde, Annals of Mathematics, ce qui prouve que l’intérêt pour la suite de Fibonacci n’est pas uniquement celui des amateurs numérologues.
Parmi les conjectures en attente, mentionnons encore celle-ci : « pour tout nombre premier p, le premier terme de la suite de Fibonacci non nul et divisible par p n’est pas divisible par p2 ».

[image: ]LES MOTS DE FIBONACCI
Puisqu’elle est si féconde en beautés mathématiques, l’idée à l’origine de la suite de Fibonacci a été exploitée de diverses façons, dont celle qui va nous occuper maintenant, et qui concerne les mots.
La définition de la suite numérique de Fibonacci suggère celle-ci pour les suites de mots :
M1 = 1 ; M2 = 0 ; Mn = Mn – 1 + Mn – 2 pour n > 2.
Le signe « + » correspond ici à une opération de concaténation (les mots, constitués d’une suite de ‘1’ et de ‘0’, sont placés l’un derrière l’autre). Il existe des variantes avec des définitions différentes pour les deux premiers mots, mais on retombe le plus souvent sur la même suite de mots, éventuellement décalée.
Le début de la suite de mots est :
M1 = 1   M2 = 0   M3 = 01   M4 = 010
M5 = 01001   M6 = 01001010
M7 = 0100101001001
M8 = 010010100100101001010
M9 = 0100101001001010010100100101001001.
Le lien avec la suite numérique de Fibonacci est immédiat : la longueur du mot Mn est Fn. Avec un peu d’attention, on s’aperçoit en outre que le nombre de '0' dans Mn est Fn – 1 et que le nombre de '1' est Fn – 2. On en tire que le rapport entre le nombre de '0' et le nombre de '1' dans Mn tend vers le nombre d’or.
La méthode de la concaténation qui est utilisée pour la construction des mots est ici équivalente à une autre méthode : « pour passer d’un mot au suivant, remplacer chaque '0' par '01' et chaque '1' par '0' ».
On remarque que chaque nouveau mot de la suite prolonge le précédent, ce qui signifie qu’en poursuivant la construction, on obtient un mot infini composé de '0' et de '1', appelé mot infini de Fibonacci.
Une façon totalement inattendue de calculer ce mot infini fait apparaître un lien profond avec le nombre d’or. On trace le quadrillage du plan qui le découpe en carrés de côté 1 ; plus précisément on dessine, dans un repère Oxy, toutes les droites d’équation x = n et y = n avec n entier. Ensuite, on dessine la droite de pente φ passant par l’origine, soit la droite d’équation y = φ x. On la parcourt alors en commençant à l’origine des axes, et à chaque fois que l’on croise une droite verticale du quadrillage, on écrit un 0, tandis qu’à chaque fois qu’on croise une droite horizontale, on écrit un 1. Le mot infini que l’on obtient est 0100101… c’est le mot infini de Fibonacci !
[image: Illustration. Construction du mot infini de Fibonacci]Construction du mot infini de Fibonacci
Voici encore quelques propriétés étonnantes et merveilleuses de la suite des mots de Fibonacci, confirmant l’intérêt qu’il y avait à la définir.
Les deux dernières lettres des mots de la suite sont alternativement 01 et 10. En les supprimant, ce qui reste est un palindrome, c’est-à-dire un mot symétrique par rapport à son centre, comme le mot radar. On vérifie par exemple que le mot M8, sans les deux dernières lettres, est 0100101001001010010, qui est identique à lui-même quand on le lit à l’envers.
Les mots de Fibonacci et le mot infini de Fibonacci ne contiennent jamais ni le sous-mot 11, ni le sous-mot 000.
Étrange miracle, concaténer deux mots de Fibonacci successifs dans un ordre ou un autre donne presque la même chose. Plus précisément, MnMn – 1 et Mn – 1Mn sont identiques, sauf pour les deux dernières lettres qui sont inversées :
M5M6 = 0100101001010   M6M5 = 0100101001001
On trouve dans les mots finis ou le mot infini de Fibonacci des répétitions triples consécutives. Ainsi, le sous-mot 010 se trouve trois fois de suite dans M8 = 010010100100101001010. En revanche, on ne trouvera jamais de répétition quadruple d’aucun sous-mot.
Le nombre réel dont l’écriture en base 2 est donné par le mot infini de Fibonacci 0,010010100… est – comme les nombres π et e –, un nombre transcendant, c’est-à-dire n’est la racine d’aucune équation polynomiale à coefficients entiers (voir le chapitre 7).
Toujours aussi inattendu : le nombre de sous-mots différents de longueur n présents dans le mot infini de Fibonacci est exactement n + 1. Par exemple, les seuls sous-mots de longueur 4 qu’on trouvera sont : 0010, 0100, 0101, 1001, 1010.
On sait depuis 2012, grâce aux profonds et difficiles travaux de Yann Bugeaud et Boris Adamczewski, que les nombres réels dont le rapport :
[image: Illustration]est borné, sont soit des nombres rationnels, soit des nombres transcendants. Ce théorème, avec la propriété énoncée juste avant, prouve à nouveau que le nombre réel dont les chiffres binaires sont ceux du mot infini de Fibonacci est un nombre transcendant.

[image: ]LA FRACTALE DE FIBONACCI
Détaillons, pour finir, une dernière manifestation, aussi troublante qu’esthétique, de l’harmonie créatrice qui naît de la suite de Fibonacci.
Disposant des mots finis de Fibonacci, il est tentant de les utiliser pour dessiner des courbes. La méthode suivante produit un intéressant résultat.
On choisit un mot Mn dont on va parcourir les Fn lettres en dessinant des segments de longueur 1. On part tout d’abord de l’origine, en se plaçant dans la direction « vers le haut ». Ensuite, quand on lit la k-ième lettre de Mn, on trace un segment en suivant la direction que l’on a, puis, si la k-ième lettre lue est un '1', on garde la même direction ; tandis que si la k-ième lettre lue est un '0', on tourne vers la droite si k est pair, et vers la gauche si k est impair.
Les courbes que l’on trace par cette méthode (voir la figure ci-contre) ne se recoupent jamais.
Les courbes obtenues par les différents mots se classent en trois catégories, selon que l’indice du mot utilisé est un multiple de 3, un multiple de 3 additionné de 1, ou un multiple de 3 additionné de 2. Si on s’intéresse à toutes les courbes correspondant aux multiples de 3, en les tournant et en les ramenant à la même taille, alors le dessin converge vers une forme unique très découpée. L’étude mathématique de cette forme limite a été faite par Alexis Monnerot-Dumaine en 2008. C’est une forme fractale !
Les formes fractales possèdent une structure qu’on retrouve à diverses échelles, par exemple en choisissant différents niveaux de zoom progressivement (on dit qu’elles sont auto-similaires). Ce sont souvent des objets mathématiques infiniment morcelés ou découpés. Les premières formes fractales furent introduites au XIXe siècle, mais on ne comprit leur importance pour modéliser les structures du monde physique qu’au XXe siècle, en particulier grâce aux travaux de Benoît Mandelbrot (1924-2010). On trouve par exemple des formes fractales quand on cherche à mathématiser la forme des poumons humains, quand on veut rendre compte d’une côte très irrégulière comme celle de la Bretagne, ou lorsqu’on étudie le mouvement d’agitation de particules microscopiques.
[image: Illustration. La fractale de Fibo nacci]La fractale de Fibo nacci
Mathématiquement, les fractales sont caractérisées par leur dimension fractale (ou dimension de Hausdorff) non entière. En comparaison, la dimension d’une courbe lisse (cercle, droite, parabole, etc.) est de 1, et la dimension d’un bout de surface plein (disque, carré rempli, etc.) est de 2.
La dimension fractale de la figure limite associée aux mots de Fibonacci est :
3 log φ / log(1 + [image: Illustration]) = 1,6379…
La frontière de la fractale est elle aussi très découpée. Elle définit une autre figure fractale dont la dimension est plus petite que la précédente :
log 3 / log(1 + [image: Illustration]) = 1,2465…
De manière remarquable, d’autres procédés de constructions conduisent à cette même forme fractale. Tout comme le célèbre tapis de Sierpiński (voir l’encadré ci-contre), la fractale de Fibonacci s’obtient aussi par évidements successifs. On part d’un rectangle plein de côté 1 et [image: Illustration], on enlève un carré de côté 1/[image: Illustration] au milieu en bas du rectangle, puis on recommence en enlevant à chaque étape une série de carrés dont la taille est divisée d’une étape à l’autre par 1 + [image: Illustration].
Le vertige des fractales
L’une des plus simples des formes fractales est le tapis de Sierpiński, proposé par le mathématicien polonais Waclaw Sierpiński en 1916.
Sa construction commence avec un carré plein, que l’on divise en neuf carrés plus petits de même taille. On retire ensuite le carré central. Les huit carrés restants sont alors chacun découpés à leur tour en neuf carrés plus petits, dont on retire à chaque fois celui placé au centre. En poursuivant ce procédé indéfiniment, on obtient une forme infiniment trouée.
Cette forme n’est ni vraiment une surface – de dimension 2 –, ni vraiment une courbe – de dimension 1 –, mais un objet géométrique de dimension 1,8928…
[image: Illustration. Le tapis de Sierpiński]Le tapis de Sierpiński


À la grande surprise de tous, Rob Knot a découvert un procédé encore plus simple pour arriver à cette fractale de Fibonacci : on suit les chiffres d’un mot de Fibonacci en traçant des segments de longueur 1 comme dans la première construction, mais maintenant on tourne à droite ou à gauche à chaque nouvelle lettre, en changeant de direction pour tourner quand la lettre lue est 1.
Que d’aventures extraordinaires pour les couples de lapins de Fibonacci !


CHAPITRE 6
LOI DE BENFORD
Les nombres de la vie courante montrent parfois des régularités qui semblent s’opposer au bon sens. La loi de Benford est l’une de ces propriétés inattendues des séries numériques. Dans un premier temps, elle a paru paradoxale. Après avoir cerné les cas où elle est vraie et ceux où elle ne s’applique plus, on réussit de mieux en mieux à lui trouver des explications, et même à la justifier mathématiquement.


[image: ]UN JOURNAL AU HASARD
Pythagore recherchait et trouvait les nombres partout dans l’univers. Ces nombres du monde réel, de la vie de tous les jours, respectent des lois que nous comprenons de mieux en mieux – y compris la loi de Benford, que Pythagore ignorait sans doute totalement et qu’il aurait été le premier à trouver étonnante et exigeant une explication. Cette loi de Benford sera le sujet de ce chapitre. Vous verrez qu’elle est à la fois inattendue et profondément insolite ; pour la découvrir, nous allons tout simplement… consulter le journal.
Le 6 août 2020 à midi, en lisant la page d’accueil du site du journal Le Monde, j’ai noté dans l’ordre où ils apparaissent les trente premiers nombres mentionnés… et je vous assure que je n’ai fait aucun autre essai, ailleurs ou un autre jour, pour disposer de résultats plus réguliers ou plus nets me permettant de mieux appuyer ma démonstration.
Les nombres lus sont : 137 ; 5 000 ; 15 ; 150 ; 6 ; 19 ; 4 ; 5 ; 3,3 ; 76 ; 19 ; 55 ; 10 ; 60 ; 5 ; 5,99 ; 3 ; 6 ; 1 913 ; 6 ; 4 ; 7 ; 1 ; 4 ; 7 ; 2 750 ; 2 ; 5 ; 8 ; 3.
Si on ne considère que le premier chiffre de chacun de ces nombres, on trouve qu’il y a 8 fois le '1', 2 fois le '2', 3 fois le '3', 3 fois le '4', 6 fois le '5', 4 fois le '6', 3 fois le '7', 1 fois le '8', 0 fois le '9'. Bien sûr, à cette position, le '0' n’est pas possible.
Le chiffre le plus représenté dans cette position est donc le '1'. Les deux chiffres les moins représentés sont le '8' et le '9'. Les trois premiers, '1', '2' et '3', totalisent 13 occurrences, tandis que les trois derniers, '7', '8' et '9', en totalisent seulement 4.
Bien que les fluctuations statistiques empêchent de tirer une règle générale pour cette série très courte, on a l’impression que lorsqu’on ne retient que le chiffre le plus à gauche dans les nombres mentionnés dans un journal, la fréquence d’utilisation des chiffres de '1' à '9' décroît.
Cette décroissance, ici tout juste soupçonnée, est l’objet de la loi de Benford. Celle-ci indique que dans un contexte général comme celui des nombres rencontrés en lisant un journal, la probabilité de rencontrer le '1' comme premier chiffre est supérieure aux probabilités de rencontrer les autres chiffres, qui vont en décroissant.
En notant p(i) cette probabilité pour le chiffre i, la loi donne des probabilités précises :
p('1') = 30,1 %   p('2') = 17,6 %   p('3') = 12,5 %
p('4') = 9,7 %   p('5') = 7,9 %   p('6') = 6,7 %
p('7') = 5,8 %   p('8') = 5,1 %   p('9') = 4,6 %
En relevant une grande quantité de nombres dans votre journal – et pas seulement trente – vous en trouverez 30 % environ qui commencent par '1', et moins de 5 % qui commencent par '9'. Incroyable !

[image: ]NEWCOMB ET BENFORD
Bien qu’aujourd’hui universellement connue sous le nom de loi de Benford, cette loi a été découverte en 1881 par l’astronome Simon Newcomb, qui avait observé une usure du papier des tables de logarithmes bien plus importante pour les pages des nombres commençant par '1' que pour les pages des nombres commençant par '9'. L’article qu’il publia sur le sujet dans le American Journal of Mathematics passa inaperçu. C’est pourquoi, lorsque le physicien Frank Benford remarqua à son tour l’usure inégale des pages et étudia le phénomène 57 ans plus tard, il crut être le premier à formuler cette loi qui aujourd’hui porte indûment son nom.
Les articles de Newcomb et de Benford ne se contentent pas de faire une constatation empirique ; ils proposent, chacun de leur côté, la même formule mathématique pour indiquer la probabilité des chiffres. La probabilité de rencontrer le chiffre c comme premier chiffre significatif d’un nombre est, d’après eux :
log10(1 + 1/c)
où le logarithme utilisé est le logarithme décimal.
La loi semble ainsi correspondre à une harmonie cachée du monde, présente dans les nombres qu’il produit – une harmonie semblable à celle que Pythagore recherchait.
Une bonne loi de probabilité
Rappelons que pour a et b strictement positifs :
log10(10) =1 ; log10(1) = 0 ;
log10(ab) = log10(a) + log10(b) ;
log10(a/b) = log10(a) – log10(b)
Ainsi, la valeur log10(1 + 1/c) proposée comme probabilité de rencontrer le chiffre c convient parfaitement, puisque la somme des neuf probabilités données par la loi vaut exactement 1 :
log10(1 + 1/1) + log10(1 + 1/2) + ... + log10(1 + 1/9) = log10(2) + log10(3/2) + ... + log10(10/9) = log10((2 × (3/2) × (4/3) × ... × (10/9)) = log10(10) = 1



[image: ]LE TABLEAU DE BENFORD
Le tableau original des observations numériques publiées par Benford en 1938 est reproduit en page suivante. Ce tableau indique la fréquence des premiers chiffres significatifs de nombres pris dans diverses séries statistiques concernant la géographie, les mathématiques, des résultats sportifs, etc. Les nombres apparaissant dans ces séries ont un premier chiffre significatif qui est plus souvent '1' que '2', lui-même plus souvent premier chiffre significatif que '3', etc.
Les proportions constatées sur l’ensemble du tableau coïncident assez bien avec la série des valeurs données par la formule p(c) = log10(1 + 1/c).
De nombreuses autres séries statistiques ont été testées depuis. Le phénomène apparaît très fréquemment, quoi que, comme nous allons le voir, certaines exceptions se produisent.

[image: ]GÉNÉRALISATIONS DE LA LOI
Avant d’examiner en quel sens cette loi est vraiment une loi scientifique, et quelles explications on peut en fournir, notons qu’elle se généralise de deux façons intéressantes.
D’une part, la loi n’est pas liée à notre base de numération. Elle reste valable si on remplace la base de numération 10 par la base de numération b (b ≥ 2) : la probabilité de rencontrer le chiffre c comme premier chiffre significatif d’un nombre écrit en base de numération b est alors :
[image: Tableau. Chiffres de l’article de Benford de 1938]Chiffres de l’article de Benford de 1938


logb(1 + 1/c),
le logarithme étant cette fois le logarithme en base b tel que logb(x) = log(x)/log(b) pour tout x strictement positif.
La deuxième généralisation concerne la mantisse des nombres réels. On appelle « mantisse d’un nombre réel r » le seul nombre de la forme r × 10n (n entier positif ou négatif) tel que : 1 ≤ r × 10n < 10. La mantisse de 0,25 est 2,5 ; la mantisse de 1 024 est 1,024 ; la mantisse de 5 000 000 est 5. La loi pour les mantisses indique que la probabilité que la mantisse d’un nombre réel se trouve dans l’intervalle [a, b] est :
(log10(b) – log10(a)).
Cette seconde généralisation – bien sûr adaptable à toute base de numération – redonne la version initiale de la loi de Benford en prenant a = c et b = c + 1, car :
log10(c + 1) – log10(c) = log10((c + 1)/c) = log10(1 + 1/c)
Cette généralisation conduit à une remarque surprenante : lorsqu’une série de nombres satisfait la loi de Benford sur les mantisses, la probabilité de trouver un second chiffre égal à x (par exemple 5) dépend du premier chiffre.
Prenons un exemple. La probabilité que le second chiffre significatif soit '5' quand le premier est '1' vaut :
(log(1,6) – log(1,5))/(log(2) – log(1)) = 9,31 %
Alors que la probabilité que le second chiffre significatif soit '5' quand le premier est '8' vaut :
(log(8,6) – log(8,5))/(log(9) – log(8)) = 9,93 %
La généralisation permet aussi d’étudier ce qui se passe pour les chiffres qui s’éloignent des premières positions. La réponse est cette fois conforme à ce qu’attend le bon sens : si une série de nombres satisfait la loi de Benford, alors plus un chiffre est positionné loin après le premier chiffre, plus la probabilité que ce soit un '0', un '1', un '2', ... ou un '9' est proche de 1/10 (cette fois, le '0' est possible). Autrement dit, les présences d’un chiffre ou d’un autre deviennent toutes équiprobables, et le hasard uniforme règne à nouveau en maître.
Pour le second chiffre, les probabilités sont respectivement :
q('0') = 11,96 %   q('1') = 11,39 %   q('2') = 10,88 %
q('3') = 10,43 %   q('4') = 10,03 % q('5') = 9,67 %
q('6') = 9,34 %    q('7') = 9,03 %    q('8') = 8,76 %
q('9') = 8,50 %.
Pour le quatrième chiffre, toutes les probabilités sont comprises entre 9,98 % et 10,02 %.
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Immanquablement, face à cette prétendue « loi », on se pose des questions : est-elle vraiment toujours vérifiée ? En quel sens s’agit-il d’une loi ? D’où provient-elle, et quel en est le sens profond ?
La réponse à la première question est : non, la loi n’est pas systématiquement vérifiée, et le croire serait une grave erreur.
Voici quelques cas évidents où elle n’est pas satisfaite du tout. Les numéros de téléphone compulsés dans un annuaire ne la vérifient pas, car les opérateurs distribuent les numéros en fonction de critères particuliers et systématiques (les numéros peuvent d’ailleurs commencer par '0'). De même, les numéros des plaques d’immatriculation de voitures, qui sont parfois distribués dans l’ordre, ne la vérifient pas. Les tailles des êtres humains adultes, mesurées en mètres, commencent dans plus de 98 % des cas par un '1', et donc la loi de Benford n’est pas satisfaite pour des données statistiques sur ces tailles. Autre exemple : les prix de vente d’un modèle particulier de voiture neuve varient peu d’un concessionnaire à l’autre, et donc ne vérifient pas la loi. Plus généralement, à chaque fois que des données statistiques sont contraintes de rester dans un intervalle étroit, la loi de Benford n’est pas satisfaite.
Pour tester son idée, comme nous l’avons vu, Benford avait collecté 20 229 observations diverses incluant des données d’origines variées. Ses constatations ont été depuis refaites un grand nombre de fois. Des études récentes, fondées sur des collectes de nombres bien plus volumineuses et un examen statistique plus fin, tempèrent cependant l’enthousiasme.
P. Scott et M. Fasli, de l’université de l’Essex, ont examiné 230 séries statistiques incluant au total près de 500 000 données. Ils remarquent que le phénomène de décroissance des probabilités d’un chiffre à l’autre est quasi général, mais qu’il ne suit de près la loi de Benford que dans 29 séries. Bien souvent, la décroissance n’est pas exactement conforme à la loi des logarithmes. Celle-ci doit donc être vue comme une approximation, souvent grossière, de ce qui est observé. Les lois déterminant réellement la probabilité d’apparition du premier chiffre significatif sont, dans le monde réel, des variantes de la loi pure fixée par les logarithmes que Newcomb et Benford ont formulée.
Le cas des chiffres provenant de données financières est caractéristique ; les chiffres de ce domaine sont souvent présentés comme suivant bien la loi de Benford. Or, à y regarder de près, ils s’en écartent assez systématiquement.
Reste que, même si l’ajustement n’est pas parfait et ne le devient pas nécessairement quand on multiplie les données examinées, la loi de Benford est pertinente en première approximation pour de nombreuses séries numériques réelles, et est bien meilleure que l’attribution d’une probabilité de 1/9 à chaque chiffre non nul que nous souffle l’intuition. Pourquoi donc ?

[image: ]DES SUITES MATHÉMATIQUES
Considérons d’abord les suites purement mathématiques pour lesquelles un ensemble de résultats – certains récents – éclairent la règle et ses exceptions.
En 1968, le mathématicien russe Vladimir Arnold, associé à André Avez, démontra que la suite numérique (2n) satisfait exactement la loi de Benford à l’infini. L’énoncé précis est le suivant : la proportion des éléments de la suite considérée jusqu’à n, dont le premier chiffre est 1, tend vers log10(2) quand n tend vers l’infini, conformément à la loi de Benford ; et il en va de même pour les autres chiffres c pour lesquels la limite est bien le log10(1 + 1/c) attendu.
Diverses généralisations ont été obtenues depuis. On a d’abord montré que la suite (rn), avec r nombre réel positif, satisfait la loi de Benford à l’infini pourvu que log10(r) ne soit pas un nombre rationnel (c’est-à-dire un rapport de deux entiers).
Les suites (3n), (4n), (5n) satisfont donc la loi de Benford, alors que (10n) et (10)n/2 ne la satisfont pas, ce qu’il est immédiat de constater.
En 2005, Paul Jolissaint, de l’Institut de Mathématiques de Neuchâtel, a démontré un résultat très général concernant les suites définies par une relation de récurrence du type :
f(n) = a1 f(n – 1) + a2 f(n – 2) + ... + ap f(n – p)
Ce résultat permet en particulier de savoir que la suite de Fibonacci (voir le chapitre 5) satisfait la loi de Benford à l’infini.
Le résultat s’applique aussi à la suite obtenue en ne retenant qu’un élément sur deux de ces suites, ou en ne retenant que les éléments dont le numéro est un carré parfait ; et plus généralement à toutes les suites extraites en ne retenant que les termes dont le numéro est donné par un polynôme (fixé) à coefficients entiers ne prenant que des valeurs positives différentes. Il est remarquable que la démonstration de ce beau théorème s’appuie sur un résultat de 1916, dû au grand mathématicien Hermann Weyl (1885-1955).
D’autres démonstrations récentes établissent que les suites n! = n(n – 1)…3 × 2 × 1 et nn satisfont aussi parfaitement la loi de Benford à l’infini. On sait encore que si (xn) satisfait la loi de Benford, il en va de même de (cxn), avec c constante positive quelconque, ou même de (xnp), avec p entier quelconque non nul.
En revanche, aucune des suites (b × n) avec b > 0, (nb) avec b > 0, (logb(n)), (pn) (n-ième nombre premier), (log(pn)) ne vérifient la loi de Benford, tout simplement parce que les fréquences associées aux chiffres ne convergent pas.
Le cas de la table de constantes mathématiques que Simon Plouffe collecte depuis de nombreuses années, et qui contient aujourd’hui plus d’un milliard de nombres, est intéressant, car elle satisfait assez bien la loi de Benford. Simon Plouffe exploite d’ailleurs cette loi pour détecter les erreurs qui pourraient s’y glisser.
Reste que les résultats qu’on obtient dans le monde parfait des mathématiques ne justifient pas ce que Newcomb et Benford ont vu pour les séries de nombres provenant du monde réel. C’est pourquoi de nombreuses études tentent d’expliquer rationnellement l’étrange phénomène. Cinq types d’explications sont proposés ; nous allons les exposer rapidement.

[image: ]CONVERGENCE DES FRÉQUENCES
Pour les numéros des rues qu’on trouve dans des adresses collectées dans un annuaire – et qui vérifient assez bien la loi de Benford –, une idée simple vient immédiatement à l’esprit. Si une rue possède 50 numéros, alors plus d’un cinquième des numéros commencent par un '1' (à cause de l’enchaînement de numéros 10, 11, 12, ..., 19) ; si elle en possède 20 ou 200, plus de la moitié des numéros commencent par un '1'. Il est donc parfaitement normal que dans une rue dont la longueur est inconnue, ou que lorsqu’on considère une multitude de rues, on trouve en moyenne plus souvent des numéros commençant par '1' que par '9' (et plus généralement par le chiffre c que par c + 1).
Réfléchissons à cette observation en étudiant les chiffres qui apparaissent dans les entiers compris entre 1 et n. Notons fr1(n) la fréquence des entiers commençant par '1' parmi les entiers compris entre 1 et n, fr2(n) la fréquence pour le '2', fr3(n) la fréquence pour le 3, etc.
« Bien que l’énoncé empirique de cette loi semble tout aussi simple que n’importe quelle autre loi de probabilité, trouver des explications à ce phénomène est bien plus compliqué. »
Jonathan Harter, 2013

Que se passe-t-il pour un entier n très grand ? L’étude de fr1(n) montre malheureusement qu’il n’y a pas convergence : fr1(n) oscille indéfiniment entre 1/9 et 5/9. L’oscillation est de plus en plus lente, mais son amplitude reste de 4/9. La suite fr9(n) oscille, elle, entre 1/81 et 1/9. Comment s’en sortir ?
Pour adoucir ces oscillations, l’idée vient de faire la moyenne des fr1(k) pour k variant de 1 jusqu’à n. C’est ce qu’on nomme la moyenne de Césaro de la suite fr1(n). On obtient alors une nouvelle suite qui ne converge toujours pas, mais qui varie cette fois dans un intervalle plus étroit.
En réitérant ce procédé de moyenne, on obtient des suites qui varient dans des intervalles de plus en plus étroits. En 1966, B. Flehinger a démontré que l’intervalle qu’on obtient en poursuivant ces calculs de moyennes de moyennes est, à l’infini, réduit à un point qui est justement le log10(2) attendu pour la probabilité d’observer le chiffre '1' en première position.
Pour les autres chiffres, le constat est analogue. On peut donc affirmer qu’au sens des moyennes itérées de Césaro, la fréquence des nombres commençants par c dans l’ensemble de tous les nombres entiers est log10(1 + 1/c).
D’autres méthodes mathématiques analogues aux moyennes de Césaro permettent d’attribuer une « mesure » à l’ensemble des nombres entiers commençant par '1' ou '2', …, ou '9'. Toutes celles connues et possédant des propriétés raisonnables (par exemple que l’ensemble des nombres pairs ait pour mesure 1/2) conduisent au même résultat, et accordent à l’ensemble des nombres entiers commençant par c la mesure log10(1 + 1/c), conforme à ce que dicte la loi de Benford. On peut interpréter ces résultats comme la démonstration que la suite des entiers 1, 2, 3, …, n, … vérifie une forme « faible » de la loi de Benford. C’est déjà une explication que les numéros de rues satisfont la loi de Benford.
Chose amusante, lorsqu’on utilise ces mesures, on constate que le rapport de la densité relative des nombres premiers commençants par c, sur la densité de tous les nombres premiers, est exactement log10(1 + 1/c). Les nombres premiers qui, au sens de la fréquence, ne suivent pas la loi de Benford (car il n’y a pas convergence de la fréquence) la vérifient donc au sens de ces mesures.
Aussi merveilleux que soient ces résultats, ils ne suffisent pas à expliquer tous les cas concrets de rencontre avec des données statistiques conformes à la loi de Benford. Il faut trouver d’autres explications.

[image: ]MULTIPLICATION
ET CHANGEMENT DE BASE
Une chose a depuis longtemps étonné les statisticiens : la loi de Benford est satisfaite pour les longueurs des fleuves quand on mesure ces longueurs en kilomètres, mais aussi quand on les mesure en milles ou avec n’importe quelle unité de longueur. Cette invariance lors de la multiplication des données par une constante a été étudiée, et Roger Pinkham a démontré en 1961 que la seule loi sur les mantisses qui soit invariante par multiplication est celle correspondant à la loi générale de Benford.
En clair, cela signifie que s’il existe une loi pour les mantisses et que – comme on s’y attend – cette loi ne dépend pas des unités de mesure utilisées pour collecter les données, alors cette loi ne peut être que la loi de Benford. Un résultat analogue concernant le changement de base de numération a été démontré par Theodore Hill en 1995.
Ces deux résultats, associés à ceux sur les mesures cités plus haut, établissent de manière concordante que si une loi doit être envisagée pour le premier chiffre significatif, cela ne peut être que la loi de Benford, et non pas la loi équitable du 1/9 que le bon sens naïf semblait souffler.
Même si la loi de Benford est la seule possible pour les mantisses et le premier chiffre significatif, cela ne démontre pas que c’est celle qu’on rencontrera pour des données réelles. Une troisième catégorie de résultats nous approche un peu plus de ce but.

[image: ]BONS MÉLANGES
En 1996, Theodore Hill démontre qu’un « bon mélange » de lois quelconques – ne vérifiant pas individuellement la loi de Benford – donne des nombres vérifiant globalement la loi de Benford. Sous une forme un peu plus précise, le résultat est le suivant.
Si on choisit au hasard une distribution de probabilités (dans un ensemble varié de distributions ne vérifiant pas nécessairement la loi de Benford), et si on choisit un nombre selon cette distribution et qu’on recommence un grand nombre de fois cette double opération de choix, alors si le processus général de ces choix est indépendant de la base de numération (ou des unités de mesure) la série produite vérifiera la loi de Benford.
Ce théorème semble expliquer pourquoi, quand on prend tous les nombres trouvés dans un journal – ils proviennent de lois variées et sans liens précis les unes avec les autres (loi pour le nombre de victimes d’accidents, loi pour des données économiques, loi pour des durées diverses, etc.), qui ne vérifient pas toutes la loi de Benford –, alors on obtient un ensemble de nombres se conformant assez bien à la loi de Benford. La loi de Benford surgit donc même d’un hasard inhomogène presque quelconque, et non pas de mécanismes secrets et précis qui seraient à l’œuvre dans notre monde et que nous ne soupçonnerions pas.
Pourtant, même si ce dernier résultat explique que des données mélangées satisfont la loi de Benford, il semble nécessaire de le compléter encore par des résultats qui indiqueront que des processus probabilistes (comme ceux qui fixent la longueur des fleuves) engendrent des données numériques vérifiant la loi de Benford. On tente donc d’imaginer des algorithmes, si possible élémentaires, donnant des séries aléatoires conformes à la loi de Benford, et d’argumenter que le monde réel est tel qu’il agit un peu comme ces algorithmes. Voici l’exemple d’un tel résultat.
Si on choisit au hasard uniformément des nombres x entre deux entiers a et b, et qu’on calcule cx (c > 0), alors la série de nombres ainsi engendrés vérifie la loi de Benford.
D’autres résultats du même genre (multiplications de nombres aléatoires entre eux, exponentielle de loi normale, etc.), décrivent des mécanismes probabilistes qui produisent des séries numériques satisfaisant la loi de Benford, ou au moins la satisfaisant approximativement.
Reste cependant une certaine insatisfaction, car les processus proposés ne semblent pas recouvrir la généralité des cas rencontrés avec les données numériques concrètes vérifiant la loi de Benford. On ne voit pas d’explication précise, par exemple, à ce que la table des constantes mathématiques de Simon Plouffe se conforme à la loi de Benford.
Clôturons cette revue par un dernier type d’explications. L’idée est la suivante : si on considère des nombres réels quelconques, par exemple des longueurs de fleuves mesurées en kilomètres avec une précision de la dizaine de mètres, il n’y a pas de raison pour que le premier chiffre après la virgule soit plus souvent un '0' qu'un '1', ou un '2', etc. C’est vrai aussi pour le logarithme de ces nombres, quand les nombres varient sur plusieurs ordres de grandeur (ce qui fera varier le logarithme sur plusieurs intervalles [n, n + 1]). Or, quand on traduit cette remarque, on tombe sur la loi de Benford concernant les mantisses, loi qui redonne la loi de Benford classique. Le lecteur souhaitant des détails sur ce type d’explications les trouvera dans des articles de Nicolas Gauvrit et moi-même publiés en 2011 (voir la bibliographie, p. 180).
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Même imparfaitement analysée, cette loi logarithmique sur la fréquence des chiffres a aujourd’hui trouvé plusieurs applications. Des statisticiens convaincus que, sauf cas exceptionnels, des données doivent la vérifier, l’utilisent pour repérer des comptabilités truquées, ou pour révéler le manque de sérieux de séries statistiques économiques suspectées d’être bidonnées. Le test de la loi de Benford serait même devenu un outil courant dans la chasse aux fraudes fiscales aux États-Unis.
Une étude de psychologie expérimentale menée par Andrea Dickmann, de l’Institut Fédéral Suisse de Technologie à Zurich, a validé cette méthode. Des sujets à qui on demande de créer des données fantaisistes les produisent sans respecter la loi de Benford (ou très imparfaitement), et fournissent donc des données faciles à distinguer des séries réelles. Malheureusement, quelqu’un d’informé saura, sans trop de mal, tromper un test fondé sur le premier chiffre significatif. Mais Dickmann montre que si on prend en compte le second chiffre, la fraude devient si manifeste qu’aucun sujet humain ne semble en mesure d’échapper à ce repérage statistique.
En 2019, Laurent Polidori, de l’université de Toulouse, et Mhamad El Hage, de l’université de Tripoli, ont proposé une nouvelle application de la loi de Benford : l’évaluation de la qualité de modélisation d’un terrain. Les chercheurs ont vérifié que l’altitude des divers points d’un modèle ne suit pas, en général, une loi de Benford, car cette variable ne varie pas sur un nombre suffisant d’ordres de grandeur (et même si les points du modèle ne sont pas conformes à la réalité, les erreurs d’altitude ne modifient que rarement le premier chiffre significatif). En revanche, la pente du terrain en divers points de la zone doit vérifier la loi de Benford. En examinant la conformité des séries numériques liées à cette variable, on peut donc évaluer la qualité d’un modèle sans avoir à refaire de mesures sur place.
La loi de Benford apparaît si importante à certains qu’ils ont suggéré d’en tenir compte pour la conception des ordinateurs. Nos machines sont en effet conçues en supposant implicitement que chaque chiffre autre que 0 possède la probabilité 1/9 d’apparaître comme premier chiffre significatif, alors qu’elles rencontreront plus souvent des nombres commençant par '1' que par '9' (et plus généralement c que c + 1). Un ajustement de la structure même des ordinateurs permettrait de gérer un peu mieux leurs mémoires et leurs calculs qu’on ne le fait aujourd’hui.

[image: ]GRANDE QUESTION
Finalement, ces résultats soulèvent une grande question : est-ce nous humains, ou le monde physique particulier dans lequel nous vivons, ou une raison plus générale encore, qui explique les nombreuses séries numériques s’ajustant à la loi de Benford ?
Les théorèmes généraux d’invariance par changement d’unité de mesure ou de base de numération, le fait que des catégories nombreuses de suites mathématiques et la table des constantes de Simon Plouffe la vérifient, le raisonnement sur les mantisses à la fin de notre liste d’explications… : tout cela nous a fait progresser. Il semble à peu près certain, aujourd’hui, que l’explication ultime n’est pas liée à une façon particulière que nous avons d’examiner le monde et de le mettre en chiffres, ni à une propriété singulière de notre univers physique et que d’autres univers pourraient ne pas posséder, mais procède de principes généraux encore incomplètement identifiés. Des principes que seules sans doute les mathématiques conduiront à formuler parfaitement… si c’est possible.


CHAPITRE 7
PI ET LES NOMBRES TRANSCENDANTS
Le nombre π est connu de tous, et on apprend à l’utiliser dès l’école primaire. Les mathématiciens s’efforcent de comprendre sa nature depuis plus de deux millénaires, comme le révèle le fameux problème de la « quadrature du cercle ». Cela les a conduits à classer les nombres réels en plusieurs catégories, et π appartient à la catégorie la plus intéressante et la plus mystérieuse : celle des nombres « transcendants ».
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Nous avons vu que l’école pythagoricienne attachait une importance particulière aux nombres entiers tels que 1, 2, 3, …, aussi dénommés « entiers naturels ». Ces derniers se classent en diverses catégories : il y a les nombres pairs, les nombres triangulaires, les nombres carrés, les nombres premiers, etc. Nous avons rencontré et étudié certaines de ces sous-familles au chapitre 2.
Cependant les entiers naturels ne sont qu’une infime partie de l’univers des nombres que les mathématiciens utilisent et dont ils explorent les propriétés. Dans les pages qui suivent, nous allons donc nous intéresser aux ensembles de nombres qui étendent l’ensemble des entiers naturels, c’est-à-dire dont cet ensemble est un sous-ensemble.
En notation moderne, l’ensemble des entiers naturels dans lequel on inclut 0 est noté N (on l’écrit parfois avec une double barre oblique). C’est bien sûr un ensemble infini. Pour l’étendre, on considère d’abord les nombres entiers négatifs, –1, –2, –3, …, qui servent par exemple à mesurer des dettes ou des parcours à reculons. Regroupés avec les entiers naturels, ils constituent l’ensemble des « entiers relatifs », noté Z. La lettre 'z' est la première lettre du mot allemand zahl qui signifie « nombre ».
On dresse facilement une liste complète et sans répétition de tous les éléments de Z :
0, 1, –1, 2, –2, 3, –3, …, n, –n, …
Après les entiers relatifs viennent les fractions ou « nombres rationnels » : 1/2, –4/11, 314/100, etc. Leur ensemble est noté Q, d’après le mot « quotient ».
Il existe une infinité de nombres rationnels, mais contrairement à une première impression, ils forment un ensemble infini de même nature que les entiers naturels : l’infini dénombrable. Cela signifie que comme pour Z, on peut présenter une liste r0, r1, r2, … des nombres rationnels sans répétitions et sans rien oublier.
Démontrer que Q est dénombrable
Voici un procédé pour obtenir la liste des nombres rationnels sans répétitions et sans rien oublier.
• On commence par prendre 0.
• On considère alors toutes les fractions positives dont la somme du numérateur et du dénominateur vaut 2. Il n’y a que 1/1. On ajoute 1/1 à la liste, ainsi que son opposé –1/1.
0, 1/1, –1/1
• On ajoute les fractions positives dont la somme du numérateur et du dénominateur vaut 3. Il y a 2/1 et 1/2. On les ajoute, ainsi que leurs opposés :
0, 1/1, –1/1, 2/1, 1/2, –2/1, –1/2
• On poursuit avec les fractions positives de numérateur décroissant dont la somme du numérateur et du dénominateur vaut 4. Il y a 3/1, 2/2, et 1/3. On ne garde pas 2/2 car il se simplifie en 1/1, déjà listé. On ajoute ceux retenus ainsi que leurs opposés :
0, 1/1, –1/1, 2/1, 1/2, –2/1, –1/2, 3/1, 1/3, –3/1, –1/3
• On continue de la même façon en faisant attention de ne pas garder les fractions qui se simplifient, car elles apparaissent avant dans la liste. Si on le souhaite, on peut simplifier la notation n/1 par n, ce qui fait bien apparaître que Q contient N et Z.
0, 1, –1, 2, 1/2, –2, –1/2, 3, 1/3, –3, –1/3, …
Le procédé n’oublie aucun nombre rationnel, et ne prend chacun qu’une seule fois. Il établit donc qu’il y a exactement autant d’entiers naturels que de nombres rationnels. Au n-ième élément de la liste correspond un rationnel unique, et aucun n’est oublié : on dit qu’il y a une bijection entre N et Q.



[image: ]LES NOMBRES ALGÉBRIQUES
Continuons notre revue. Comme on l’a découvert du temps de Pythagore, le nombre [image: Illustration] n’est pas un nombre rationnel (voir le chapitre 1). Cependant ce nombre est une solution de l’équation :
X2 – 2 = 0
On introduit donc un nouvel ensemble qui regroupe tous les nombres solutions d’équations du même type, c’est-à-dire solutions d’équations polynomiales à coefficients entiers. Cela donne l’ensemble des « nombres algébriques » que l’on note A.
Dans A, il y a par exemple le nombre d’or (1 + [image: Illustration])/2 (voir le chapitre 5), car c’est une solution de l’équation polynomiale à coefficients entiers :
X2 – X – 1 = 0
L’ensemble A, pour tout entier n, contient aussi le nombre x = n1/3, la racine cubique de n, car un tel nombre est solution de l’équation polynomiale à coefficients entiers :
X3 – n = 0
Plus généralement encore, pour n’importe quel triplet de nombres entiers non nuls n, p, q, l’ensemble A contient le nombre x = np/q, car il est solution de :
Xq – n p = 0
D’ailleurs, l’ensemble A contient aussi des nombres qu’on ne peut pas exprimer avec des racines ; il est donc très vaste. Pourtant, comme dans le cas de Q, l’ensemble A est infini dénombrable : on peut mentionner tous les nombres algébriques dans une liste a0, a1, a2, … sans répétitions et sans rien oublier. Nous ne donnerons pas le détail du raisonnement qui conduit à cette affirmation, mais le procédé utilisé est du même type que celui utilisé pour Q… en un peu plus compliqué.
On aurait pu croire qu’avec le très vaste A, tous les nombres nécessaires pour mesurer des grandeurs seraient présents. Ce n’est pas le cas, mais il a fallu deux millénaires pour le comprendre et le démontrer. On a en effet découvert que le nombre π, notamment, n’est pas algébrique. Nous allons y revenir ; mais d’abord précisons ce qu’on appelle un « nombre réel ».

[image: ]LES NOMBRES RÉELS
Quand on écrit un nombre en base 10 avec des chiffres après la virgule, par exemple :
x = 7,123 123 123…
ou encore
x = 1,010 010 001 000 010 000 010 000 001…
(de plus en plus de '0' entre les '1'),
on définit un nombre, car chaque nouvelle décimale d ajoute une quantité très vite décroissante. Chacun sait qu’utiliser des développements décimaux infinis est inévitable, car nous avons tous compris un jour en faisant des divisions que :
1/3 = 0,333…3…   ou   1/11 = 0,090909…
L’ensemble de tous les nombres qu’on obtient en considérant tous les développements décimaux infinis possibles est par définition l’ensemble des « nombres réels », noté R.
Ce que je viens d’écrire est assez imprécis, mais les mathématiciens du XIXe siècle ont su rendre l’idée des développements infinis parfaitement rigoureuse. Pour cela, ils ont proposé des « constructions des nombres réels à partir des rationnels ». Cela consiste à créer les nombres réels en considérant des ensembles de nombres rationnels. Les deux principales sont la construction de Charles Meray de 1869 (construction à l’aide des suites de Cauchy) et celle Richard Dedekind de 1869 (menée à l’aide d’une théorie des « coupures »), que nous ne détaillerons pas ici.
Par convention, quand un développement décimal infini se termine par une infinité de '0', on n’écrit pas ceux après la virgule qui ne sont suivis que par des '0'.
1,000…0... = 1
3,55000...0... = 3,55
140,000...0... = 140
Quelles que soient les décimales choisies, on tombe bien sur une quantité utile, permettant par exemple de mesurer des longueurs de segments de droites du plan. Les nombres réels sont nécessaires non seulement en géométrie, mais aussi en physique où on les utilise pour mesurer des distances, des masses, des durées, etc.
Il faut remarquer que dans certains cas, un même nombre réel peut avoir deux écritures décimales différentes. C’est important pour la suite. Notamment 1 = 0,999…9..., et il y a bien égalité ! Mais si on s’interdit les développements se terminant par une infinité de '9' et qu’on retire bien les '0' inutiles – ce que nous convenons à partir de maintenant –, alors aucune égalité n’est possible entre deux développements décimaux différents, et donc à chaque développement décimal correspond un nombre réel unique, et réciproquement.
Une étrange égalité
Le fait qu’un même nombre réel peut avoir deux écritures décimales différentes est un petit peu choquant. Pourtant, c’est ainsi et je vais démontrer que 1 = 0,999…9...
Notons u = 0,999…9... Il ne fait pas de doute que :
10u = 9,999…9...
car multiplier un nombre par 10, c’est déplacer la virgule d’un chiffre vers la droite.
En soustrayant u de 10u, toute la partie après la virgule disparaît par simplification : 10u – u = 9. Mais alors 9u = 9, et donc u = 1.
On a bien montré que : 1 = 0,999…9...
Heureusement, il se trouve que ces cas où deux développements décimaux illimités donnent le même nombre réel ne se produisent qu’avec les développements se terminant par une infinité de '9', et jamais autrement.
2,34999…9... = 2,35
– 54,3999...9... = – 54,4


La question de savoir si l’ensemble des nombres réels peut être listé comme on sait le faire pour Z, Q et A est particulièrement intéressante. C’est elle qui a donné naissance au XIXe siècle à la théorie des ensembles, qui aujourd’hui sert de fondement aux mathématiques.
La découverte la plus fondamentale du mathématicien allemand Georg Cantor (1845-1918), publiée en 1891, est que l’ensemble des nombres réels R ne peut pas être mis en liste, ou, dit autrement, n’est pas un infini dénombrable. Les nombres réels sont en quantité infinie, mais ils sont si nombreux qu’on ne peut pas en dresser une liste numérotée par les entiers. Les nombres réels sont plus nombreux que les nombres entiers, et donc plus nombreux que les nombres rationnels et plus nombreux que les nombres algébriques.
« Ainsi nous ne nous embarrasserons jamais dans les disputes de l’infini ; d’autant qu’il serait ridicule que nous, qui sommes finis, entreprissions d’en déterminer quelque chose. »
René Descartes (Principes de la Philosophie, I, 2)

Le résultat de Cantor fait comprendre qu’il y a au moins deux sortes d’infinis. Il y a d’une part les ensembles infinis dénombrables : N, Z, Q, A. Et d’autre part il y a R, plus gros, et dénommé « le continu ».
Signalons en passant que la question de savoir s’il y a une catégorie d’infinis intermédiaires entre le dénombrable et le continu est aujourd’hui encore un sujet de recherche. Affirmer que non, c’est adopter « l’hypothèse du continu ».
La démonstration de Cantor que R est plus gros que N n’est pas très difficile, et aurait pu être proposée bien avant le XIXe siècle si on avait osé raisonner avec l’infini – ce qu’on s’interdisait plus ou moins, car on craignait d’aboutir à des absurdités.
Voici le raisonnement de Cantor, qui est un raisonnement par l’absurde. Supposons que nous disposions d’une liste des nombres réels qui n’en oublie aucun x0, x1, x2, …, xn, ..., et sélectionnons dans cette liste les nombres x positifs ou nuls et strictement inférieurs à 1. On obtient une liste complète de ces nombres réels.
Notons cette liste y0, y1, y2, ..., yn, ... et écrivons les développements décimaux de ces nombres les uns sous les autres. Cela donne par exemple :
y0 = 0,843593828…
y1 = 0,477709987…
y2 = 0,97099977…
y3 = 0,11022435…
…
Considérons maintenant la suite de chiffres obtenue en prenant le n-ième chiffre décimal de chaque yn (on l’a souligné et mis en gras ci-dessus). Pour notre exemple, c’est :
8, 7, 0, 2, ...
La méthode se nomme le « procédé diagonal » ; on comprend pourquoi !
Remplaçons chaque chiffre impair par '0', et chaque chiffre pair par '1'. Cela nous donne :
1, 0, 1, 1, ...
La liste infinie des décimales obtenue ne se termine pas par une infinité de '9', car il n’y a aucun '9' (c’est important de le noter pour éviter les ennuis avec les nombres possédant deux développements).
Un nombre réel unique s = 0,1011… correspond donc à cette infinité de décimales. Par construction, ce nombre est positif et strictement inférieur à 1. Or ce nombre s ne peut pas être dans la liste des yn, car il diffère d’au moins une décimale de chaque terme, et on sait que deux nombres réels qui n’ont pas le même développement décimal sont différents. La liste yn n’est donc pas complète, et c’est donc aussi le cas de la liste xn.
Conclusion : il est impossible de constituer une liste complète de tous les nombres réels.
Reconnaissons-le : cette démonstration est troublante. Elle est cependant parfaitement rigoureuse, et d’autres méthodes arrivent à la même conclusion qui est le résultat fondamental de Cantor :
« L’infini du continu, R, est plus grand que celui du dénombrable de N, Q ou A. »
De quoi donner le vertige !

[image: ]LES NOMBRES TRANSCENDANTS
Puisque les nombres algébriques peuvent se lister et que ce n’est pas le cas des nombres réels qui constituent un plus gros ensemble, c’est qu’il existe des nombres réels qui ne sont pas algébriques. On les nomme les « nombres transcendants », et nous noterons leur ensemble T.
L’affirmation qu’il existe des nombres transcendants peut être obtenue de manière plus précise : on part de la liste infinie des nombres algébriques, et on lui applique le procédé diagonal utilisé pour démontrer que R n’est pas dénombrable. La méthode produit un nombre réel qui n’est pas dans la liste des nombres algébriques : un nombre transcendant.
La figure ci-dessous résume ce que nous avons présenté sur les ensembles de nombres N, Z, Q, A, R et T et leur emboîtement.
[image: Illustration. L’ensemble des nombres réels et ses sous-ensembles principaux]L’ensemble des nombres réels et ses sous-ensembles principaux
Précisons toutefois qu’il existe bien d’autres catégories de nombres : les nombres complexes, les nombres transfinis, les nombres surréels, les quaternions, les nombres p-adiques, etc. Présenter ces catégories exigerait beaucoup de place et des considérations mathématiques plus avancées ; nous allons donc en rester aux catégories montrées sur la figure, qui sont déjà passionnantes.
Malheureusement, ce que nous avons dit jusqu’à présent ne nous permet pas d’expliciter un seul nombre transcendant : nous savons, grâce à Cantor, qu’il y en a, mais nous ne pouvons pour l’instant écrire le développement décimal d’aucun nombre transcendant !
Heureusement, Ferdinand von Lindemann (1852- 1939) a montré en 1882 que le nombre π est un nombre transcendant. Ce nombre apparemment innocent, dont tout le monde connaît les premiers chiffres, 3,1415926…, appartient à cette catégorie un peu effrayante. Il a fallu deux millénaires aux mathématiciens pour le comprendre et le démontrer !
Puisque ce nombre permet de mesurer le périmètre d’un cercle de rayon 1, personne ne peut prétendre que l’idée des nombres transcendants est une complication inutile des mathématiciens et qu’elle ne concerne qu’eux et leurs théories. Ce sont les mathématiques les plus élémentaires de la géométrie qui introduisent le nombre π. Le fait qu’il soit transcendant et que cette propriété soit difficile à démontrer est dû à ce que le monde mathématique, et en particulier l’univers des nombres, est organisé d’une façon subtile, délicate et difficile à appréhender… peut-être pour occuper l’esprit des êtres intelligents et leur soumettre des défis ? Je ne doute pas une seconde que s’il y a des extraterrestres sur la planète Mars ou ailleurs et qu’ils font des mathématiques, alors ils ont aussi découvert les nombres transcendants, et ils savent que π est l’un d’eux.
Parlons mathématiques avec nos voisins extraterrestres
Pour entamer une conversation avec des extraterrestres, rien ne vaut les mathématiques ! Le célèbre message d’Arecibo, émis en 1974 par le radiotélescope du même nom, est constitué de 1 679 bits, un nombre qui a été choisi parce qu’il se décompose en deux facteurs premiers (73 et 23). Ceux qui le liront (peut-être) comprendront cette décomposition, et disposeront alors les chiffres binaires en un rectangle de taille 73 × 23 qui fera apparaître l’image que nous souhaitons leur transmettre.
Sur le même principe que le message d’Arecibo, des messages radio appelés Cosmic Call ont été envoyés en 1999 et en 2003 en direction des étoiles les plus proches de nous. Une partie a été conçue par les scientifiques Yvan Dutil et Stéphane Dumas. Selon Dumas, si le début de chacun des messages se focalise sur les mathématiques, c’est pour une raison très simple : « Toute civilisation qui a construit un instrument capable de recevoir des ondes radio depuis l’espace a eu besoin des mathématiques et de la physique pour le faire ».
[image: Illustration. Un extrait du Cosmic Call présentant nos connaissances sur π et le théorème de Pythagore]Un extrait du Cosmic Call présentant nos connaissances sur π et le théorème de Pythagore



[image: ]LA QUADRATURE DU CERCLE
Les Grecs ne se sont pas posé la question « est-ce que π est transcendant ? », car les mathématiques de l’Antiquité n’en étaient qu’aux premiers balbutiements. Cependant, sans le savoir, ils se sont posé une question très proche, qui d’ailleurs leur a résisté et n’a été résolue qu’en 1882 quand il a été démontré que π est transcendant. Cette question, c’est celle de la « quadrature du cercle ». Elle est si épineuse qu’elle est passée dans le langage courant pour désigner les tentatives de résoudre un problème insoluble.
De quoi s’agit-il ? Ce problème consiste à construire « à la règle et au compas » un carré de même aire qu’un disque circulaire donné de rayon 1. Puisque l’aire d’un tel disque est π – souvenez-vous que l’aire d’un disque de rayon r est égale à πr2 –, cela revient à construire un segment de longueur [image: Illustration] à partir d’un segment de longueur 1.
Or, avec une règle et un compas, on sait calculer des carrés et des racines carrées (pour des détails, se référer à la bibliographie de ce chapitre). Le problème de la quadrature du cercle est donc équivalent à construire à la règle et au compas un segment de longueur π à partir d’un segment de longueur 1.
Dessiner [image: ] à la règle et au compas
Dans une construction à la règle et au compas, on dessine des droites et des arcs de cercle dont les intersections donnent des points sur lesquels on s’appuie pour poursuivre la construction.
Partant par exemple de deux points A et B distants d’une unité, on construit à la règle la droite D qui passe par ces points, puis en utilisant le compas et la règle, on construit la perpendiculaire à D passant par A. On reporte alors avec le compas la distance 1 sur cette perpendiculaire, ce qui donne un point C à une distance d’une unité de A. La distance entre B et C vaut alors [image: Illustration], d’après le théorème de Pythagore. Le nombre [image: Illustration] est donc constructible à la règle et au compas. On découvre sans mal que c’est vrai aussi de [image: Illustration] pour tout entier positif n.
Bref : résoudre la quadrature du cercle, c’est montrer que π est constructible à la règle et au compas, comme [image: Illustration].


Le problème a une histoire ancienne. On sait grâce au philosophe grec Plutarque (46-125) que l’énigme viendrait d’Anaxagore, un philosophe présocratique né vers 500 avant notre ère. Il aurait imaginé le problème tandis qu’il se trouvait en prison, et tenté le premier de le résoudre. Anaxagore avait été condamné pour impiété, car il avait soutenu que la lumière de la Lune n’était que celle du Soleil qu’elle reflétait vers la Terre… ce qui est vrai.
De l’Antiquité au XXIe siècle, une foule d’amateurs s’éprirent du problème et se persuadèrent assez souvent d’en avoir découvert la solution. Dès le IVe siècle avant notre ère, dans sa pièce Les oiseaux, Aristophane raillait ces « quarreurs de cercles ». Une controverse sur le sujet opposa plus récemment le philosophe anglais Thomas Hobbes (1588-1679) et le mathématicien John Wallis (1616-1703). Hobbes croyait que son génie universel le rendait apte à des découvertes mathématiques de première importance. En 1665, il publia un traité renfermant une construction approximative de π, présentée comme une solution exacte du problème de la quadrature du cercle. John Wallis dénonça les erreurs du philosophe, ce qui lança une bataille qui se prolongea jusqu’à la mort de Hobbes. Hobbes était dans l’illusion, mais il avait au moins l’excuse qu’en son temps, l’Académie des sciences de Paris ne refusait pas d’examiner les solutions au problème de la quadrature du cercle – une position qu’elle adopta finalement en 1775, après avoir reçu plusieurs centaines de quadratures fausses depuis 1686, et perdu un temps considérable à les examiner.
« Il a été décidé que désormais l’Académie ne recevrait ni n’examinerait aucun mémoire qui ait pour objet la quadrature du cercle. »
Procès-verbal de séance du 3 mai 1775

Les quarreurs de cercles continuent de sévir. Il y eut par exemple Carl Theodore Heisel qui publia en 1931 aux États-Unis un livre où, parmi de nombreuses découvertes époustouflantes, il proposait la valeur 256/81 pour π. Je reçois moi-même assez régulièrement des propositions de solutions du problème qui sont, soient fausses de toute évidence, soit incompréhensibles.
Je ne les examine pas toujours avec attention, car on sait aujourd’hui que la solution du problème de la quadrature du cercle est :
« il n’y a pas de solution » !
En effet, le mathématicien français Pierre-Laurent Wantzel (1814-1848) a démontré en 1837 que tous les nombres constructibles à la règle et au compas sont algébriques. Par conséquent, si une construction à la règle et au compas du nombre π était possible, on en déduirait que π est algébrique. Or Ferdinand von Lindemann a établi une fois pour toutes que π est transcendant (la démonstration a été vérifiée et refaite par d’autres méthodes) : il est donc impossible qu’une construction à la règle et au compas permette de quarrer le cercle. Il ne subsiste plus aucun doute ; on aura beau chercher encore pendant des millénaires, personne ne réussira à quarrer le cercle. C’est mathématiquement démontré !
Réciter les décimales de π
Les quarreurs de cercle ne sont pas les seuls à être fascinés par le nombre π : ce dernier est aussi très ancré dans la culture populaire. Il est fêté tous les 14 mars dans diverses universités en France et dans le monde lors du « π-day », et suscite aussi des compétitions étranges entre passionnés… qui cherchent à l’apprendre par cœur !
Le record de mémorisation des décimales de π est détenu par l’Indien Suresh Kumar Sharma qui, le 21 octobre 2015, en a récité 70 030 en 17 heures et 14 minutes. Il battait le record précédent d’un étudiant indien de 21 ans, Rajveer Meena, qui avait récité – les yeux bandés pour mieux se concentrer –, 70 000 décimales de π. Un peu plus tôt, le Chinois Chao Lu avait récité 67 890 décimales. Il prétendait avoir mémorisé 100 000 décimales de π après une année de travail ; malheureusement, en tentant d’établir le record, il avait indiqué “5” pour le chiffre en position 67 891… alors qu’il s’agit d’un “0”.



[image: ]LES NOMBRES DE LIOUVILLE
Même si π est le plus connu des nombres transcendants, il n’est pas vraiment le premier nombre réel identifié dans cette catégorie. Quelques années avant la démonstration de von Lindemann, et sans utiliser la méthode générale et puissante de Cantor, le mathématicien français Joseph Liouville (1809-1882) avait proposé un nombre bien précis et démontré qu’il était transcendant. L’idée de Liouville s’appuie sur une propriété étrange montrant que, contrairement à ce qu’on aurait pu penser, les nombres algébriques sont en général plus difficiles à approcher que les nombres transcendants.
Qu’entend-on par là ? Approcher un nombre, c’est trouver des nombres simples qui sont de plus en plus proches de lui. Par exemple, approcher π, c’est proposer la suite :
3 ;
3,1 = 31/10 ;
3,14 = 314/100 ;
3,141 = 3 141/1 000 ;
3,1415 = 31 415/10 000 ; ...
De même, la formule suivante permet d’approcher π à l’infini :
[image: Illustration]Cette formule infinie l’approche par les nombres 4, puis 4(1 – 1/3) = 8/3, puis 4(1 – 1/3 + 1/5) = 52/15, puis 4(1 – 1/ 3 + 1/5 – 1/7) = 304/105... En théorie, la formule permet de calculer autant de décimales qu’on le souhaite de π, bien qu’en pratique elle soit peu efficace.
Dans ces deux exemples, on approche π par des nombres rationnels, ce qui est satisfaisant. En effet, grâce à la division, le développement décimal d’un nombre rationnel est toujours facile à expliciter. Approcher un nombre x se ramène donc concrètement à trouver des nombres rationnels p/q de plus en plus proches de x. Et c’est là qu’une étrange découverte a été faite par Joseph Liouville en 1844. Grâce à cette découverte, il a réussi à définir avant tout le monde, et de manière explicite, des nombres transcendants avec des développements décimaux simples.
Le théorème de Liouville affirme que si x n’est pas un nombre rationnel et est la solution d’une équation polynomiale à coefficients entiers de degré n, avec n ≥ 2, alors il existe une constante C strictement positive telle que tout nombre rationnel p/q s’écarte de x d’au moins C/qn, autrement dit tel que :
|x – p/q| ≥ C/qn.
En langage courant : un nombre rationnel de dénominateur q ne peut pas s’approcher du nombre algébrique irrationnel x à moins de C/qn, où n est le degré de l’équation polynômiale dont x est solution, et C une constante strictement positive.
Dès lors, en prenant le nombre dont le développement décimal est :
L = 0,1100010000000000000000010000…
avec les '1' placés en position 1!, 2!, 3!, ..., on est certain que L est un nombre transcendant. En effet, les nombres rationnels obtenus en s’arrêtant juste derrière le k-ième '1' approchent L avec une précision qui est incompatible avec le théorème de Liouville. La justification de cette dernière affirmation est donnée plus loin, mais vous pouvez la passer si vous jugez qu’elle est trop compliquée.
La transcendance du nombre de Liouville
Le nombre L que nous avons défini s’écrit également :
L = 1/10 + 1/102! + 1/103! + 1/104! + ...
Supposons que L est algébrique, solution d’une équation polynomiale à coefficients entiers de degré n ≥ 2. L’entier n et le nombre C sont donc fixés.
Le nombre rationnel obtenu en ne gardant dans L que les '1' jusqu’à celui de rang k! a pour dénominateur 1/10k!. L’erreur sur L est exactement :
1/10(k+1)! + 1/10(k+2)! + …
Cette erreur est donc inférieure à 2/10(k+1)!.
Or 2/10(k+1)! < C/(10k!)n = C/10nk! pour k assez grand, car (k + 1)! = (k + 1)k! est aussi grand qu’on veut devant nk! quand k tend vers l’infini et n fixé.
L’erreur donnée par le nombre rationnel obtenu en ne gardant que les '1' jusqu’à celui de rang k! contredit donc le théorème énoncé en 1844 par Liouville, ce qui implique que L est transcendant.


Bien évidemment, en insérant encore plus de zéros entre les '1' du nombre L – par exemple un de plus dans chaque tranche de '0' – on obtient un autre nombre transcendant. En plaçant deux '0' en plus dans chaque tranche, on obtient un troisième nombre transcendant ; et bien sûr, en poursuivant ainsi, on obtient une infinité de nombres transcendants dont on connaît explicitement les décimales.
En outre, en ajoutant des '0' dans chaque tranche de zéro de L, mais pas le même nombre dans chaque tranche, on démontre directement que les nombres transcendants constituent un ensemble infini du même type que le continu.

[image: ]FLORAISON
DE NOMBRES TRANSCENDANTS
Après Liouville qui ne proposait que des nombres transcendants quelque peu artificiels, le mathématicien français Charles Hermite (1822-1901) démontra en 1873 que le nombre e (le nombre tel que log(e) = 1 déjà rencontré au chapitre 3, p. 61, à propos de la densité des nombres premiers) :
[image: Illustration]est transcendant. La transcendance de e fut donc démontrée un peu avant celle de π. Depuis ces résultats sur L, e et π, une multitude d’autres nombres transcendants précis et rencontrés couramment en analyse ont été identifiés.
Voici quelques résultats qui donnent une idée de l’état de l’art sur le sujet. Certains n’ont été obtenus qu’assez récemment.
• Si x est algébrique et non nul, alors ex est transcendant (un théorème démontré par von Lindemann en 1882). On en déduit que sin(x), cos(x), tan(x) sont transcendants quand x est algébrique et non nul.

• Si x est un nombre algébrique différent de 0 et de 1 et si y est un nombre algébrique irrationnel, alors le nombre xy est transcendant (Alexandre Gelfond et Theodor Schneider, 1934). En particulier, 2[image: Illustration], 3[image: Illustration], 2[image: Illustration], [image: Illustration][image: Illustration], etc. sont des nombres transcendants. On en tire aussi que eπ est transcendant.


Grâce à un petit raisonnement par l’absurde exploitant le résultat de Gelfond et Schneider, on montre que : « Si y est un nombre irrationnel et s’il existe un nombre algébrique x différent de 0 et de 1 tel que xy est algébrique, alors y est transcendant. » On en déduit par exemple que log 3/log 2 est transcendant (prendre x = 2).
• Le nombre de Champernowne, Ch, est défini par son développement décimal :


Ch = 0,12345678910111213…
où on écrit les uns derrière les autres la suite les entiers naturels en base 10. Le mathématicien allemand Kurt Mahler a démontré en 1937 que Ch est transcendant, de même que le nombre obtenu en mettant les uns derrière les autres les carrés des nombres entiers 0,14916253649…
• La constante de Prouhet-Thue-Morse, PTM, est le nombre dont le développement en base 2 est :


PTM = 0,0110100110010110…
• Le n-ième chiffre après la virgule (on commence à compter à 0) est un '0' si l’écriture en binaire de n comporte un nombre pair de '1', et c’est un '1' sinon. La suite des chiffres après la virgule se définit aussi de la manière suivante : on part de '0', on y ajoute le complément '1', ce qui donne '01' ; on y ajoute encore le complément '10', ce qui donne '0110', puis, au fur et à mesure que l’on ajoute le complément, '01101001', '0110100110010110', etc.


Kurt Mahler a démontré en 1929 que PTM est un nombre transcendant. Une autre démonstration plus générale en a été faite en 2007 pour certains des nombres dits « automatiques ».

[image: ]AUTOMATES, MACHINES DE TURING ET THÉORIE DU CALCUL
Pour comprendre l’importance de ces nombres automatiques, il nous faut donner quelques éléments de contexte. L’informatique a pris son essor dans les années 1930 à 1950 suite au développement des technologies de l’électronique, mais aussi grâce à des progrès en mathématiques, notamment dans la description des « automates de calcul ».
Ces automates manipulent des nombres entiers – souvent écrits en notation binaire – ou des symboles se ramenant à des nombres entiers. Les plus simples de ces machines ne disposent que d’une mémoire finie – par exemple une dizaine de symboles – et évoluent d’une configuration à une autre de cette mémoire en suivant une sorte de programme, qui est lui aussi fini. On parle d’« automate à états finis » ou d’« automate fini ».
Les automates les plus puissants sont les machines de Turing, décrites en 1936 par le mathématicien et cryptologue britannique Alan Turing (1912-1954). Ces machines disposent d’une mémoire potentiellement infinie, qui est par exemple celle que donne un ruban sur lequel la machine écrit et efface des symboles, en suivant les instructions en nombre fini d’un programme. Si la mémoire utilisée est potentiellement infinie, à chaque instant du calcul, seul un nombre fini de mémoires est utilisé.
On peut bien sûr construire de vraies machines de Turing (en 2012, des étudiants de l’ENS de Lyon en ont par exemple construit une, parfaitement fonctionnelle, avec 30 000 pièces de Lego), mais leur intérêt est d’abord théorique. Ces objets mathématiques sont à la fois suffisamment précis pour modéliser de manière satisfaisante des vrais ordinateurs, et suffisamment simples pour qu’on puisse démontrer des théorèmes à leur sujet. Leur étude constitue la « théorie du calcul », ou « théorie de la calculabilité ».
Aujourd’hui encore, les machines de Turing et les automates à états finis sont des outils mathématiques indispensables pour définir la complexité des algorithmes, la complexité d’un calcul et la complexité d’une donnée.

[image: ]LES NOMBRES AUTOMATIQUES
Revenons à présent à notre sujet : la transcendance de certains nombres automatiques. Que sont ces « nombres automatiques » ? Un nombre réel 0,c0c1c2… écrit en base de numération b est dit b-automatique s’il existe un procédé de calcul ne nécessitant qu’une mémoire finie pour calculer cn. Autrement dit, le développement de ce nombre en base b est calculable par un automate fini (deux exemples sont donnés plus bas).
Soupçonné par John Loxton et Alf van der Poorten en 1982, et finalement démontré par les mathématiciens français Boris Adamczewski et Yann Bugeaud en 2007, un résultat remarquable indique que les nombres dont les chiffres dans une base de numération donnée b sont b-automatiques sont ou bien des nombres rationnels, ou bien des nombres transcendants.
Or les nombres rationnels ont des développements dans toute base de numération b périodiques à partir d’un certain moment. C’est même une façon de les caractériser.
Le résultat d’Adamczewski et de Bugeaud signifie donc que si un nombre possède un développement simple à calculer (calculable par un automate fini), alors :
• soit il est lui-même simple car quotient de deux entiers – c’est un rationnel –, et ses chiffres sont périodiques à partir d’un certain point ;

• ou alors il est très complexe – c’est un nombre transcendant.


En conséquence, et c’est assez inattendu, les nombres algébriques irrationnels comme [image: Illustration] ou le nombre d’or ont nécessairement des développements compliqués à calculer.
Deux exemples de nombres 2-automatiques sont donnés dans les paragraphes suivants ; l’un est un nombre rationnel (voir ci-dessous), l’autre est un nombre transcendant (voir l’encadré ci-contre).
Le nombre rationnel 2/3 s’écrit 0,101010101… en base 2 ; c’est un nombre 2-automatique, car pour connaître le chiffre en position n (on compte à partir de 0) du développement binaire de 2/3, il suffit d’utiliser l’automate représenté sur la figure ci-dessous.
[image: Illustration. Le rationnel 2/3 est 2-automatique]Le rationnel 2/3 est 2-automatique
Drôles d’automates !
Comment lire et exploiter un graphe d’automate ?
Pour connaître le chiffre en position n (on compte à partir de 0) du développement binaire d’un nombre x, on se place sur le graphe de l’automate en position de départ, puis on lit un à un, de droite à gauche, les chiffres de n écrit en base 2 en suivant la flèche correspondante au chiffre lu. Le nom du nœud auquel on arrive quand on a fini de lire n indique le chiffre numéro n du développement de x.
Considérons par exemple le graphe représentant l’automate pour 2/3 donné en page de gauche. Pour connaître le chiffre c6 du nombre 2/3 = 0,c0c1c2…, on écrit 6 en base 2, soit 110. On se place donc sur le nœud DÉPART, puis on suit les flèches marquées 0, 1, 1, ce qui nous conduit au nœud 1 : le chiffre c6 de 2/3 en base 2 est un 1.
La constante de Prouhet-Thue-Morse définie plus haut, écrite en base 2, est également automatique. Ses chiffres sont calculés (même méthode que précédemment) par l’automate représenté ci-dessous.
[image: Illustration. L’automate associé au nombre transcendant de Prouhet-Thue-Morse]L’automate associé au nombre transcendant de Prouhet-Thue-Morse


En informatique, on envisage des modèles de calculs plus complexes que les automates finis des nombres automatiques. Pour certains de ces modèles, des généralisations du résultat mentionné ici ont été publiées en 2020 par trois chercheurs français, Boris Adamczewski, Julien Cassaigne et Marion Le Gonidec (voir la bibliographie, p. 177). Ces résultats ont dévoilé une nouvelle famille infinie de nombres transcendants.
Toujours liée à des considérations sur le calcul, devenues essentielles en théorie des nombres aujourd’hui, une autre famille de nombres transcendants a été identifiée suite aux travaux de Turing. Cette famille va nous conduire au fantastique nombre transcendant Ω (oméga) de Gregory Chaitin.

[image: ]CALCULABLES OU NON CALCULABLES
En 1936, en étudiant les propriétés des machines de Turing, Turing a montré qu’il existe des fonctions auxquelles aucun programme ne correspond, et dont on dit qu’elles ne sont pas « calculables ». On parle à leur sujet d’indécidabilité algorithmique, car les problèmes dont la solution est codée par ces fonctions sont impossibles à résoudre par de simples calculs.
Il existe ainsi des nombres réels non calculables : aucune machine de Turing ne peut en égrener indéfiniment les chiffres. Ces nombres sont des nombres transcendants, car les nombres algébriques sont calculables. En effet si un nombre a est algébrique, il existe une équation polynomiale à coefficients entiers dont a est solution ; or des méthodes de calcul efficaces permettent de calculer indéfiniment les développements décimaux de telles solutions.
La démonstration par Turing de l’existence de nombres non calculables par algorithme a donc introduit une nouvelle catégorie de nombres transcendants.
Parmi ces nombres non calculables par algorithme, il y a la constante Ω de Gregory Chaitin. Sorti de l’informatique théorique et de la logique mathématique, ce nombre mérite qu’on le connaisse. Il est peut-être plus troublant et plus extraordinaire encore que le nombre π.
Le nombre Ω est défini comme la probabilité qu’un programme tiré au hasard s’arrête. Ce nombre change d’un langage de programmation à l’autre, mais il a les mêmes propriétés à chaque fois, sauf dans les cas – rares – où le langage de programmation considéré est très limité en capacité.
Pour tirer un programme au hasard, on procède de la manière suivante. On convient d’écrire les programmes en base 2, par exemple en utilisant un codage binaire des caractères. Le tirage au hasard d’un programme consiste à choisir à pile ou face avec une pièce non truquée des '0' et des '1' jusqu’à avoir un programme complet. Ensuite on le fait fonctionner ; et alors, ou bien il finit par s’arrêter tout seul, ou bien il continue à fonctionner indéfiniment, par exemple s’il boucle. Si la suite de tirages de '0' et des '1' ne donne jamais un programme complet, ce qui est possible, on considère qu’il n’y a pas arrêt. En mettant en marche ce dispositif, il s’arrête avec une certaine probabilité p, et ne s’arrête jamais (soit parce qu’on n’a jamais un programme complet, soit parce qu’une fois en marche, il ne s’arrête pas) avec la probabilité complémentaire 1 – p. Ce nombre p est mathématiquement parfaitement déterminé si le langage de programmation est fixé : c’est le nombre Ω du langage.
La difficulté à calculer Ω provient de la fameuse indécidabilité de l’arrêt d’un programme, également découverte par Turing : il n’existe pas de programme qui, en un temps fini, puisse prendre n’importe quel programme en argument et renvoyer « vrai » si l’exécution de ce programme finit par s’arrêter et « faux » dans le cas contraire. Ce phénomène est lié à l’existence des « énoncés indécidables » découverts en 1931 par Kurt Gödel – un résultat qui s’est révélé concerner la théorie des nombres elle-même.
En un sens, le nombre Ω de Chaitin est l’exemple le plus spectaculaire des limitations algorithmiques repérées par Alan Turing et les théoriciens du calcul !

[image: ]DES PROPRIÉTÉS AHURISSANTES
Le nombre Ω est un être mathématique comme log(2) ou π. Puisque Ω est une probabilité, c’est un nombre réel compris entre 0 et 1. Il possède un développement binaire infini Ω = 0,a0a1a2 ... an…
Les propriétés de ce nombre sont ahurissantes.
• Comme nous l’avons dit, le nombre Ω est non calculable : aucun algorithme ne peut en égrener les chiffres un à un, et il est donc transcendant.

• Le nombre Ω est transcendant, mais c’est vrai aussi du nombre qu’on obtient en ne retenant que les chiffres de rang pair de son développement en base 2, Ωpair = 0,a0a2a4…a2n… C’est vrai aussi du nombre Ωf obtenu en ne retenant que les chiffres de rang impair, ou même les chiffres de rang f(0), f(1), f(2), ... donnés par une fonction f quand f est une fonction calculable par algorithme et croissante f(0) < f(1) < f(2) ...

• La suite des chiffres de Ω est normale au sens de Borel : la fréquence avec laquelle on rencontre la séquence '00' (ou '01', ou '10' ou '11') est 1/4, et plus généralement la fréquence avec laquelle on rencontre une séquence déterminée de '0' et de '1' de longueur k est 1/2k. Notons en passant qu’on conjecture, sans réussir à le démontrer, que π est lui aussi normal.

• Le nombre Ω est aléatoire au sens de Martin-Löf, c’est-à-dire qu’il est impossible à compresser.

• Le nombre Ω possède des chiffres qui, sauf pour un nombre fini d’entre eux, sont indécidables dans le sens suivant : un système logique (comme la théorie des ensembles) peut déterminer certains chiffres de Ω, c’est-à-dire démontrer des énoncés du type « ai = 1 » ou « ai = 0 », mais un système logique non contradictoire ne démontre qu’un nombre fini d’énoncés de ce type. Pour presque tous les chiffres ai de Ω, l’énoncé vrai qui indique sa valeur (par exemple a1273 = 1) échappe à la théorie : elle ne le démontre pas, ni ne démontre sa négation, alors que Ω est pourtant défini de manière parfaitement précise (et donc qu’il est vrai que soit « ai = 0 », soit « ai = 1 »).


La constante Ω de Chaitin ne méritait-elle pas de clore notre voyage ?
Nous avons parcouru un long chemin depuis le territoire infini des nombres entiers jusqu’au territoire encore plus vaste des nombres réels. La théorie des nombres réels, l’étude de leurs propriétés et la découverte de nouveaux nombres transcendants constituent des sujets de recherche en pleine ébullition. Les nombreuses avancées récentes montrent que ces sujets sont loin d’être épuisés. Ce que Pythagore et les Grecs de l’Antiquité ont commencé à dévoiler est un univers en soi. Sur les routes qu’on y emprunte surgissent, à chaque détour, des merveilles et des difficultés aussi insoupçonnées les unes que les autres.


ÉPILOGUE
UNE HISTOIRE
SANS FIN
L’observation et l’étude du monde mathématique, et en particulier des nombres, ont débuté il y a plus de deux millénaires. Malgré toutes les énigmes qui persistent sur l’histoire ancienne de ces sujets, les historiens sont certains que Pythagore et son école ont contribué à cette naissance, et qu’ils ont impulsé un mouvement qui a depuis toujours été croissant. C’est grâce à leur passion des nombres et aux découvertes qui en ont résulté que les sciences physiques, et bien d’autres, ont pu se développer.
Les ensembles de nombres sont un thème de recherche possédant sa propre dynamique. Il s’est étendu au point qu’aujourd’hui, ce n’est plus un livre, mais une encyclopédie de vingt tomes au moins qu’il faudrait pour en faire le tour ! En mathématiques, les découvertes sont cumulatives, ce qui n’est pas le cas en général en science, où les nouvelles théories invalident parfois les anciennes.
« L’esprit humain ne séjourne pas dans les nombres, mais il arrive par eux à la science et à tous les arts. »
Antoine de Rivarol (1753-1801)

Ainsi, petit à petit, le savoir sur les nombres s’accumule et constitue un véritable trésor de sagesse au service de l’humanité. Dans cette formidable montagne de connaissances disponibles pour les sciences et les techniques, tout ne trouve pas immédiatement des applications, mais ce n’est souvent qu’une question de temps. Pour preuve, des parties autrefois jugées vaines de la théorie arithmétique des nombres se sont récemment révélées essentielles pour la sécurité informatique et la science cryptologique.
Avec l’importance prise par l’informatique, l’emprise des nombres sur nos sociétés est devenue plus forte. Cette emprise est parfois cachée, souvent ignorée, et presque toujours mal comprise et jugée excessive par ceux qui ignorent les merveilles mathématiques. Les nombres sont au cœur de nos vies. Ils sont les acteurs souterrains de nos smartphones ; ils codent les films qui circulent par les réseaux jusqu’à nos écrans pour nous divertir ; ils jaillissent de la musique que nous créons ou écoutons ; ils organisent le télétravail ; ils encadrent les études statistiques qui nous font comprendre les maladies et sélectionner les traitements, etc.
Plus encore que le monde naturel dont Pythagore soutenait qu’il était régi par les nombres, le monde que nous avons créé a pour substance principale les nombres. Ce sont eux qui le font fonctionner, et on peut parier que cela n’est pas près de changer !
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