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			L’IDÉE D’UNE SCIENCE EST DÉJÀ UN PAS ;  LE SOUVENIR D’UNE CHOSE  QUI A ÉTÉ FAITE ENSEIGNE QU’ELLE EST POSSIBLE ET LE COURAGE MULTIPLIE LES EFFORTS  LORSQU’IL Y A L’ESPÉRANCE  DU SUCCÈS.

			Sophie Germain

		





		
			À Salvador et Ventura, mes fils, parce qu’ils m’aident à comprendre ce qu’est l’infini chaque fois que je les regarde et que je pense à quel point je les aime.

		




		
			MATHÉMATIQUES MON AMOUR

			Je suis mathématicienne. Et ça me plaît. Je sais, il se peut que certains ne voient rien de drôle là-dedans, et pensent que celle qui tape ces lignes est un oiseau rare, asocial, doté d’un esprit qui a le privilège de pouvoir faire du calcul mental tout en roulant les yeux à toute allure pour activer les neurones mettant en marche les algorithmes algébriques. Eh bien non, je ne suis rien de tout cela. Bon, je ne sais pas si je suis un oiseau rare, moi je me trouve relativement normale, très gaussienne1. Désolée, je n’ai pas pu m’empêcher de faire cette blague de mathématicienne, mais c’est que le texte le réclamait à grands cris.

			On me demande souvent pourquoi j’ai choisi de faire des études de maths, si j’ai eu un professeur qui m’a particulièrement inspirée pour le faire, si j’étais une enfant prodige qui comptait brillamment, si j’ai toujours voulu être mathématicienne. La réponse à toutes ces questions est non : quand j’étais enfant, je voulais tenir une mercerie et vendre des boutons, beaucoup de boutons, de toutes les tailles et de toutes les couleurs, car j’adorais le bruit qu’ils faisaient quand on les arrachait du carton auquel ils étaient collés, à cette époque. Ça, ou chanteuse, chanteuse de chansons espagnoles. Je me mettais dans les cheveux les fleurs en plastique de tous les vases de la maison pour chanter des coplas, avec beaucoup de sentiment, tout ça très mélodramatique. Adolescente, je voulais être Madonna. C’était mon rêve. Malheureusement (ou par bonheur), la nature ne m’a pas dotée de grandes aptitudes pour la musique, et j’ai dû choisir une autre voie.

			Mais pourquoi les mathématiques ? Parce que j’étais, fondamentalement, paresseuse. Je n’aimais pas apprendre les noms que d’autres avaient assignés aux fleuves, aux animaux ou aux plantes, comme ça, selon leur bon plaisir. En revanche, les maths étaient un jeu, il suffisait d’en apprendre les règles et de jouer. Il fallait découvrir ! Ça, c’était émouvant. Je me souviens que la première fois que j’ai résolu une équation linéaire (linéaire du premier ordre, du genre x + 3 = 5 ou quelque chose comme ça), j’ai poussé un cri de joie. J’étais capable de découvrir les secrets des mathématiques ! Tout était logique, les mathématiques sont ce qu’elles doivent être, elles ne dépendent pas du caprice des hommes, elles sont et seront toujours les mêmes. Elles sont éternelles. N’importe quel mouvement politique peut modifier une frontière, le nom d’une ville, mais 7 sera toujours un nombre premier et ça, c’est aussi puissant que merveilleux.

			Et donc, lorsque vint l’heure de choisir ce que j’allais étudier à l’université, presque tout était clair pour moi. Pendant quelques mois, j’hésitai entre les mathématiques et la philosophie, les deux me tentaient autant, les deux me donnaient à réfléchir. C’est mon professeur de philosophie, Antonio Hurtado, qui m’aida à me décider : « Étudie les mathématiques à l’université et lis des livres de philosophie pendant ton temps libre. Il va falloir que tu manges. » Malheureusement, mon professeur avait raison car à l’époque (et aujourd’hui plus encore), la philosophie était une discipline qui n’avait pas un grand avenir professionnel. De plus, ce conseil d’Antonio est un des meilleurs qu’on m’ait donnés de toute ma vie, non seulement parce que je travaille depuis la fin de mes études ou presque, mais aussi parce que les mathématiques ont modelé ma vie, qui s’en est assez bien trouvée. Les mathématiques m’ont rendue et me rendent heureuse.

			J’ai commencé mes études de mathématiques à l’université de Séville et j’ai découvert ce que signifiait vraiment ce mot : mathématiques. Je suis tombée éperdument amoureuse de cette branche de la connaissance et, non sans effort, je suis allée au bout de mes études. C’est que si les mathématiques ne sont pas faciles, elles sont en revanche très émouvantes, il n’y a rien de plus fascinant. À la fin de mes études, j’ai commencé ma thèse de doctorat en géométrie computationnelle, sous la direction d’Alberto Márquez, et dès lors, oui, j’ai donné mon cœur et tout mon amour à cette façon de voir la vie, à travers les mathématiques.

			J’ai commencé à travailler comme professeure au département de mathématiques appliquées de l’université de Séville, par un merveilleux jour ensoleillé de novembre 1995. J’ai très vite découvert que la satisfaction de faire de la recherche n’est comparable qu’à celle de raconter et d’enseigner ce qu’on a découvert. Durant plus de dix ans, cela s’est limité au cadre de mes cours à l’université et à des communications dans des congrès. Avec l’arrivée de mes enfants, je me suis retrouvée face au défi de raconter tout ça hors de la salle de cours, sur le tapis du salon.

			Mon plus jeune fils, Ventura, qui avait six ans à cette époque, me demanda un jour ce que j’avais sur mon t-shirt.

			« Maman, c’est une table, ou des buts de foot ?

			– C’est un nombre, Ventura, et il s’appelle π (pi). »

			Il me regarda, l’air tout étonné, sceptique, comme le sont et doivent l’être les enfants.

			« C’est un nombre qui se trouve entre le 3 et le 4, ajoutai-je.

			– Maman, il n’y a pas de nombre entre le 3 et le 4. Il y a le 3, et après, le 4.

			– Eh bien, en fait, il y a des nombres entre le 3 et le 4, une quantité infinie.

			– Il y en a combien d’infinis, maman ? » Mon fils de huit ans s’était joint à la fête.

			Comme je pense n’avoir jamais peur de rien, et que j’avais adoré leurs questions, j’ai essayé de leur expliquer ces concepts comme j’ai pu, en inventant des histoires, en expliquant que le nombre π servait à mesurer les cercles, que sans lui on ne pourrait pas mesurer les circonférences. Et que l’infini, c’était quelque chose qui n’était que dans notre tête et que nous ne pourrions jamais atteindre, aussi longtemps que nous comptions. Pour résumer, ils en conclurent deux choses :

			« Ah, oui ! C’est pour ça que les pizzas s’appellent pi-zzas, parce qu’elles sont rondes. »

			« L’infini est une invention des mathématiciens pour pouvoir se reposer. »

			Ce fut le big bang de ma carrière de vulgarisatrice. Avec l’aide du pinceau et des aquarelles de Raquel Gu (illustratrice de ce livre), nous avons commencé notre blog, Mati et ses mathaventures2, plein d’histoires bourrées de mathématiques ou de mathématiques déguisées en histoires.

			Aujourd’hui encore, nous nous étonnons que ce blog, qui s’adresse en principe aux familles, ait été bien reçu par les enseignants du primaire et du secondaire. Et non seulement des enseignants, mais des gens qui croyaient ne pas aimer les maths et qui nous écrivaient pour nous dire que, vues comme ça, les mathématiques étaient belles.

			Il n’y a aucun mérite à ça, les mathématiques sont belles parce qu’elles sont belles. Tout ce que nous avons fait, c’est de le montrer en contexte, avec des histoires. Aujourd’hui encore, bien des gens associent les mathématiques à l’idée de compter, de faire des divisions ou d’extraire des racines carrées, mais ça, ce ne sont pas des mathématiques. Les mathématiques, comme je l’ai dit, sont un jeu, un jeu merveilleux et puissant : elles sont ce qu’elles doivent être. Elles sont le langage qui décrit notre monde, elles sont une façon de raisonner avec logique et élégance. Elles sont la façon de comprendre notre univers. 

			Depuis le 14 mai 2011, je consacre une partie de mon temps à leur vulgarisation, pour les enfants de 9 à 99 ans, consciente que tout le monde aime les mathématiques, mais que certains ne le savent pas encore.

			C’est ce que prétend démontrer le livre que vous avez en main : que vous aimez les maths. Si vous le saviez déjà, je souhaite que vous profitiez de cette promenade à travers votre vie quotidienne pour les rencontrer dans tout ce que vous faites, depuis le laçage de vos chaussures jusqu’à ce selfie où vous êtes si réussi, en passant par les enchères, les machines à coudre, Game of Thrones ou Google. Si vous êtes de ceux qui pensent qu’ils n’aiment pas les maths, laissez-moi vous convaincre du contraire : tout ce que vous faites en est rempli et elles sont passionnantes. Et si je réussis à vous convaincre, je ne vous demande en échange qu’un petit service : allez dans la rue et criez que vous aimez les maths. Aussi fort que vous pourrez. Par malheur, même au XXIe siècle, au milieu de tant de technologie, il y a des gens (leur téléphone portable en main) pour affirmer le contraire, pour assurer que les maths ne servent à rien. Et ce sentiment qui flotte dans l’atmosphère est un frein aux roues de l’avenir de n’importe quel pays, parce que le futur s’écrit avec le M de mathématiques. Le mathématicien Edward Frenkel a une phrase aussi courte qu’éloquente pour l’expliquer : « Il y a une petite élite qui détient le pouvoir. Et si elle le détient, c’est parce qu’elle connaît les maths, et vous non. » Faisons en sorte, comme dit cet autre mathématicien, Cédric Villani, que connaître et comprendre les mathématiques soit une priorité nationale.

			Mettez-vous à l’aise, relaxez-vous et suivez-nous dans cette promenade à travers votre quotidien. Vous ne voulez pas tomber du côté obscur, n’est-ce pas ? Que les maths soient avec vous !

			

			
				
					1 - En français dans le texte. En statistique, la loi normale est l'une des lois de probabilité les plus adaptées pour modéliser des phénomènes naturels et est également appelée loi gaussienne. (N. d. T.)

				

				
					2 - Mati y sus mateaventuras.

				

			

		





		
			
				
					
						
					

				

			

			On ne devrait jamais (ou presque) se fier aux tendances – politiques ou autres – qui semblent majoritaires dans notre environnement de réseaux sociaux. À côté d’un tas d’avantages et d’applications, les réseaux sociaux ont certaines propriétés qui peuvent nous amener à nous laisser berner, ou qui vont contre ce que nous appelons l’intuition.

			Examinons l’un de ces comportements – disons étranges – des réseaux : le paradoxe bien connu de l’amitié, qui assure que vos amis ont en moyenne plus d’amis que vous. Bien qu’à première vue cela ait tout à fait l’air d’un paradoxe, une petite analyse permet de comprendre pourquoi cela se produit : il suffit qu’un de vos amis soit « très populaire », qu’il ait un nombre très élevé d’amis, pour que la moyenne des amis de ses amis monte en flèche et que, par comparaison, vous vous sentiez comme un pauvre moins que rien. Du calme, ne stressez pas : l’usage des moyennes dans ce type d’expériences sociales n’ est ni juste ni objectif, pas plus qu’  il ne l’ est si nous utilisons cette même mesure, la moyenne, pour évaluer les salaires d’un ensemble de personnes parmi lesquelles se trouvent par exemple Amancio Ortega, fondateur de Zara et première fortune d’Europe, et plusieurs étudiants boursiers. Le problème, dans ce cas, est qu’on fonctionne avec des moyennes, et sans réfléchir.

			
				
					
				

			

			Un autre de ces comportements des réseaux sociaux que nous pouvons qualifier d’ « étranges » a été récemment étudié par des chercheurs de l’université de Californie du Sud (ou USC) : l’illusion de la majorité. Dans un certain sens, comme nous allons le voir, cela a assez à voir avec le paradoxe de l’amitié mais, avant tout, essayons de l’expliquer.

 

			QU’EST-CE QUE L’ILLUSION DE LA MAJORITÉ ?

			
			En quelques mots, il s’agit d’un phénomène qui a pour effet qu’un environnement social perçoive comme courant un comportement étrange. Pour illustrer ce phénomène, Kristina Lerman et ses collègues de l’USC ont conçu un exemple assez simple mais très illustratif à partir d’un réseau social de 14 utilisateurs. Sur la figure à gauche, on a un graphe sur lequel chaque point représente un utilisateur d’un réseau social déterminé, par exemple Facebook, et on a réuni par des lignes ceux qui sont amis dans ce réseau. Parmi tous ces amis, trois seulement ont été colorés en rouge. 
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			Si la couleur rouge de ces trois sommets du graphe indique un comportement déterminé des utilisateurs en question, il ne serait pas logique de dire qu’il s’agit d’un comportement habituel sur le réseau, étant donné que seuls 3 membres sur 14 l’auraient, soit moins de 22  % de la population. Vous êtes d’accord ? Mais attention, si nous demandons à n’importe lequel des utilisateurs ce qu’il observe sur son réseau, nous trouverons ceci :
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			L’utilisateur que nous avons coloré en bleu sur la figure précédente observe que 100  % de ses amis sont en rouge, ce dont il peut déduire que la norme est d’être rouge. Et en général, si nous interrogeons n’importe lequel des 11 utilisateurs en blanc, il nous dira que plus de 50  % de ses amis sur le réseau social sont rouges. Si nous choisissons un autre point bleu (comme sur la figure ci-contre), il nous dira que 75  % de ses amis sont rouges.
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			C’est-à-dire que plus de 78  % de la population (11 utilisateurs sur 14) nous diront que ce qui est normal, c’est d’être rouge dans une situation où sont rouges moins de 22  % des utilisateurs. C’est ce que Lerman et ses collègues ont appelé l’illusion de la majorité. Cela expliquerait, par exemple, qu’on accepte comme normaux (dans certains environnements) des comportements de type xénophobe, machiste, homophobe… parce que certains des membres du réseau, moins de 22  %, le sont. Mais cela se produit-il toujours ? C’est-à-dire, est-ce que ce serait la même chose si nous teintions en rouge trois autres utilisateurs différents du réseau ? La réponse est non, ce qui dans le travail de Lerman est illustré de la manière suivante :
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			Dans ce deuxième exemple, les utilisateurs blancs voient que ce qui est normal, c’est d’être blanc, car c’est ce qui s’ajuste le plus à la réalité. C’est-à-dire que ce défaut de l’illusion de la majorité ne se produit pas. Pourquoi ? Eh bien, en un certain sens, pour la même raison que dans le cas du paradoxe de l’amitié : parce que l’effet étrange est provoqué par les utilisateurs qui ont beaucoup d’amis ou de followers : dans le premier exemple de Lerman, les trois utilisateurs rouges choisis étaient des utilisateurs très populaires tandis que dans le deuxième, ce n’ est pas le cas.

			Ce phénomène expliquerait aussi le fait que certains contenus se propagent de façon virale sur les réseaux et que d’autres, possiblement plus intéressants et plus déterminants pour la population, s’y perdent sans atteindre ni visibilité ni gloire. Il suffit que les premiers soient publiés par des utilisateurs pourvus de nombreux followers pour que cela provoque cette illusion de majorité.

			De la même façon, cette illusion, comme nous l’avons dit, peut nous amener à proposer des conclusions erronées sur certaines tendances ou à accepter comme normaux des comportements qui ne le sont pas, loin de là. Ce serait le mauvais côté, bien entendu. Le bon, c’est qu’en identifiant les utilisateurs les plus connectés, on pourrait répandre des contenus positifs.

			Par conséquent, ne faites pas toujours confiance aux influenceurs de votre réseau. Et, s’il vous plaît, au cas où vous seriez l’un d’eux, soyez responsable et ne diffusez pas des messages susceptibles d’être dangereux pour la communauté.
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			À la question de savoir ce que Picasso, les voitures et les mathématiques ont de commun, la réponse raisonnable pourrait être : « Rien.  » Il existe pourtant entre les trois une relation assez curieuse, qui est liée à une phrase qu’on assène souvent quand on prétend dénier tout mérite à la peinture de Picasso : « N’importe qui peut en faire autant, même un enfant. » Amenez un enfant, comme dirait Groucho Marx. 

			Ce n’est pas ici le lieu pour réfuter pareille niaiserie. J’irai même encore un peu plus loin : certains dessins de Picasso sont si simples que même un mathématicien pourrait les faire. Et toc. Effectivement, une grande partie des dessins de l’illustre enfant de Málaga peuvent être reproduits en n’utilisant que des courbes de Bézier, qui sont un objet mathématique qu’à coup sûr vous avez déjà vu et utilisé, même si vous n’en êtes pas conscient.

			Les courbes de Bézier ont été développées par l’ingénieur français Pierre Bézier, qui travaillait pour Renault. Au début des années 1960, il développa cet outil et s’en servit à profusion dans le dessin de pièces d’automobiles. Par la suite, elles ont été aussi adoptées par l’industrie aéronautique et, de nos jours, tout programme informatique ou presque ayant à voir avec des graphiques les a à sa disposition. Nous voulons parler de cet outil pour le dessin qui sert à tracer des courbes et qui ne nous les dessine jamais comme nous le voudrions. Bon, le premier et le dernier point, si, mais la zone intermédiaire nous surprend toujours, et parfois même nous énerve.

			Nous allons tenter de voir comment fonctionnent et comment sont tracées les courbes de Bézier, pour qu’elles ne nous prennent pas au dépourvu la prochaine fois. Une courbe de Bézier dépend toujours de trois points ou plus, appelés points de contrôle. Nous devons les imaginer comme le chemin décrit par un objet qui va du premier point au dernier, mais qui se sent « attiré » par les points intermédiaires.

			Bien que, dans la plupart des applications, on utilise quatre points de contrôle, je crois que nous devrions commencer par les courbes qui n’en utilisent que trois. Ouvrons notre application de dessin préférée, sélectionnons l’outil qui trace des courbes (de Bézier), marquons avec la souris un point, tirons jusqu’au suivant et relâchons : nous venons de créer notre deuxième point de contrôle. Allons maintenant vers un troisième point sur lequel nous ferons un double-clic pour terminer de tracer la courbe. Nos trois points sont :

			[image: ]

		

		
			Contre toute attente, le programme nous trace cette courbe :

			[image: ]

			Mais pourquoi ? Pour le comprendre, procédons ainsi : joignons par une ligne le premier point rouge (celui qui est le plus à gauche) au point intermédiaire (bleu), et celui-ci au dernier (rouge) :
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			Imaginons maintenant qu’un point bleu clair se met en marche en partant du premier point rouge jusqu’au point intermédiaire et qu’un autre part en même temps du point bleu et va jusqu’au dernier point rouge, les deux points bleu clair ne se déplaçant toutefois pas à la même vitesse, mais réglant leurs vitesses de façon à arriver en même temps à leurs destinations respectives :
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			Joignons maintenant les deux points bleu clair avec un élastique (avec un élastique parce que la distance entre eux varie selon l’allure à laquelle ils se déplacent). Sur cet élastique voyage un point rose qui va du point bleu clair à l’autre point bleu clair, et qui règle lui aussi sa vitesse de façon à commencer son parcours et à le terminer en même temps que les deux bleu clair :
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			Eh bien, si nous dessinons le parcours suivi par le point rose, nous obtenons exactement la courbe de Bézier définie par les points rouges et le point bleu. 

			Et si nous avons quatre points de contrôle ? Le processus est semblable : nous commençons sur un point, tirons jusqu’au suivant, nous nous déplaçons jusqu’au dernier et continuons pour créer le handle (deuxième point intermédiaire). Les quatre points sont :
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			Et le résultat est ce « petit visage triste » :
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			Comment y arrive-t-on ? Par un procédé similaire à celui qui a été décrit ci-avant : nous joignons le premier point au deuxième, celui-ci au suivant et le troisième au dernier :
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			Et maintenant, trois points bleu clair se mettent en marche sur chacun des trois segments, de façon à partir et à arriver ensemble. Entre le premier et le deuxième point bleu clair se trouve un élastique le long duquel se déplace un point rose. Procédons de même entre le deuxième et le troisième, puis mettons un autre élastique entre les deux points roses, sur lequel se déplace un carré bleu, lequel tracera la courbe :
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			Et voilà. Bon, pas tout à fait, on peut continuer à ajouter des points de contrôle et obtenir d’autres courbes de Bézier.

			La prochaine fois que vous essaierez d’utiliser une courbe de Bézier sur votre ordinateur et que vous n’obtiendrez pas le dessin espéré, dites-vous que les dessins de Picasso ne sont peut-être pas aussi simples que certains le pensent.

		

		
			
		




		
		
			
			

		

		
			La revue Math Horizons, de la Mathematical Association of America, a publié il y a quelque temps un article intitulé « Network of Thrones » (« Réseau de trônes »), d’Andrew Beveridge et Jie Shan, respectivement professeur et ancien étudiant au Macalester College (Minnesota). Dans cet article, les auteurs ont utilisé des techniques mathématiques de réseaux et la théorie des graphes – avec un petit emprunt à l’algorithme de Google – pour essayer de décider quels étaient les véritables protagonistes de Game of Thrones.

			Avant d’expliquer comment ont procédé Beveridge et Shan, laissez-moi vous avouer que nous avons un peu exagéré dans le titre. S’il est vrai que Daenerys Targaryen n’apparaît pas comme personnage principal dans l’article cité, il est tout aussi vrai que les auteurs se sont servis pour leur base de données du troisième des livres de George R. R. Martin,  A Storm of Swords, dans lequel notre « Khaleesi » ne s’est pas encore tout à fait mise dans la mouise.

			Et maintenant, voyons comment ils ont procédé. Les auteurs ont construit un graphe avec les personnages de la série et leurs relations. Un graphe peut être compris comme un ensemble de points que nous appelons sommets, et de lignes qui relient certains de ces points, de deux en deux, et que nous appelons arêtes. Un exemple de graphe simple et bien connu est, par exemple, Facebook : les sommets sont les utilisateurs de ce réseau social et deux d’entre eux sont réunis par une arête s’ils sont amis sur ce réseau.
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			Revenons aux trônes. Dans le graphe de Beveridge et Shan, les sommets sont les personnages qui apparaissent dans le livre : un petit point pour chacun d’eux, avec un total de 107 sommets ou personnages. Ces points sont réunis entre eux, par des arêtes, si (a) il existe entre eux des liens familiaux ou amicaux, (b) ils sont mentionnés ensemble ou (c) leurs noms apparaissent dans le texte à moins de 15 mots de distance. 

			Avec ces trois règles ont été créés 353 liens (arêtes) entre des points. Précision : tous ces liens ont une mesure assignée, un poids en fonction du nombre de fois que ces personnages apparaissent ensemble, de l’étroitesse de leurs liens familiaux… Nous pouvons interpréter ce poids en disant que certaines de ces arêtes (lignes qui unissent les sommets) sont plus épaisses que d’autres parce qu’elles sont plus souvent mentionnées dans le texte.

			Outre l’épaisseur ou le poids des arêtes, les sommets et les étiquettes qu’ils portent seront de tailles différentes en fonction de leur importance. Pour définir la taille du sommet (du point), les auteurs suivent la méthode dont se sert PageRank, l’algorithme utilisé par Google pour classer ses pages par ordre d’importance. Oui, chers élèves d’algèbre linéaire, avec les autovecteurs et tout ça, vous voyez ? Pour la taille de l’étiquette du sommet, ils se fondent sur une autre mesure, celle de la centralité du sommet, calculée en fonction du nombre de sommets reliés à lui et du poids desdites relations. Avec toutes ces règles, l’algorithme donne ce graphe (ou réseau) de la structure de A Storm of Swords.
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			Comme on peut le deviner à partir de l’illustration précédente, l’algorithme utilisé par ces deux auteurs pour construire le graphe de Game of Thrones donne un graphe dont les sommets sont regroupés en 7 communautés – ou sous-réseaux – très connectées (sur l’image précédente, chaque communauté a un pictogramme distinct pour ses sommets), ce qui coïncide avec le fil narratif du livre.

			Nous observons aussi que tout s’organise autour de quelques personnages hautement connectés : Tyrion, Jon, Robert, Daenerys…

			Ces faits (le regroupement par communautés et la grande influence de quelques sommets, peu nombreux) s’observent sur presque n’importe quel réseau social. De fait, comme nous l’avons déjà vu, ce sont ces personnages très connectés qui donnent lieu à l’illusion de la majorité.

			Eh bien, selon l’algorithme de Beveridge et Shan, le véritable protagoniste est Tyrion. Il est suivi de Jon Snow – en vertu du fait qu’il occupe une position unique dans le réseau, étant connecté avec les seigneurs de haut lignage, avec la Garde de Nuit et avec les Sauvages au nord du Mur –, et de Sansa Stark – à cause de son pouvoir potentiel comme héritière et de son rôle de pion dans les jeux de pouvoir.

			Ce n’est pas le cas, comme nous le disions, de Daenerys Targaryen, mais c’est parce que nous n’ en sommes encore qu’au troisième livre, ne nous énervons pas. En fait, je vous encourage à faire ce graphe pour les livres suivants et vous verrez que vous aurez un sommet de la « Khaleesi » épais à souhait. Bon, finalement, entre les fanatiques de la série et ces travaux, je vais finir par me laisser convaincre de regarder quelques épisodes.
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			La revue Nature ne dit peut-être pas grand-chose à ceux qui n’appartiennent pas au monde de la recherche scientifique, mais pour ceux qui comme moi en font partie, réussir à publier un article dans cette revue peut être la garantie d’obtenir un grand prestige (et quelques points pour continuer à grimper dans la carrière académique, le cas échéant).

			
			Mais nous autres mathématiciens avons un problème : les publications de notre discipline acceptées par le comité éditorial sont fort peu nombreuses, ce qui fait qu’en réalité nous n’envoyons presque jamais nos travaux à Nature. Par exemple, les deux résultats mathématiques qui ont eu la plus grande répercussion dans la presse mondiale – la démonstration par Andrew Wiles du dernier théorème de Fermat et celle de la conjecture de Poincaré par Grigori Perelman – ont été exclusivement présentés sur des forums de mathématiques.


				
					
				

			

			En fait, pour Perelman, ce fut comme si on l’avait fait manger à l’office (pour ne pas dire comme si on lui avait donné deux claques, ce qui n’est pas très joli) : il ne parvint à publier sa démonstration complète dans aucune revue spécialisée et ne put la rendre disponible que sur internet. Ce qui fut mis à profit par deux mathématiciens chinois, qui la publièrent en disant que Perelman n’avait fait connaître que les résultats préliminaires et les idées et qu’eux les avaient développés. Bien entendu, la communauté internationale n’accorda aucune valeur aux arguments avancés par les deux professeurs chinois, et Perelman poursuivit son show : il renonça au plus important des prix décernés aux mathématiciens, la médaille Fields, et à celui décerné par l’institut Clay à qui démontrerait l’un des problèmes du millénaire, doté d’un million de dollars. Bref.

			Mais revenons à Nature. Comme je le disais, les travaux mathématiques qu’elle publie sont très peu nombreux, et la plupart concernent des recherches interdisciplinaires qui ont à voir avec une résolution numérique de systèmes d’équations différentielles. Ces travaux ont le plus souvent aussi un fort impact dans d’autres branches du savoir, comme la physique ou l’ingénierie. C’est pourquoi il est plus qu’ étonnant que Burkard Polster, professeur à l’université de Monash (Australie), ait réussi à publier en 2002 dans Nature un article qui traitait… des mathématiques du laçage de chaussures !

			Dans cet article, l’auteur abordait trois questions absolument transcendantales pour l’humanité : combien existe-t-il de façons différentes de passer un lacet dans les œillets d’une chaussure ? Quelle est celle qui nécessite le moins de longueur de lacet ? Et quelle est la plus solide ? La réponse à la première question est : beaucoup. Pensons que si nous avons 12 œillets, nous pouvons commencer par n’importe lequel, continuer par un autre et arriver ainsi jusqu’au dernier, c’est-à-dire 12 ! = 479 001 600 (précision : 12 ! ne veut pas dire 12 en criant, comme le prétendent certains rigolos, mais est la factorielle de 12, c’est-à-dire : 12 ! = 12 x 11 x 10 x 9 x 8 x 7 x 6 x 5 x 4 x 3 x 2). Mais il se trouve en plus que chacun de ces passages peut être fait dans les deux sens, ce qui donne un total de 1 990 553 600.

			Bien entendu, la plupart de ces façons de faire sont absurdes et ce n’est pas en vertu de ce décompte si simple qu’on pourra obtenir d’être publié dans Nature. Polster s’est imposé quelques restrictions logiques, qui allaient de l’obligation de commencer et de finir à une extrémité, au fait que chaque œillet joue un rôle pour tenir bien serrée la chaussure, ou que l’ensemble soit esthétique selon certains paramètres.

			Dans ce cas, parvenir à une formule est beaucoup plus compliqué mais, avec celle que Polster a obtenue, nous avons comme résultat que pour la même chaussure il existe 43 200 façons « raisonnables » de la lacer.

			Cela dit, laquelle de ces 43 200 façons a besoin de la plus petite longueur de lacet ? C’est là un problème plus compliqué encore, car il ne faut pas oublier que l’une des conditions est que chaque œillet joue un rôle dans la bonne fixation de la chaussure. En utilisant diverses méthodes combinatoires, l’auteur est arrivé à une nouvelle conclusion : la plus efficace en l’occurrence pour utiliser le moins de longueur de lacet est celle qui est connue sous le nom de « nœud papillon » (C).

			Il restait enfin la question de savoir lesquelles étaient les plus solides. Pour le savoir, il a dû définir les équations appropriées pour modéliser ce phénomène, à savoir deux des méthodes les plus traditionnelles : la croisée (A) et la droite (B).
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					Sur cette figure, les configurations A et B sont les plus répandues pour lacer ses chaussures ; ce sont aussi les plus solides. La configuration C fait partie de celles qui utilisent le moins de longueur de lacet.

				

			

 

			Dans le même travail est également posée la question de savoir, finalement, comment nouer les lacets pour que le résultat soit le plus solide possible. La plupart d’entre nous font d’abord un nœud avec les deux bouts du lacet, puis deux petites boucles qu’ils nouent de nouveau dans le même sens que le premier nœud. C’est une question d’habitude et de latéralité.

			Eh bien, si vous faites le second nœud, celui des petites boucles, dans le sens contraire du premier nœud, personne ne pourra dénouer vos chaussures. Bon, mais n’oubliez pas la sécurité que nous apportait le nœud triple que nous faisaient nos chers grands-parents pour que nous ne tombions pas en marchant sur nos lacets défaits. Et ça, notre mathématicien d’aujourd’hui n’en a pas tenu compte.
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			En début d’année, époque de changements et de projets ambitieux, certains décident de s’inscrire dans une salle de sport, d’autres, les plus nombreux, à des cours d’anglais, et quelques-uns, plus rares, qui ont encore un peu d’argent après les fêtes, de changer les meubles de leur appartement. Aucun de ces trois projets n’est simple, mais comme il est ici question de maths, nous ne parlerons ni d’anglais ni de gym, bien qu’il soit possible, assurément, que nous finissions par beaucoup transpirer.

			Lançons-nous un défi pas trop difficile : si nous devons déplacer un meuble le long d’un couloir, quelle taille maximale peut-il avoir ? Oui, ça peut sembler étonnant, mais c’est là encore un problème que les mathématiciens ont étudié, notamment parce qu’il a des applications en robotique et qu’il réserve plus d’une surprise. Nous voilà face au problème du canapé.

			Pour simplifier la question, et vu que nous pouvons supposer que les robots se déplacent sur le sol, nous allons considérer un problème à deux dimensions : le couloir sera le terrain compris entre deux lignes droites, et nous nous demanderons si une certaine zone plane (représentant notre canapé) peut tenir sur ce terrain. Si le couloir est droit, la réponse est connue depuis plus de trente ans. Je vous passe les détails et ne vous livre que quelques mots-clés au cas où l’un d’entre vous voudrait approfondir un peu plus : il suffit de calculer la largeur du meuble de la façon suivante... Sur la figure qui suit, le couloir est en bleu et le canapé en rouge. À cause de son dessin osé, vous pouvez l’appeler canapé Pythagausseulerdöska.
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			Trouver la solution, dans cet exemple à deux dimensions, nécessite deux étapes fondamentales. Lors de la première, nous allons calculer l’enveloppe convexe du meuble, en remplissant les creux comme on le voit sur la figure ci-dessous. Intuitivement, vous pouvez imaginer que vous enveloppez tout le canapé d’une bande élastique, car l’enveloppe convexe est la forme qu’adopterait une telle bande.
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			Ensuite, nous calculons les deux lignes parallèles les plus proches qui renferment la figure (l’enveloppe convexe du canapé). Ce qui peut se faire en calculant la distance entre chaque segment du bord (de la bande élastique) et le sommet le plus éloigné de la ligne qui détermine le segment concerné. Ou alors avec la technique de calibrage utilisée par les plombiers pour mesurer les tuyaux, par exemple.
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			Si la distance entre ces deux parallèles est plus petite que la largeur du couloir, alors notre meuble pourra passer, et sinon, non. Et dans ce cas, la solution… je la laisse à la discrétion du déménageur. Naturellement, la chose se complique si notre couloir n’est pas droit. Le mathématicien austro-canadien Leo Moser s’est demandé quelle était la surface maximale que pouvait avoir une figure pour qu’on puisse la faire passer (tourner) dans un couloir en forme de L et d’une largeur d’un mètre.

			Si vous y réfléchissez un petit peu, vous pouvez soupçonner, ou penser, qu’un demi-cercle d’un rayon d’un mètre, qui puisse tourner dans ces conditions, est l’objet de surface maximale que nous pouvons transporter, surface qui, rappelons-le, vaut π / 2=1,570796 m2… Eh bien non. Le Britannique John Hammersley (mathématicien qui, soit dit en passant, est un spécialiste de la percolation) a trouvé un « canapé » de plus grande surface qui peut aussi passer dans ce couloir.

			Le « canapé » de Hammersley a la forme du combiné des téléphones de jadis, ses composants sont des arcs de cercle et des segments de droites, et il a une surface de π / 2+2 / π =2,2074 m2… Plus grande que celle du demi-cercle de rayon d’un mètre dont nous parlions tout à l’heure. Pourtant, ce n’est pas le plus grand objet que nous puissions déplacer dans ce couloir. En 1992, l’Américain Joseph L. Gerver a imaginé une modification compliquée du précédent, et d’une surface supérieure.

			Dans le « canapé » de Gerver, nous n’avons plus d’arcs de cercle ni de segments, mais des courbes plus compliquées (toujours avec des segments) et sa surface est de 2,219531669 m2, ce qui est le record actuel. Depuis lors, personne n’a réussi à démontrer qu’il s’agit de la plus grande surface pour un canapé, ni à en trouver une plus grande. 

			Fascinant, non ? Mais bien sûr, tous ces merveilleux défis intellectuels sont rapidement éclipsés par des fabricants de meubles nordiques qui vous vendent des canapés en pièces détachées dans des boîtes de la taille de boîtes à chaussures. Misère !
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			Lors des réveillons de fin d’année, nous devons presque toujours écouter patiemment un membre de notre famille, disons un beau-frère, qui nous fait cadeau de ses formidables conseils sur ce que nous devrions faire de nos vies. Comme dit ma mère, ce n’est que deux jours par an, qu’est-ce que ça te coûte de l’écouter et d’être aimable ? Mais cette manie « beaufesque » a franchi les frontières et il est difficile de finir la journée sans trouver sur la Toile une entrée du genre « 10 conseils pour… ».

			Je vais vous donner un conseil : ne donnez pas de conseils. Pas seulement parce que ça peut finir par fatiguer les autres, mais aussi parce que si nous suivons tous les mêmes conseils et convergeons tous vers le même profil, que ce soit comme être humain ou comme usager de Twitter, Facebook, Instagram ou Flickr, il n’y aura pas d’évolution et nous ne nous améliorerons pas. Nous serons peut-être tous un peu meilleurs, mais nous n’atteindrons pas les cotes les plus élevées parce que l’élément différenciateur permettant de sélectionner la mutation nécessaire pour améliorer l’espèce n’existera pas. Hou là, qu’est-ce que je suis sérieuse, et profonde. Je vais m’expliquer avec les mathématiques, parce que c’est plus facile pour moi. Du moins je vais essayer.

			
				
					
				

			

			Il y a des problèmes d’optimisation (trouver la meilleure valeur pour une fonction objective déterminée : coûts, bénéfices, temps…) qu’il n’est pas possible de résoudre avec les méthodes classiques, pas même en se servant de la puissance d’un ordinateur. Un des plus typiques est connu sous le nom de problème du voyageur de commerce (TSP pour Travelling Salesman Problem, selon son sigle en anglais). L’exposition du TSP est très simple : étant donné un ensemble de villes reliées par des routes, il s’agit de concevoir l’itinéraire le plus court qui, partant d’un point déterminé, passe par toutes les villes et revienne à son point de départ. Par exemple, dans la figure suivante, il s’agirait de proposer un itinéraire qui, partant du point marqué par une petite maison, passerait par toutes les librairies du plan et reviendrait à son point de départ.
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			Dans une première approche, quelqu’un pourrait penser, et il aurait raison, que pour résoudre ce problème, il suffit d’essayer tous les itinéraires possibles, en changeant l’ordre des villes visitées, de calculer la longueur de tous ces itinéraires possibles et de choisir le plus court. Bien. À un détail près : il n’ est possible de calculer cette solution que pour un très petit nombre de villes. Pour nous faire une idée, si nous avons 100 villes, le nombre d’itinéraires possibles est 100 ! (= factorielle de 100, le « ! » ne signifie pas qu’on crie) et 100 !, croyez-moi, c’est un nombre fichtrement grand. Il est beaucoup plus grand que le nombre de particules élémentaires dans l’univers observable. Par conséquent, cette première tentative de solution n’est pas envisageable, pas même avec la puissance de calcul des ordinateurs.

			Que faire quand on ne peut pas trouver la solution optimale (la meilleure), même avec des ordinateurs ? Eh bien, il faut essayer de chercher la meilleure possible, vu que faute de grives… Pour cela, on peut se servir, par exemple, de ce qu’on appelle les algorithmes génétiques : des algorithmes qui essaient de modéliser le processus darwinien selon lequel la nature crée des espèces adaptées à leur environnement. Je vais tenter de l’expliquer à l’aide d’un exemple du TSP.

			Supposons que nous avons 6 villes que nous appellerons A, B, C, D, E et F. Essayons de trouver la permutation optimale desdites lettres qui nous donne la distance minimale (en partant de A et en y revenant). Les éléments qui composent notre algorithme génétique sont les suivants :

			> Une population initiale. Cette population aura un nombre d’individus que nous aurons fixé au préalable. Pour obtenir cette population, il nous suffit de trouver, de façon aléatoire, autant de permutations que nécessaire et, parmi celles-ci, nous en choisirons quelques-unes par tirage au sort. Supposons que, dans notre cas, la population initiale est de 6 individus. Construisons ces individus aléatoirement et obtenons les résultats suivants :

			{ABEFDC, ABCEFD, AEBCFD, ACDBEF, AEFCDB, ADCBFE}

			Nous commençons toujours par A, qui est notre point de départ, étant entendu que ce sera aussi notre point d’arrivée.

			> Une fonction d’évaluation. Un critère qui nous permette de mesurer la valeur des éléments de cette population que nous avons créée aléatoirement, en assignant à chacun d’eux un nombre qui sera la mesure de son aptitude. Dans l’exemple des 6 villes, ce nombre serait la longueur de chacun des itinéraires, en ajoutant les distances entre les éléments consécutifs de chaque permutation : pour ABEFDC, par exemple, mesurons la distance de A à B, ajoutons-lui la distance de B à E, de E à F, de F à D, de D à C et de C à A.

			Dans ce cas, moins grande sera la longueur totale, plus grande sera l’aptitude, parce que nous cherchons des solutions avec de petites distances. 

			> Un processus de sélection par croisements : réalisons un tirage au sort entre les individus de la population initiale, pour les croiser par paires, en donnant le plus de bulletins à ceux qui auront le plus d’aptitudes. C’est-à-dire que les individus ayant la plus grande aptitude auront le plus de probabilités d’être sélectionnés pour être croisés avec d’autres individus. C’est aussi ce qui se passe dans la vie réelle… Dans notre exemple de 6 individus, nous allons choisir 3 paires (nous pouvons mettre le même individu dans plusieurs paires, par exemple, s’il est très, mais vraiment très apte). Si une des paires choisies est, par exemple, celle qui est formée par les individus ABCEFD et ACDBEF, nous devrons la croiser pour obtenir un nouvel individu pour la population suivante.

			Il existe plusieurs méthodes pour ce faire, et je vais en proposer une simple : faisons un autre tirage au sort et choisissons un nombre entre 2 et 4. C’est 3 qui sort. Cela signifie qu’en croisant ABCEFD et ACDBEF, nous obtiendrons deux enfants. Pour le premier, choisissons les 3 premières villes de ABCEFD : ABC, et parcourons les autres villes après C dans l’ordre où elles apparaissent chez l’autre géniteur, ACDBEF : après C vient D, puis ce serait B, mais comme nous sommes déjà passés par B, nous le sautons et allons à E, et enfin à F ; par conséquent, le premier enfant serait ABCDEF. Faisons maintenant la même chose en commençant par ACDBEF et obtenons le second enfant : ACDBEF (qui, curieusement, est comme son père, mais ne nous en préoccupons pas).

			Avec ce procédé, nous aurions 2 enfants de chacune des 3 paires choisies par tirage au sort, c’est-à-dire 6 nouveaux individus pour recommencer et répéter le processus si nous voulons améliorer l’aptitude. Mais attention ! Voici maintenant un détail très important. Intervient ici un élément essentiel, sans lequel la méthode ne fonctionnerait pas, sans lequel la nature n’aurait pas obtenu les individus capables de s’adapter le mieux à leur environnement : la mutation, les chacuneries.

			Les mutations ne sont pas fréquentes et la plupart sont régressives : en général, elles donnent des individus pires mais, très rarement, elles produisent des individus mieux adaptés et, sans elles, le processus darwinien n’aurait pas de sens. Et donc ce que nous faisons, une fois les enfants obtenus, c’est de procéder à un nouveau tirage au sort, mais tel que la probabilité d’être transformé soit très petite (disons entre 1 et 1 000). Ainsi, sur 1 000 individus, nous en transformons approximativement 1. Supposons qu’un des enfants que nous avons obtenus lors du processus antérieur ABCDEF se révèle être un mutant, que faisons-nous ? Un autre tirage au sort (nous en avons déjà fait quelques-uns) et il en sort deux nombres entre le 2 et le 6 (par exemple 3 et 5), échangeons les villes qui apparaissent en troisième et cinquième places pour obtenir ABEDCF. Il s’agit maintenant de mesurer l’aptitude de la nouvelle population et, si elle nous satisfait, nous en resterons là. Sinon, nous répéterons le processus.

			Ce qui est incroyable dans ce type d’algorithmes où on prend tant de décisions aléatoires, avec tant de tirages au sort, c’est qu’ils obtiennent, en très peu d’étapes, de très bonnes solutions. En fait, il existe un résultat mathématique qui nous assure qu’avec cette méthode, nous approcherons autant que nous le voudrons de la solution optimale (plus il y a de générations, et mieux c’est). Il nous assure aussi que si nous ne tenons pas compte de certains éléments, il est possible que nous n’approchions jamais de ladite solution parce que nous resterons bloqués dans ce qu’on appelle un optimum local, et que nous n’atteindrons jamais l’optimum global que nous recherchons.
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			Mais, me demanderez-vous, qu’a donc à voir tout ça avec les listes de conseils pour utiliser Twitter, Facebook, Instagram, Flickr… ? Si tous, nous suivons ces listes de conseils, nous ne connaîtrons pas de processus évolutif : nous resterons bloqués dans des optimums locaux, car ces listes ont pour conséquences que tous les individus se ressemblent et que la diversité, essentielle pour obtenir de nouveaux éléments est éliminée. En un sens, on peut dire que le métissage est fondamental et que les populations très endogames (comme les familles royales) ont tendance à dégénérer et à donner des individus défectueux. 

			Un conseil : mélangez-vous ! Et s’il vous arrive de faire quelque chose que les autres prendront pour une véritable folie, pensez à ce que disait Gaudí : « Mes idées sont d’une logique indiscutable ; la seule chose qui me fait douter, c’est qu’elles n’ ont pas été appliquées par le passé.  » Donc, ne doutez pas.
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			Par les temps qui courent, nous sommes continuellement bombardés de données statistiques et, croyez-moi, pas toujours bien interprétées. Certaines nous affectent davantage, par exemple les chiffres relatifs au chômage, et d’autres moins, comme le temps de possession du ballon d’une équipe de foot.

			Oui, je sais, il y a des gens qui hiérarchisent les exemples précédents en sens inverse, et qui par exemple n’hésitent pas à aller voir un match de foot le jour où le pays qui préside l’Europe les implore de procéder à un sauvetage économique. « Y a des gens pour tout », comme disait ce toréador en parlant d’Ortega y Gasset.

			
				
					
				

			

			Ce qui ne fait aucun doute pour moi, c’est que si la statistique concerne un examen médical que nous venons de subir pour voir si nous avons une maladie mortelle, nous sommes aussitôt en alerte. Pour cette raison, et parce que nous recevrons tous un jour des résultats d’analyse, il conviendrait de savoir les interpréter avec rigueur et d’agir ensuite de façon rationnelle.

			Imaginons donc qu’on nous fasse subir un test pour déterminer si nous avons une maladie pour laquelle il n’existe pas de traitement, et qui nous mènera à une mort certaine, rapide et très douloureuse. Imaginons que le test soit positif. Dans ces circonstances, il y a des personnes qui, si elles ne s’informaient pas de la fiabilité du test et de la fréquence de la maladie dans la population, pourraient en venir à prendre des décisions drastiques et très, très préjudiciables pour elles et leurs familles – après tout, plus rien à perdre – comme poster sur Instagram une photo d’elles en train de jouer les Scarlett (Johansson). Mais, et si elles n’étaient pas malades ?

			Parce que oui, il se peut qu’elles ne soient pas malades. Quelle est la probabilité d’avoir cette très méchante maladie si le test s’est révélé positif ? Eh bien cela dépend, évidemment. De quoi ? Comme je l’ai dit quelques lignes plus haut, de la fréquence à laquelle cette maladie affecte la population et de la fiabilité du test réalisé. Nous allons supposer, pour illustrer cette explication avec un exemple, que la maladie en question n’affecte que 0,1 % de la population (1 individu pour 1 000) et qu’on a fait passer le test à 10 000 personnes. Nous nous servons de chiffres ronds pour faciliter nos calculs. Quant à la fiabilité (ou sensibilité) du test, supposons qu’en cas de maladie, le test la détecte correctement dans 80 % des cas et que, dans le cas contraire, il est correct dans 90 % des cas. Dans ces conditions, si le test est positif, quelle probabilité y a-t-il que la personne soit malade ? Certaines personnes répondent à cette question en disant 80 %. Ce que nous allons voir.

			Si la fréquence de la maladie est de 0,1 % pour 10 000 personnes, il y aura approximativement 10 personnes malades. Quand on fera le test, il sera positif pour 8 personnes réellement malades (il ne détecte correctement la maladie que dans 80 % des cas) plus les 999 faux positifs qu’il donnera. D’où sortent ces 999 faux positifs ? S’il n’y a, comme on l’a dit, que 10 personnes malades (puisque la fréquence de la maladie est de 0,1 %), il y aura 9 990 personnes saines. Comme le test détecte correctement que vous êtes malade dans 90 % des cas, il donnera un faux positif dans 10 % de ces 9 990, soit pour 999 personnes. Pour résumer, des 10 000 personnes soumises au test, 1 007 (8 + 999) auront un résultat positif, mais seules 8 d’entre elles seront malades. Par conséquent, dans ces conditions, la probabilité que vous soyez malade si le test est positif est de 8/1 007, c’est-à-dire de 0,79 % : il suffit d’utiliser le théorème de Bayes1…

			Mais bon, il conviendrait de se soumettre tranquillement à d’autres tests avant de faire n’importe quoi. Quant à poster une photo de votre dos sur un réseau social, libre à vous. Ce n’est pas moi qui vais censurer ce genre de choses. Ce qui est immoral n’a rien à voir avec des photos, c’est quelque chose d’intérieur et d’invisible, comme tout ce qui est essentiel.

			

			
				
					1 - Thomas Bayes (1702-1761) est un mathématicien britannique.
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			Quand on me demande ce que c’est que l’illettrisme numérique, je cite la première anecdote que John Allen Paulos relate dans son livre La Peur des chiffres. Il raconte qu’il dînait un soir avec des amis, quand le présentateur de la météo à la télévision annonça que la probabilité qu’il pleuve le samedi suivant était de 50 %, de même que pour le dimanche. De ces deux données, l’un des commensaux déduisit que la probabilité qu’il pleuve durant le week-end était de 100 % !

			Il n’est pas difficile de réfuter cette thèse, mais le plus facile, à mon avis, est de le faire en utilisant le même raisonnement pour calculer la probabilité qu’il pleuve demain, heure par heure, selon un tableau comme celui-ci :
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			Si nous utilisons le raisonnement de l’ami de Paulos, la probabilité qu’il pleuve demain est de 240 %. Voilà. Rien à ajouter. Mais ce dont je voulais parler, en fait, c’est de la question qu’on me pose souvent quand je raconte cette histoire et que nous avons assez ri du raisonnement consistant à additionner les probabilités : que signifie que la probabilité qu’il pleuve demain soit de 50 % ? Il y aura toujours quelqu’un pour faire la blague, qui n’est pas nouvelle, que la probabilité est toujours de 50 %, vu qu’il n’y a que deux possibilités : ou bien il pleuvra, ou bien il ne pleuvra pas. Je vous avais dit que c’était un peu vieux, comme blague. Poursuivons.

			Si la probabilité qu’il pleuve est de 50 %, dois-je prendre mon parapluie ? Ne serait-ce pas que le météorologue n’a pas la moindre idée du temps qu’il fera et que c’est pour ça qu’il parle de 50 % ? Comment calcule-t-il ces 50 % ? Il existe des réponses simples à ces questions, et d’autres un peu plus élaborées (et d’autres encore beaucoup plus élaborées, mais celles-là, nous les laisserons aux spécialistes).

			Voyons déjà les réponses simples : que signifie « la probabilité qu’il pleuve demain est de 50 % » ? Cela veut dire que si nous considérons plusieurs jours pour lesquels on nous annonce cette probabilité qu’il pleuve, nous aurons de la pluie, approximativement, la moitié de ces jours-là. Dois-je prendre mon parapluie ? Oui. Mais après tout, si on se mouille un peu, ce n’est pas trop grave. Serait-ce que le météorologue, disions-nous, n’a pas la moindre idée du temps qu’il fera et que c’est pour ça qu’il parle de 50 % ? Je ne le pense pas, bien que ce soit toujours possible.

			Comment les météorologues calculent-ils ces 50 % ? Pour répondre à cette question d’une façon un peu plus élaborée, nous devons comprendre comment se font, grosso modo, les prévisions météorologiques. Allons-y. En réalité, les équations qui régissent la météorologie sont parfaitement connues : ce sont celles de la dynamique des fluides (qui régissent également les flux d’air autour d’une formule 1 ou d’un avion) et de la thermodynamique. Ce qui se passe, c’est que ces équations ne peuvent pas être résolues par une fonction déterminée. De même qu’il n’existe pas de formule pour résoudre des équations du 5e degré ou plus. Dans les cas où on ne peut pas résoudre les équations avec exactitude, on fait des simulations numériques qui débouchent sur une approximation de la solution exacte. Pour les prévisions météorologiques, voici grosso modo ce qu’on fait :

			> Primo, on divise la Terre ou une partie de la Terre en petites cellules.

			> Secundo, on note les conditions météorologiques à un moment donné pour chacune de ces cellules.

			> Tertio et enfin, on applique les équations pour voir comment vont évoluer ces conditions en fonction des données initiales mesurées dans les cellules voisines, et en utilisant les équations que nous avons mentionnées.

			Si tout cela est si clair, comment se fait-il qu’il y ait des erreurs dans les prévisions météorologiques ? Eh bien parce que les équations en question, qui comme nous l’avons dit ne sont pas simples, sont très sensibles aux données initiales que nous avons introduites pour les poser. À savoir qu’une variation minime dans ces données peut avoir pour conséquence que les prévisions pour une zone précise seront totalement opposées. C’est ce qu’on a appelé l’effet papillon : le battement d’ailes d’un papillon en Amazonie peut finir par déclencher un typhon dans le Pacifique. Une autre raison est que les données initiales introduites pour réaliser les calculs ne peuvent être tout à fait exactes, car les instruments de mesure ont toujours un certain niveau d’imprécision, sans compter d’autres erreurs possibles.

			Par conséquent, pour pallier cette incertitude, on fait très souvent des simulations numériques avec de petites variations de données et, cette fois, on obtient les pourcentages qu’on nous présente à la télé : si on fait cent fois de suite une simulation avec des données initiales déterminées et que, lors de cinquante de ces tests, c’est la pluie qui sort et dans les cinquante autres non, on nous annoncera que la probabilité qu’il pleuve est de 50 %. On voit que ce n’est pas aussi simple que dans la petite blague rappelée au début. Être capable de déduire quelque chose du comportement chaotique du climat nécessite un énorme appareillage mathématique.

			
		






			
			

		

		
			Malheureusement pour tout le monde, et notamment pour un enfant de six ans qui est mort de la diphtérie en Catalogne, il est beaucoup question ces temps-ci d’une nouvelle mode suivie par des parents qui prennent position contre la vaccination de leurs enfants, à cause de quelque chose qu’ils ont lu sur Facebook, ou dans une revue chez le coiffeur. Au XXIe siècle, il ne devrait pas être nécessaire d’expliquer pourquoi tous les enfants doivent être vaccinés. Mais vu ce qu’on lit et entend dans les médias, nous allons rappeler ici quelques petites choses sur l’importance de l’immunité de groupe.

			Dans un chapitre précédent (voir p. 18), il a  été question de ce qu’on appelle le paradoxe de l’amitié. Fondamentalement, ce paradoxe affirme qu’en général vos amis sur Facebook ont plus d’amis que vous. De là le paradoxe, parce que, intuitivement, il n’y a aucune raison que cela se passe comme ça.

			En fait, ce paradoxe de l’amitié affirme que si vous faites la moyenne arithmétique du nombre d’amis de vos amis, cette moyenne est plus élevée que le nombre de vos amis à vous. Bref, que vos amis ont, en moyenne, plus d’amis que vous. Nous avons déjà parlé de l’application de ce paradoxe à l’étude des réseaux sociaux, ces réseaux dans lesquels nous nous sommes tous laissé prendre. 

			Aujourd’hui, le sujet est plus sérieux : nous allons parler d’épidémies, et de l’absolue nécessité de vacciner tous les enfants. Tous ceux qui peuvent l’être, bien sûr, car pour des raisons de santé (nouveau-nés, malades…), certains ne le peuvent pas. Il en est de même pour les adultes, y compris les personnes d’âge avancé.

			Prenons le paradoxe de l’amitié appliqué au cas d’une campagne de vaccination urgente, face à l’émergence d’une nouvelle maladie. C’est une situation où il est pratiquement impossible, par manque de ressources économiques et humaines, de vacciner l’ensemble d’une population. Mais il faut vacciner, étendre l’immunité au plus grand nombre de personnes possible et le plus vite possible.

			Notre paradoxe peut nous aider dans cette tâche. Il a été prouvé qu’une stratégie efficace consiste à choisir aléatoirement une population initiale, à la vacciner, et à faire en sorte que ses membres désignent chacun quelques amis, de ces amis qui auront une moyenne d’amis plus élevée que celui qui les aura signalés pour la vaccination. Si nous vaccinons ces amis, qui sont en contact avec de nombreuses autres personnes, nous n’aurons besoin de vacciner que 20 à 40 % de la population pour éviter la propagation de la maladie.

			Si nous n’appliquions pas cette stratégie fondée sur le paradoxe de l’amitié, et si nous adoptions un processus simplement aléatoire, nous devrions vacciner 80 à 90  % de la population pour obtenir la même efficacité. C’est cette même méthode de diffusion qui est utilisée pour vendre des assurances et des Tupperware, quand on vous demande le nom de vos amis en échange d’un saladier…

			Voyons maintenant l’effet du paradoxe de l’amitié dans un autre contexte : la vaccination contre des maladies déjà connues, qui font partie du calendrier officiel de vaccination, maladies dont certains jeunes de notre pays n’ont presque pas entendu parler et que certains jeunes médecins n’ont jamais eu à diagnostiquer.

			S’il apparaît soudain un malade atteint de diphtérie, comme cela s’est produit, dans un premier temps ce malade contaminera tous ceux qui auront été en contact physique avec lui, tous ses amis. Mais attention, ces amis auront en moyenne plus d’amis que le premier malade, et les contamineront également. Et ainsi de suite, de manière exponentielle. Il en serait ainsi si la majorité de la population n’était pas vaccinée contre la diphtérie, mais, par bonheur, elle l’est. Tout entière ? Non. Sont encore susceptibles d’être contaminés (en plus des enfants des anti-vaccins) des bébés, des enfants et des adultes qui ne peuvent être vaccinés pour des raisons médicales, ainsi que les plus âgés des grands-pères et grands-mères.

			Que pouvons-nous faire pour les protéger ? Nous faire tous vacciner, je veux dire tous ceux qui le peuvent, comme cela devrait être obligatoire selon la loi. Cela fait, les personnes qui ne peuvent être vaccinées se trouveront au centre d’un « bouclier » formé par leurs amis vaccinés qui empêchera la maladie de les atteindre.

			Sur la figure suivante, nous avons un graphe très simple représentant ce type de situation. En rouge, la personne infectée, en bleu, les personnes vaccinées et en blanc, celui qui n’est pas vacciné mais qui est encore sain.
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			Un problème grave apparaît quand un non-vacciné adepte de la mode anti-vaccins tombe malade et qu’un de ses petits amis n’est pas vacciné parce que les papas partagent généralement ce type de mode « cool » avec ceux de leur entourage, par exemple dans les réunions de parents d’élèves. Ou, pire encore, quand un bébé, un enfant ou un adulte ne pouvant être vacciné a parmi ses amis un de ces « modernes ».
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			Voilà l’aspect négatif, vraiment négatif, du paradoxe de l’amitié. Il est certain qu’il est parfait pour obtenir efficacement l’immunité de groupe, mais de la même façon, il nous assure aussi qu’une maladie peut se propager plus rapidement qu’on ne pourrait l’imaginer. Et la seule façon d’éviter que cela ne se produise est que tous les membres de la communauté qui le peuvent se fassent vacciner.

			Comme on dit qu’une image vaut mieux que mille mots, je vous offre celle-ci, trouvée sur Wikipédia. Que se passe-t-il si la plus grande partie de la population n’est pas vaccinée (en blanc) ?
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			Effectivement, la maladie se propage et finit par infecter la plus grande partie de la population. Et si nous vaccinons certains, mais pas tous ? Ajoutons aux personnes qui ne peuvent être vaccinées les adeptes de la petite mode en question.
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			La maladie peut aller très loin, en vertu de notre paradoxe. La seule possibilité pour éradiquer une maladie contagieuse est de vacciner tous ceux qui peuvent l’être, comme cela a été fait, par exemple, pour la diphtérie… qui a alors disparu d’Espagne pendant vingt-huit ans.
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			Il n’y a rien à ajouter, il n’y a pas de débat possible. Les vaccins ont démontré leur efficacité pour l’immunisation de la société. Point. Il est lamentable que la bêtise de quelques adultes conduise à la mort d’un enfant de six ans.
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			Avant d’y répondre, nous allons essayer de comprendre le sens de la question : que veut dire « entendre la forme d’un tambour » ? Un tambour est généralement composé d’une caisse de résonance et d’une membrane qui produit en vibrant un son amplifié par cette caisse.

			Dans la quasi-totalité des tambours, la membrane est circulaire, assurément, mais quelqu’un pourrait avoir l’idée d’en fabriquer à membranes triangulaires, ou présentant des aspects encore plus exotiques, comme par exemple une carte de l’Espagne, ou le visage d’un être aimé.

			Eh bien, il existe des équations qui nous indiquent comment seront les vibrations d’une membrane en fonction de sa forme. Et cela parce que le son produit par les tambours dépend de certains nombres associés à ces équations, nombres qu’on appelle des valeurs propres et qui jouent un rôle fondamental dans de nombreux problèmes et applications des mathématiques, comme par exemple la méthode utilisée par Google pour classer les pages d’internet quand nous faisons une recherche.

			
				
					
				

			

			Donc, pour reprendre la question, deux membranes de formes distinctes peuvent-elles être associées aux mêmes valeurs propres (et par conséquent produire le même son) ? Cette question a été formulée en 1966 par Mark Kac, qui reprenait des questions posées quelque vingt ans plus tôt par Hermann Weyl.

			Sitôt l’article de Kac publié, John Milnor, l’un des mathématiciens les plus brillants de la seconde moitié du XXe siècle, apporta une première réponse à la question (en fait, il avait trouvé son exemple deux ans plus tôt). Le malheur est que la réponse de Milnor était typiquement celle que quelqu’un comme vous et moi ferait à un mathématicien qu’il voudrait accuser d’être excessivement abstrait : Milnor dit en effet qu’il existait des tambours qui résonnaient exactement de la même façon, produisaient le même son, et dont les membranes étaient de formes totalement distinctes.

			Très bien, n’est-ce pas ? Le seul problème est que les tambours de Milnor ne peuvent être fabriqués que dans un monde en seize dimensions (ou plutôt les membranes, car nous aurions besoin d’une dimension supplémentaire pour fabriquer le tambour). Ce qui fait que la question de savoir si c’était possible avec des membranes bidimensionnelles, comme celles de tous les tambours, restait entièrement ouverte.

			Pour trouver une réponse en dimension deux (une constante de nombreux problèmes mathématiques est qu’ils sont plus faciles à démontrer dans des espaces à nombreuses dimensions que dans notre pauvre univers tridimensionnel euclidien), il fallut attendre encore vingt-cinq ans, jusqu’à ce que trois mathématiciens – Carolyn Gordon, David Webb et Scott Wolpert – construisent des domaines bidimensionnels qui ne sont pas égaux mais résonnent exactement de la même façon. Il est bien vrai que la forme de ces tambours est un tantinet « exotique », comme on peut le voir sur l’image  de la page précédente.


			
				
			

		

			Si nous exigions que le tambour ne soit pas aussi exotique, en éliminant renfoncements et pics (techniquement, que la région soit convexe et analytique), alors nous pourrions prouver, comme l’a fait le mathématicien Steve Zelditch, que nous pouvons effectivement distinguer la forme de la membrane selon le son qu’elle produit. À savoir : deux membranes différentes produisent toujours des sons différents.

			Vous voyez ce que donne un tambour dans les mains des mathématiciens… Toutefois, il est possible que le plus célèbre scientifique que nous associions aux tambours soit Richard Feynman, Prix Nobel de physique 1965 (ci-dessous).
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			Dans un de ces « merveilleux » catalogues nord-américains que les gens laissent dans les avions, j’ai découvert, parmi de nombreuses autres bêtises, un abattant de W. - C. qui s’éclaire selon sa position (vert s’il est baissé, rouge s’il est levé, me semble-t-il), dont l’objectif est de nous éviter des sursauts de frayeur en pleine nuit, et sans qu’on ait besoin d’allumer la lumière des toilettes ! Ça mérite le Nobel, non ?

			
			Comme tout le monde ne dispose pas de ces abattants « smart », et pour tous ceux qui cohabitent avec quelqu’un du sexe opposé, nous allons analyser ce problème, le problème du siège de W. - C., d’un point de vue rigoureux et mathématique, comme doivent être analysés tous les grands problèmes de l’humanité.

			
				
					
				

			

			Évidemment, c’est nous, les femmes, qui sommes les premières à être défavorisées dans cet aspect de la cohabitation parce que, lorsque nous vivons seules, la lunette des toilettes est toujours dans la position où elle doit être : baissée. Par conséquent, lorsque nous cohabitons avec un homme, la probabilité que nous devions parfois la baisser n’est pas de 0, c’est presque sûr, et l’effort que nous faisons quand nous allons aux toilettes augmentera, même de très peu.

			Que se passe-t-il pour l’homme ? De quelle façon sa vie change-t-elle lorsqu’il partage les toilettes avec une femme ? Bon, pour les hommes, même quand ils vivent seuls, il existe toujours une dépense énergétique dans cette tâche quotidienne, vu que pour les deux opérations qu’ils réalisent avec cet équipement sanitaire, ils en font une avec le siège levé et l’autre avec le siège baissé. Oui, c’est bien la façon raisonnable de procéder dans le cas masculin. Par conséquent, il y aura des fois où il devra baisser la lunette et d’autres où il devra la lever.

			Si nous appelons p la probabilité que l’homme, quand il va aux toilettes, y aille pour uriner (dans ce cas, la probabilité qu’il y aille pour réaliser l’autre opération est de 1 - p), et C le coût énergétique que cela suppose de changer la lunette de position, la dépense énergétique moyenne attendue pour un homme qui vit seul est le coût C par la probabilité qu’il aille faire pipi après être entré précédemment pour faire l’autre opération, plus le coût C par la probabilité qu’il aille soulager ses intestins après avoir uriné (il faut uniquement compter les fois où il va aux toilettes pour faire quelque chose de différent de ce qu’il a fait la fois précédente) :

 

			H seul = p . (1 – p) . C + (1 – p) . p C = 2 . p . (1 – p) . C

 

			Tandis que, comme nous l’avons dit plus haut, le coût énergétique pour une femme qui vit seule est 0 :

 

			Fseule = 0

 

			Voyons maintenant en quoi change la dépense énergétique de l’homme et de la femme dans cette tâche quand ils commencent à cohabiter. Bien entendu, cette dépense dépendra des normes de cohabitation établies par le couple en question après le premier plouf nocturne. Supposons que ce couple ne prenne aucune décision à ce sujet, c’est-à-dire que ni lui ni elle ne se préoccupe de la façon dont il laisse la lunette après être allé aux toilettes. Nous allons supposer qu’ils utilisent tous deux ces dernières à la même fréquence. Avec cette norme de conduite, c’est-à-dire avec l’absence de règles concernant l’abattant de la cuvette, la probabilité de le trouver ouvert est de p / 2 (où p est la probabilité que l’homme soit allé uriner, comme nous l’avons dit, par 1/2 qui est la probabilité qu’il y aille) ; par conséquent, la probabilité qu’il soit baissé sera de (1 - p / 2).

			Selon ce scénario, la femme devra le baisser chaque fois qu’elle le trouvera levé, et le coût énergétique moyen attendu sera :

 

			Fen_couple = C . p / 2

 

			Dans ce cas, le coût énergétique pour l’homme devrait être calculé selon qu’il va uriner et qu’elle y est allée avant lui (p . 1/2), ou qu’il y est allé lui-même, mais pour quelque chose de différent (p . (1 - p) . 1/2 C + (1 - p) . p 1/2 . C). Si nous faisons les comptes, il nous reste :

 

			H en_couple =  p . 1/2 . C + p . (1 – p) . p . 1/2 . C + (1 – p) . p . 1/2 . C = C . p . (3/2 – p)

 

			Avec ces règles de conduite, le bénéficiaire, s’il y en a un, est l’homme. Le coût énergétique pour la femme est passé de 0 à C . p / 2, tandis que celui de l’homme a augmenté de C . p . (p - 1/2), qui pourrait être négatif si p est plus petit que 1/2, chose qui n’est pas envisageable dans des conditions gastro-intestinales normales. Je vous rappelle que p est la probabilité que, lorsque l’homme va aux toilettes, il fasse pipi au lieu de l’autre opération. Normalement, comme je le dis, elle est plus élevée de 1/2 . Bref, avec le passage de la vie en solo à la vie en couple, sans normes au sujet de la lunette en question, le coût énergétique global pour le couple augmenterait de C . p2.

			Mais, et si nous réglions cette histoire d’abattant comme il faut la régler ? Selon moi, bien sûr. Et si nous imposions que chacun le laisse baissé après avoir terminé de faire la petite ou la grosse commission ? Dans ce cas, si nous faisons les comptes, il reste que la femme ne doit jamais le baisser, et donc :

 

			Fen_couple = 0

 

			Et pour l’homme, qui devra le lever chaque fois qu’il va uriner et le baisser ensuite, nous aurons :

 

			Hen_couple = 2 . p . C

 

			Oui, je sais, ici, seul l’homme est énergétiquement défavorisé, mais dans quelle mesure le coût énergétique moyen total du couple a-t-il augmenté ? Car la femme reste comme elle était quand elle vivait seule et l’augmentation de l’homme est, dans cette hypothèse, de 2 . C . p2. Eh bien, il semble que l’augmentation énergétique du couple ait doublé… Voilà que j’avais tort et que ce que nous proposions plus haut était plus juste.

			Mais il existe une autre stratégie possible pour que l’incrément énergétique de chacun soit plus équitable, sans que l’incrément total du couple augmente. Par exemple, si l’homme ne baisse pas le couvercle de la lunette après avoir uriné à une fréquence de (2 p - 1) / p. Nous pouvons supposer, par exemple, que p (la probabilité que l’homme, quand il va aux toilettes, urine au lieu de…) est égal à 2/3, et par conséquent cette fréquence (2p - 1) / p serait de 1/2 . Pour le dire autrement, pour une meilleure cohabitation de ce couple, sous cet aspect si trivial mais inévitable, il suffirait qu’il baisse l’abattant de la cuvette après avoir uriné pendant la nuit.

			Vous voyez donc, messieurs, que si vous cohabitez avec une femme, vous pouvez, avec un très faible coût énergétique pour vous, améliorer cette cohabitation. Des études de ce genre1 ne nous sortiront pas de la crise, mais elles nous servent à oublier un instant la marche du monde. 

			

			
				
					1 - Richard Harter, A game theoritic approach to the toilet seat problem, http://www.scq.ubc.ca/a-game-theoretic-approach-to-the-toilet-seat-problem/. 
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			L’engouement pour Pokémon Go, dès son lancement à l’été 2016, a été un vrai phénomène, c’est clair. Cette application a battu tous les records de téléchargement, des réunions de joueurs ont été organisées et, alors qu’elle n’était encore disponible que dans une demi-douzaine de pays, elle engendrait plus de trafic que Twitter dans sa totalité.

			Chaque fois qu’un phénomène semblable se produit, de nombreuses voix s’élèvent pour le critiquer. Moi, sincèrement, je ne pense pas que se distraire puisse faire de mal à qui que ce soit, et d’autant moins si c’est en marchant sur de longues distances. Ce n’est peut-être pas la meilleure des occupations, mais tout dans la vie ne concerne pas l’intellect, et être heureux en faisant quelque chose qui ne nuit à personne me paraît digne de louanges. En outre, pour tirer parti de son succès, je veux précisément proposer quelques idées pour introduire les mathématiques ; à la fois dans la conception de l’application et pour profiter du jeu.

			Si vous y avez déjà joué, vous savez que la première chose que doit faire notre téléphone portable est de nous localiser, en utilisant le GPS dont il dispose. Pour ce faire, le GPS calcule l’intersection de quatre sphères ou plus (beaucoup plus grandes que les Pokéballs du jeu).

			
				
					
				

			

			L’idée est que le signal émis par les satellites permet de calculer la différence de temps que nous mettons à capter les signaux qu’ils émettent. Mais, une fois connue la vitesse de transmission (à savoir la vitesse de la lumière), nous pouvons calculer la distance qui nous sépare de chacun des satellites, dont nous connaissons les positions. Cela nous situe sur une sphère centrée sur chacun des satellites, et en calculant l’intersection de quatre de ces positions, nous pouvons sans erreur aucune connaître notre localisation.

			En parlant de positions et de distances, à l’heure d’écrire ce chapitre, il n’est pas évident que fonctionne un des trucs qui nous indiquent dans quelle direction se trouve un Pokémon que nous avons détecté. Nous savons simplement à quelle distance il est de nous, ce qui le situe sur n’importe quel point d’une circonférence dont nous sommes le centre et ayant pour rayon la distance au petit animal.

			Mais, et je suppose que vous vous en doutez, grâce aux mathématiques, nous pouvons savoir exactement dans quelle direction se trouve la précieuse proie. L’idée est la suivante : quand le radar de notre portable détecte un Pokémon, il nous indique, à l’aide de traces, la distance de la bestiole. Supposons que trois traces de pas signifient 300 mètres ou plus, deux traces plus de 200 mètres et une trace 100 mètres. La situation est alors la suivante :
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			Supposons que nous nous trouvons sur un point où nous sont données trois traces et que nous nous mettons en route. Si nous cessons de voir les trois traces, évidemment, nous faisons demi-tour. Si dans la direction opposée nous n’entrons pas non plus dans la zone de deux traces, nous pouvons appliquer ce que nous allons raconter ci-dessous pour deux traces. Donc, nous pouvons supposer que si nous nous mettons en route, nous entrons dans la zone de deux traces :
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			Si nous atteignons la zone d’une trace, nous l’avons presque, nous allons donc supposer que nous n’atteignons jamais la zone d’une trace. Ce que nous devons faire, en revanche, c’est mémoriser le point par lequel nous sommes passé de trois à deux traces. Disons que nous marquons ce point d’une étoile :
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			Nous continuons à marcher et, comme nous l’avons dit, supposons que nous n’entrons pas dans la zone d’une trace. Dans ce cas, nous sortirons de la zone de deux traces pour revenir à celle de trois. Marquons le point où cela arrive :
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			Et calculons, approximativement, le point intermédiaire entre les deux étoiles :
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			Sur ce point intermédiaire, tournons-nous de 90 degrés, et soyons sûrs que le Pokémon se trouve sur cette ligne :
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			Naturellement, il pourrait se produire que nous partions en sens inverse, auquel cas nous entrerions de nouveau dans la zone de trois traces, et il suffirait alors de faire demi-tour et de repartir en sens inverse.

			Bien entendu, nous n’avons besoin de faire tout cela que si nous ne disposons pas de carte avec la localisation des Pokémons. Mais nombre de ces cartes sont disponibles. Par exemple, voici un plan de Paris :
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			Dans ce cas, nous pourrions nous demander comment concevoir un parcours optimal passant par tous les points d’intérêt en marchant le moins possible. Par malheur, c’est là un problème terriblement compliqué, connu sous le nom de problème du voyageur de commerce (voir p.  48). Toutefois, il existe des algorithmes qui donnent une solution approchée du problème et même d’autres qui en donnent une exacte, mais avec un temps de calcul beaucoup plus grand. Par exemple, on a calculé les parcours optimaux pour quelques villes des États-Unis (pour la plupart d’entre elles cependant, on n’a pas ajouté tous les points d’intérêt, car le calcul aurait été très difficile).

			Jusqu’ici, nous avons vu comment utiliser Pokémon Go pour faire un peu de géométrie (et la combinatoire et le calcul dans le problème du voyageur de commerce). Mais la probabilité et les fractions apparaissent également dans le jeu. En effet, les batailles dans les arènes sont partiellement déterminées par les points de combat (PC) de chaque Pokémon, ce qui fait que nous pouvons calculer la probabilité de vaincre (en partie, car il y a d’autres facteurs) d’un Pokémon déterminé (V1) sur un autre comme une fraction :
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			Où PC1 et PC2 sont les points de combat des deux Pokémons qui s’affrontent. Nous pouvons nous servir de cela en classe, si vous voulez, pour revoir les fractions et les comparer entre elles, pour essayer de déterminer une stratégie de combat optimale.

			Pour finir, j’aimerais signaler que dans toutes les versions du jeu, les distances apparaissent dans le système métrique décimal, et c’est pour cette raison qu’il est utilisé dans certaines villes des États-Unis pour familiariser les enfants avec ce système, et non le système impérial (unités de mesure anglo-saxonnes), encore en vogue dans le pays.

			Il serait amusant, vous ne me direz pas le contraire, que les Américains passent au système métrique grâce aux Pokémons. Vous le voyez, le nouveau Pokémon Go nous apporte géométrie, combinatoire, informatique et calcul des probabilités…

			Ils sont là, tout près, gotta catch’ em all !
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			Vu que Paul le poulpe est passé de vie à trépas, pour prédire le résultat de la rencontre, il nous a fallu avoir recours à des raisonnements d’un autre type, si possible objectifs et sans tendance merengue ni colchonera1. 

			Dans un autre chapitre de ce livre (voir p.  266), nous présentons le travail de Javier López Peña et Hugo Touchette sur la Coupe du monde de 2010. Dans un article publié en 2012, ils utilisaient la théorie des graphes et, à travers certaines fonctions qui mesuraient la proximité, l’intermédiarité et la popularité de chaque joueur, ils représentaient le jeu de l’équipe avec un graphe, et analysaient les possibilités de chaque équipe face à son adversaire. Cela les autorisa à prédire la victoire de l’Espagne sur les Pays-Bas en finale, mais ce procédé est évidemment trop élaboré pour une conversation entre amis (ou archi-ennemis) au café.

			
				
					
				

			

			Normalement, les analyses préalables à une rencontre sont moins élaborées, et se fondent sur des critères plus faciles à mesurer. Mais quels critères devons-nous utiliser pour mesurer les forces des merengues et des colchoneros ? Franchement, ce n’est pas évident, et si vous interrogez n’importe quel supporteur des deux équipes, il choisira celui qui lui conviendra le mieux pour prédire la victoire des siens. C’est ce truc tellement populo (et un tantinet vulgaire), vous savez, « la tienne est plus longue, mais la mienne est plus grosse », que nous autres mathématiciens, qui sommes plus réservés, connaissons sous le nom d’optimum de Pareto.

			Qu’est-ce que l’optimum de Pareto ? En quelques mots, on peut résumer en disant qu’il existe différentes valeurs optimales (dans le cas qui nous occupe, différents favoris pour remporter la Ligue des champions) qui ne sont pas comparables entre elles, car aucune n’est meilleure que les autres. Pour élargir un peu, en économie, en ingénierie ou en sciences sociales, on appelle amélioration de Pareto une amélioration que nous pouvons apporter sur un aspect déterminé sans que les autres soient lésés. Lorsque nous atteignons un point où l’on ne peut améliorer aucun aspect sans porter préjudice à un autre (il n’y a pas alors d’amélioration de Pareto possible), nous sommes dans un optimum de Pareto. 

			Nous allons essayer de l’expliquer avec la finale de la Ligue des champions. Imaginons que nous demandons à un supporteur de l’Atlético quelle équipe a le plus de possibilités et qu’il nous répond la sienne, vu que le Belge Thibaut Courtois, selon certains, est le meilleur gardien du monde. Imaginons en outre que, dans la même conversation, un supporteur du Real affirme que son club a le Portugais Cristiano Ronaldo et que celui-ci est un meilleur attaquant que Diego Costa puisque, entre autres choses, il a deux ballons d’or en sa possession. Et voilà, vous voyez ? Nous en sommes à comparer la longue et la grosse.

			Et si nous combinions les deux critères ? Si nous essayons d’utiliser ces deux mesures pour faire un pronostic sur la finale de façon plus rigoureuse, nous pouvons tenter de représenter les deux critères cités, le gardien et la star de l’attaque, sur un graphique, et d’évaluer quelle équipe a le plus de chances. Allons-y.

			Nous représenterons sur l’axe horizontal une mesure de qualité du gardien, par exemple le résultat de la division du nombre de matches joués dans la Ligue des champions de cette année par le nombre de buts encaissés (nous procédons ainsi pour assigner sur le graphique une valeur supérieure à celui qui a encaissé le moins de buts, car la qualité d’un gardien est inversement proportionnelle au nombre de buts qu’il a encaissés). Dans le cas du Belge, Thibaut Courtois, il a encaissé 6 buts en 11 matches (nous assignons donc à l’Atlético la valeur 1,83333 de gardien), alors que Iker Casillas a dû aller chercher le ballon au fond de ses filets à 9 reprises lors des 12 matches qu’il a joués (ce qui donne 1,33333 pour le Real). Plaçons ces données sur notre graphique.
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			Mesurons maintenant la valeur des stars de l’attaque selon le nombre de buts marqués lors de la Ligue des champions, et inscrivons-la sur l’axe vertical (directement, car nous supposons la qualité de l’attaquant directement proportionnelle au nombre de buts qu’il a marqués).


				
					
				

			

			Assignons maintenant à chaque équipe, en utilisant ces coordonnées, un point sur le graphique.
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			Laquelle des deux est la meilleure ? Eh bien aucune. Si un des clubs l’a plus longue, parce qu’il a le meilleur attaquant, l’autre l’a plus grosse, parce qu’il a le meilleur gardien. Tels sont les optimums de Pareto auxquels je faisais référence. Selon ces critères, le Real Madrid est la meilleure équipe seulement si on le compare à des équipes dont les coordonnées se trouvent dans le rectangle ombré en rouge :
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			Tandis que l’Atlético est meilleur que n’importe quelle équipe du rectangle ombré en bleu :
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			Mais aucun n’est favori, ils sont tous deux des optimums de Pareto. Si nous voulons ajouter un critère pour comparer les deux équipes, il faudra le représenter en trois dimensions, et au lieu d’avoir un rectangle d’influence (comme celui ombré en rouge pour les merengues et celui ombré en bleu pour les colchoneros), nous aurons un parallélépipède (une boîte tridimensionnelle) d’influence : une équipe sera meilleure que l’autre si la seconde est à l’intérieur de la boîte d’influence de la première. Nous avons été tentés de mesurer aussi la confiance en soi des entraîneurs, mais nous y avons renoncé parce que ce n’était pas pertinent : l’un est italien et l’autre argentin.
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			Pour en revenir à l’optimum de Pareto, cette situation – ne pas pouvoir comparer effectivement – se produit lorsqu’on utilise plus d’une donnée numérique pour la comparaison avec d’autres, ou avec nous-mêmes à une autre époque. C’est ce qui se passe, par exemple, avec les chiffres du chômage dans notre pays : chacun présente la donnée qui lui convient le mieux pour démontrer sa théorie, les uns le nombre d’affiliés à l’Agence pour l’ emploi et les autres les inscriptions à la Sécurité sociale (ce qui selon moi est ce qui importe). Mais à mon sens, l’exemple le plus clair de type de stratégies, à savoir de se la mesurer avec la donnée qui nous favorise, nous le verrons non pas lors du prochain match, mais quand les partis politiques analyseront les résultats des urnes : aucun n’est perdant. Du grand art, non ?

			Pour en revenir à notre rendez-vous au stade, il a fallu attendre quelques jours pour savoir si ce seraient les lions de la fontaine de Cybèle – pour le Real – ou les chevaux de Neptune – pour l’Atlético – qui seraient aux premières loges pour voir la joie des supporteurs fêtant l’arrivée à Madrid de cette coupe tant désirée. 

 

			P. - S. : Je remercie mes fils, Salvador et Ventura, de m’avoir soufflé les données sur les deux équipes, parce que je dois reconnaître que pour moi, la cote du foot est très basse.

			

			
				
					1 - Noms plaisants donnés aux joueurs du Real (merengues = meringues, car leur maillot est blanc) et de l’Atlético (colchoneros = matelassiers, car le leur est rayé blanc et rouge, comme les vieux matelas – colchones – espagnols). (N. d. T.)
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			Je suis presque certaine que la majorité des utilisateurs de GPS, ce que nous sommes tous, soupçonnent que le système qui permet à ce petit machin de nous trouver avec une précision quasi absolue partout sur notre planète a quelque chose à voir avec les satellites artificiels. Et c’est effectivement le cas.

			Le système GPS est un système qui, à l’origine, était composé de 24 satellites (bien qu’on en ait lancé plus de 60, et qu’en juin 2014 il y ait 31 satellites opérationnels), et qui est la propriété du gouvernement des États-Unis. Savez-vous que, si ça se trouve, votre téléphone n’est pas seulement capable de détecter les satellites de ce système, mais aussi ceux de GLONASS, qui est un système équivalent, mais russe. Question de goût. Maintenant, la question est : comment les satellites savent-ils où nous nous trouvons, et à tout moment ? La réponse est relativement simple. La position de chaque satellite est connue. Ainsi, quand nous en détectons un avec notre téléphone, les horloges de notre appareil et du satellite se synchronisent, et nous pouvons mesurer le temps que le signal de ce dernier met à nous parvenir. Par conséquent, sachant que le signal voyage à la vitesse de la lumière, nous pouvons déterminer à quelle distance se trouve chaque satellite dont nous recevons le signal. Vu ?

			Cela revient à dire que lorsque nous détectons un satellite, nous lui indiquons à quelle distance de lui nous nous trouvons. Mais avec ça, le satellite n’a pas assez d’informations pour savoir où nous nous trouvons. Parce que, si quelqu’un nous dit qu’il se trouve, je ne sais pas, à 100 mètres de nous, ce que nous comprenons, c’est qu’il se trouve à 100 mètres à la ronde. Autrement dit, que nous sommes le centre d’un cercle d’un rayon de 100 mètres et que notre correspondant se trouve sur sa circonférence.

			Techniquement, ce que nous savons, en fait, c’est que cette personne se trouve dans la sphère (tridimensionnelle) dont nous sommes le centre et qui a un rayon de 100 mètres. Ce qui se passe, c’est que,  comme vous supposez que l’autre personne se trouve sur la Terre (sauf si vous êtes un fan de Iker Jiménez et de ses histoires paranormales), vous vous retrouvez avec l’intersection de ces deux sphères, la Terre (même si ce n’est pas exactement une sphère) et celle qui a un rayon de 100 mètres. De là cette histoire de cercle.

			Ce qui veut dire qu’avec un seul satellite, on ne peut pas nous localiser. Il en faut plusieurs.  Mais combien ? Oublions un instant que nous sommes sur la Terre. Si nous nous synchronisons avec un satellite, celui-ci nous situera sur une sphère centrée sur le satellite en question et ayant pour rayon la distance qui nous en sépare. Si nous nous synchronisons avec deux satellites, comme chacun d’eux nous situera sur une sphère (centrée chacune sur le satellite correspondant), vous pouvez en déduire que nous nous trouvons dans la zone commune aux deux sphères. L’intersection de deux sphères, dans ces conditions, est une circonférence.
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			Par conséquent, nous avons besoin de davantage d’indices, parce que cette  circonférence peut être fichtrement grande. Si nous nous synchronisons avec un autre satellite, celui-ci nous situera sur une troisième sphère (centrée sur lui et avec pour rayon la distance qui nous en sépare). Eh bien les satellites savent maintenant que nous sommes à l’intersection des trois sphères et, dans ces conditions, cette intersection, c’est deux points. Deux seulement, nous approchons.
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			Si maintenant, comme nous l’avons dit tout à l’heure, nous pensons que nous sommes sur la Terre, il suffira de choisir celui de ces deux points qui est sur notre planète, et basta. Mais non, parce que, par exemple, nous ne savons pas à quelle altitude au-dessus du niveau de la mer nous nous trouvons. Pour mieux affiner notre position et éliminer les erreurs dans la synchronisation entre les horloges du GPS et les satellites, il faut utiliser au moins quatre satellites (le quatrième nous servant à écarter celui des deux points communs à l’intersection des trois sphères qui n’est pas notre position). Et donc nous avons maintenant nos trois coordonnées avec une exactitude quasi totale : latitude, longitude, altitude.

			Nous en resterons là. Servez-vous de votre GPS ou interrogez les gens du cru, mais ne vous perdez pas. On se retrouve ici même quand vous voulez.

 

			P. - S. : J’ai écrit ce texte après avoir reçu la triste nouvelle du décès de Ferran Hurtado, professeur à l’Université polytechnique de Catalogne et l’une des figures les plus importantes en Espagne dans le domaine de la géométrie computationnelle. Mon ami Ferran. Le GPS qui nous permettrait d’aider tous ceux qui comme moi se sentent perdus ces jours-ci n’est pas encore inventé. Je voulais simplement profiter de ces lignes pour dire mon admiration et ma reconnaissance à l’une des personnes avec qui j’ai eu le plus de plaisir à faire de la géométrie. Et que j’aimais beaucoup. Beaucoup. Et trobaré a faltar1, Ferran.

			

			
				
					1 - Tu vas me manquer. (N. d. T.)
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			Nous avons tous vu les terrifiantes images du tsunami de Noël 2004 dans l’océan Indien, montrées dans le film The Impossible, ou de celui, plus récent, survenu au Japon en 2011. Il est clair pour tout le monde qu’un tsunami d’une telle magnitude est produit par un séisme survenu en mer, mais de nombreuses questions se posent. Tous les séismes dont l’épicentre est en mer produisent-ils un tsunami ? À quelle vitesse celui-ci se déplace-t-il ? Quelle hauteur peut-il atteindre ?

			La réponse à la première question est « non », et aux deux autres « ça dépend ». C’est ce que nous allons voir. En premier lieu, pour qu’un tsunami se produise, il faut que les eaux se déplacent. C’est le cas lorsqu’un séisme provoque un déplacement vertical du plancher océanique, ce qui oblige les masses d’eau à se déplacer pour se conformer à la nouvelle orographie du fond. Pour le dire autrement : si ce déplacement vertical ne se produit pas, par exemple si deux plaques tectoniques se déplacent horizontalement, l’une sur l’autre, cela n’engendre pas de tsunami. 

			
				
					
				

			

			Bon, un tsunami peut aussi être causé par l’impact d’une météorite (celle qui a causé l’extinction des dinosaures après sa chute près de la péninsule du Yucatán, dont on suppose qu’elle engendra des vagues de presque 100 mètres de haut, sans pour autant être la plus importante de ce point de vue).

			Une fois produit le raz-de-marée, l’onde se déplace à une vitesse qu’on sait calculer (c’est la racine carrée du produit de la profondeur de la mer à cet endroit par la force de la gravité terrestre, soit v = √ gh).

			Cela signifie qu’en haute mer, un tsunami se déplace à des vitesses incroyables, pouvant dépasser 600 kilomètres à l’heure. Si vous vous trouvez en haute mer et qu’un tsunami se dirige vers vous, même avec des ailes, vous n’y échapperez pas.

			Alors que faire pour tenter de s’en tirer ? Curieusement, rien, car il n’y a pas besoin de faire quoi que ce soit : c’est dans de telles circonstances qu’un tsunami est le moins dangereux parce que,  bien qu’il se déplace à la vitesse indiquée, la distance entre deux crêtes est elle aussi énorme, jusqu’à des centaines de kilomètres. Mais la hauteur de la crête peut n’être que d’un mètre, ce qui fait que ce n’est pas si grave.

			En revanche, à l’approche de la côte, les choses commencent à changer. En premier lieu, la vitesse diminue beaucoup ; selon la formule que nous avons mentionnée plus haut, elle est en général de moins de 100 kilomètres à l’heure. D’autre part, il se produit un important phénomène de dissipation de l’énergie du tsunami. En effet, bien qu’en haute mer la hauteur de la crête soit très petite, comme il existe une grande distance entre deux de ces crêtes et qu’elles se meuvent à une telle vitesse, l’énergie d’un tsunami est énorme. Quand il s’approche de la côte et que la vague se brise, une grande partie de cette énergie se dissipe. Voilà pour les bonnes nouvelles. Toutes les autres sont mauvaises.

			Bien que la vitesse diminue beaucoup à l’approche de la côte, la distance entre les crêtes diminue elle aussi énormément, ce qui veut dire que toute l’eau qui se trouvait entre deux crêtes (lesquelles pouvaient être distantes de centaines de kilomètres) se comprime sur des dizaines de kilomètres seulement, ce qui a pour conséquence que la hauteur de la crête est multipliée par 10 et parfois même beaucoup plus. Nous nous trouvons donc devant une énorme masse d’eau avec un mur de 10 à 20 mètres de haut qui s’approche de la côte à près de 100 kilomètres à l’heure. 

			Par bonheur, en général, un tsunami ne se brise pas en approchant de la côte (sauf s’il est très haut), ce qui fait que le plus souvent, il inonde la terre comme un courant d’eau croissant, une sorte de marée, ce qui permet d’y échapper, d’une façon ou d’une autre.

			Alors vous êtes prévenus, si vous avez l’impression qu’un tsunami est en train d’approcher, si par exemple vous observez que la mer s’éloigne de la côte ou que son niveau baisse, fuyez vers l’intérieur des terres ou sortez naviguer en haute mer, mais ne vous approchez jamais, au grand jamais de la plage.
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			Pas besoin d’être un enfant pour être fasciné par les gens capables de créer des chiens, des bateaux ou n’importe quelle figure avec ces ballons allongés, un art qu’on appelle sculpture sur ballons. Bien entendu, pour arriver à épater tout le monde avec ça, il faut de la technique (pour que les ballons n’éclatent pas), un peu de grâce (comme pour danser la bamba) et des mathématiques. Car en effet, il y a beaucoup de mathématiques derrière ces figures qui, curieusement, ont un lien avec le premier problème proposé (et résolu) d’une discipline aujourd’hui très féconde : la théorie des graphes. Oui, cette même théorie qui vous avertit que votre mur Facebook vous trompe ou qui nous aide à expliquer les mathématiques aux anti-vaccins.

			
				
					
				

			

			
			Cette théorie peut aussi s’appliquer à la conception des itinéraires des facteurs… ou des camions poubelles. Pour résumer, le mathématicien suisse Leonhard Euler a résolu, en 1736, un problème posé aux habitants de la ville de Königsberg – aujourd’hui Kaliningrad – située à l’embouchure de la Pregolia, ville où il y avait sept ponts, comme le montre la figure suivante :
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			En ce temps-là, quelqu’un avait formulé la question suivante : est-il possible, en commençant à n’importe quel endroit de la ville de Königsberg, de choisir un parcours permettant de ne passer qu’une fois par chacun des sept ponts sur la Pregolia ? Cette question est connue sous le nom de problème des sept ponts de Königsberg et sa solution, due à Euler, permet de trouver la réponse à un autre problème beaucoup plus général : quel type de figures peut-on dessiner sans lever le crayon du papier ?

			La réponse d’Euler était très simple : les figures que nous pouvons dessiner d’un trait sont constituées de points d’union, que nous appellerons sommets, et de lignes entre ces points, que nous appellerons arêtes. Ou encore : nous pouvons dessiner sans lever le crayon du papier les figures telles qu’à chaque sommet, sauf peut-être deux, aboutisse un nombre pair d’arêtes. C’est pourquoi il conclut que le problème des ponts de Königsberg n’avait pas de solution, parce qu’il y avait plus de deux sommets et un nombre impair d’arêtes. Effectivement, tous les sommets du graphe de Königsberg ont un nombre impair d’arêtes.
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			Actuellement, nous appelons graphes ces diagrammes avec sommets et arêtes et, en l’honneur du mathématicien, nous appelons graphes eulériens ceux où à chaque sommet aboutit un nombre pair d’arêtes. Oui, ce même mathématicien qui a établi « l’identité d’Euler », considérée comme « la plus belle équation du monde ». Mais quel rapport, me demanderez-vous, avec les ballons et les animaux que nous pouvons faire avec eux ? Voilà, voilà.

			Il est très facile d’associer un graphe à chaque figure formée avec des ballons : les points où nous étranglons le ballon et où nous l’unissons à une autre partie seront nos sommets et les morceaux de ballon entre deux sommets seront les arêtes.
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			On peut vérifier qu’il est possible de faire une figure déterminée avec un ballon si – et seulement si – le graphe qui en résulte a, au maximum, deux sommets réunis par un nombre impair de lignes (les deux extrémités du ballon, par exemple, qui pourraient être réunies entre elles ou à un autre sommet). Si nous observons le typique petit chien fait avec des ballons, nous voyons qu’effectivement le graphe qui lui est  associé n’a que deux sommets avec un nombre impair d’arêtes : le museau et la queue.
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Ces modèles ont été étudiés par Erik et Martin Demaine (fils et père) et la jeune Vi Hart – tous les trois américains –dans un travail commun1. Dans cet article sont posées d’autres questions : par exemple, si on ne peut pas faire une figure avec un seul ballon, alors combien nous en faut-il ? La réponse est obtenue, de nouveau, en comptant les sommets ayant un nombre impair d’arêtes : si le nombre de ces sommets est p (on peut prouver que p est toujours un nombre pair), alors le nombre de ballons nécessaires sera de p / 2.

			Les deux questions précédentes, quoique curieuses, sont très simples d’un point de vue mathématique. En fait, le travail des Demaine et de Vi Hart présente d’autres résultats beaucoup plus compliqués. Ils se demandent par exemple si une figure est réalisable lorsqu’on met des conditions aux longueurs des liens entre les sommets et aux longueurs totales des ballons. En ce sens, ils démontrent que ces problèmes, si on  veut les résoudre par ordinateur, sont terriblement complexes, car ils appartiennent à la classe connue sous le nom de NP-complet. Cette classe, ce type de problèmes, est très liée à l’un des problèmes ouverts les plus connus actuellement de la mathématique et du calcul : P vs NP. Il s’agit d’un des problèmes du millénaire proposés par l’institut Clay et dont la résolution est dotée d’un prix d’un million de dollars.

			Alors vous voilà prévenus : peut-être qu’en sculptant des ballons, vous résoudrez un problème qui vous rapportera un million de dollars (et la célébrité mondiale).

			
			

			
				
					1 - Erik D. Demaine, Martin L. Demaine et Vi Hart, « Computational Balloon Twisting : The Theory of Balloon Polyhedra », http://erikdemaine.org/papers/Balloons_CCCG2008/paper.pdf.

				

			

		





		
				
					[image: ]
				

			

		
			Une grande partie de ce qui arrive dans le monde est décidée par quelques-uns des cerveaux qui contrôlent Wall Street. Je suppose que pour beaucoup d’entre eux, être un des loups qui y travaillent doit représenter une sorte d’apogée dans leur carrière. Naturellement, les questions qu’on vous pose avant de vous laisser entrer dans une des entreprises de pointe sont le plus souvent assez difficiles et un grand nombre d’entre elles, cela va de soi, ont un contenu mathématique élevé.

			L’autre jour, alors que je faisais la queue au cinéma, j’ai repensé à une énigme formulée par l’une des plus grosses et plus puissantes banques, Morgan Stanley, pour tester les candidats. « Un groupe de personnes fait la queue à la caisse d’un cinéma. Le propriétaire de la salle annonce que tout le monde peut changer de position, mais que le premier qui aura devant lui quelqu’un né le même jour que lui pourra entrer sans payer. Si vous avez le choix, où vous mettez-vous ? » 

			En un certain sens, cet intéressant problème nous renvoie à un autre, à savoir le paradoxe de l’anniversaire. Expliquons ce paradoxe : dans un groupe de N personnes, quelle est la probabilité qu’au moins deux d’entre elles soient nées le même jour ? Pour calculer cette probabilité, il est beaucoup plus simple de calculer son complémentaire, à savoir : quelle est la probabilité qu’aucune date d’anniversaire ne coïncide ? Ainsi, s’il y a deux personnes (N = 2), la probabilité que leurs anniversaires ne coïncident pas (éliminons les années bissextiles) est de 364/365, presque 1. Rappelons que la probabilité est un nombre entre 0 (sûr que cela ne se produit pas) et 1 (sûr que cela se produit). Pour 3 personnes, il faut multiplier les probabilités et nous obtenons (364 x 363) / (365  x  365).

			Une fois trouvées ces probabilités qu’aucun anniversaire ne coïncide, pour calculer leur complémentaire, il suffit de soustraire cette quantité à 1. Si nous appelons P(N) la probabilité que, dans un groupe de N personnes, deux au moins aient la même date d’anniversaire, nous obtenons P(1) = 0, P(2) = 1 - (364 / 365), P(3) = 1 - (364 x 363) / (365 x 365)…

			Le graphique de ces probabilités est :
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			Eh oui, il est tout à fait frappant qu’avec seulement 25 personnes, la probabilité que deux d’entre elles fêtent leur anniversaire le même jour soit supérieure à 50  %, de là le paradoxe. Mais ce n’est pas cette probabilité que nous cherchons. Pour gagner l’entrée gratuite, il faut que, lorsque nous prenons position dans la queue, se répète un anniversaire, mais que ce ne soit pas devant nous, ce qui nous garantira que celui qui se répétera le premier sera le nôtre. Et donc la probabilité que nous cherchons pour chaque position N est de P(N) - P(N-1), P(N) étant la probabilité qu’un anniversaire se répète entre les N premiers et P(N-1) la probabilité que se répète un anniversaire devant ma position dans la queue, qui est la position N.

			En faisant quelques calculs et à l’aide de la table précédente, nous pouvons construire cette fonction, ce qui donne :
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			Et donc on peut constater que la meilleure valeur est obtenue lorsqu’on se place en position 20, où cette valeur est de 0,03231985755. Ce n’est pas beaucoup, mais c’est la meilleure. De toute façon, ce qui nous intéresse, ce n’est pas d’avoir une place gratuite au cinéma, mais d’être un loup de Wall Street ou un Jedi de la Bourse. 

			Je suis quasi certaine que les mathématiques seraient aussi utiles que la force à un Jedi ou, mieux encore, que les mathématiques sont la force. 
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			Un des désagréments de la vie d’adulte, c’est la nécessité constante de prendre des décisions qui peuvent améliorer ou détériorer notre situation. Demandez à nos politiciens.

			
			Nous allons jouer un peu – ça ne fait jamais de mal, n’est-ce pas ? Supposons donc que quelqu’un nous propose le jeu suivant, moyennant un droit d’entrée de 12 euros : « Lancez un dé icosaèdre, soit à 20 faces, numérotées de 1 à 20. Ensuite, vous pouvez choisir entre recevoir autant d’euros que l’indique le dé que vous venez de lancer, ou payer un euro de plus et le lancer de nouveau (pour recommencer). »

			Je m’explique : si vous choisissez de payer un euro et de relancer, c’est comme si vous reveniez à la case départ (mais avec un euro de moins), et que vous puissiez choisir de nouveau entre les deux options. Dans quelles conditions est-il préférable de garder l’argent, et dans quelles autres est-il préférable de continuer à jouer ?

			Il est évident que le mieux qui puisse vous arriver est que vous sortiez un 20 au premier lancer, ce qui représenterait le gain optimal. Mais dans un autre cas ? Analysons tout cela, parce que, bien qu’il s’agisse d’un simple jeu de dés, ce qui est curieux, c’est que l’analyse de quelque chose d’aussi simple peut être fondamentale pour comprendre les dynamiques de phénomènes comme la Bourse. Effectivement, à la Bourse, il faut prendre à chaque instant une série de décisions qui peuvent être très similaires à celles qui se présentent dans le jeu que nous évoquons, et il faut décider si cela vaut la peine de continuer à parier et de relancer le dé, ou s’il vaut mieux arrêter et ramasser nos gains (ou nos pertes).

			Voyons donc comment il faut jouer. Il y a deux éléments initiaux dont nous devons tenir compte pour notre analyse. Le premier peut sembler un peu contre-intuitif : à chaque instant, ce que nous devons tenter, c’est de maximaliser les gains et par conséquent, tout ce qui aura été fait antérieurement n’a aucune importance. En d’autres mots, la décision de continuer ou non doit être prise uniquement et exclusivement en fonction du résultat du lancer que nous venons de faire, et ne dépend pas de l’argent investi (perdu) jusque-là.

			Le second élément est un peu plus complexe, quoique moins contre-intuitif. Pour le voir, commençons par le cas le plus simple. Si nous sortons un 20, comme nous l’avons dit, nous devons arrêter là et ramasser les 20 euros, vu qu’il est impossible d’améliorer ce gain ensuite (ce qui pourrait nous arriver de mieux serait de sortir de nouveau un 20, mais cela supposerait que nous toucherions 19 euros au lieu de 20).

			Mais si nous sortons un 19, nous devons également arrêter là et toucher notre gain, parce que le mieux qui pourrait nous arriver au lancer suivant serait de sortir un 20, et le bénéfice serait le même. Ce qui n’est pas aussi clair, c’est ce qu’il faut faire si nous sortons un 18. En fonction de tout ce qui a été dit jusqu’ici, nous pouvons affirmer le second élément fondamental de notre analyse : il doit exister une valeur idéale, un seuil, tel que si nous obtenons un nombre supérieur à ce seuil, nous arrêtons le jeu, et si c’est un nombre inférieur, nous payons un euro et nous continuons. Il s’agit donc de trouver le seuil en question.

			Avis : attention, ça va se corser. Pour ce qui suit, il faut beaucoup de mathématiques : des équations et même des dérivées. Mais que le lecteur ne s’effraie pas trop, les opérations qui suivent sont relativement élémentaires. Supposons que le seuil soit U, et essayons de trouver quelle somme nous devons espérer gagner si nous tenons compte de ce seuil (c’est-à-dire si nous cessons de jouer lorsque notre lancer sera plus grand que U, ou si nous continuons quand ce n’est pas le cas).

			Naturellement, pour simplifier notre analyse, oublions les 12 euros initiaux : si la valeur antérieure espérée est supérieure à 12 euros, alors cela vaudra la peine de jouer, sinon, non. Eh bien cette espérance de gain en fonction du seuil peut être calculée de la façon suivante. Nous appellerons E la somme d’argent gagnée, en moyenne, avec le seuil U. Si nous obtenons un nombre inférieur ou égal à U (la probabilité en est de U / 20, il y a U résultats possibles inférieurs ou égaux à U) nous aurons une espérance de gain de E - 1 euro (puisque nous devons continuer à jouer).

			Mais si nous obtenons un nombre supérieur à U (la probabilité en est de (20 - U) / 20, alors, comme nous pouvons avoir obtenu n’importe quelle valeur entre U + 1 et 20, la valeur moyenne espérée est exactement la moyenne entre U + 1 et 20, à savoir (20 + U + 1) / 2. Ce qui fait que l’espérance de gain (calculée en additionnant les produits des valeurs obtenues par la probabilité de les obtenir) quand nous avons défini le seuil U est :
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			Ouf, le pire est derrière nous. Sur cette formule, il ne reste qu’à trouver E et nous avons :
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			Nous pouvons maintenant emprunter deux voies : la première, dériver pour obtenir le maximum de la fonction, et la seconde, donner des valeurs de 1 à 20 à U et prendre celle qui nous donnera un E supérieur. Naturellement, les deux voies mènent à la même solution, à savoir que le seuil optimal est U = 14. C’est-à-dire que si nous obtenons 15 ou un nombre supérieur, nous avons un gain, si nous obtenons 14 ou moins nous payons un euro et nous continuons à jouer.

			Quelle est la valeur du gain espéré dans le jeu si U = 14 ? Eh bien, il suffit d’utiliser la formule antérieure, et nous verrons que pour U = 14, il faut que E = 15, 167 (en fait, E = 15 + 1/6). Ce qui veut dire que, si nous payons les 12 euros initiaux, cela vaudra la peine de jouer, et la valeur espérée de notre gain (si nous appliquons la stratégie gagnante consistant à continuer à jouer jusqu’à ce que nous obtenions un 15 ou plus) est de 15,167-12 = 3,167 euros. Ce qui n’est pas mal du tout : un bénéfice proche de 27 % de la valeur investie.

			Vous voilà prêts à investir en Bourse. Faites attention si vous sortez.
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			En mathématiques comme dans la vie en général, il arrive parfois, et même souvent, que des choses qui à première vue semblent petites et insignifiantes produisent des résultats et/ou des satisfactions profondes et durables. Pour paraphraser notre chanteur Joan Manuel Serrat, ce sont ces petites choses que nous a laissées non pas un temps de roses, mais, en l’occurrence, un mathématicien allemand du XIXe siècle, Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet. Je fais référence aujourd’hui au principe du pigeonnier. 

			Que nous affirme ce principe ? Eh bien quelque chose d’assez évident : si vous avez davantage de pigeons que de niches dans votre pigeonnier, il faudra qu’il y ait plus d’un pigeon par niche. Je suppose que quelqu’un aura pensé : « Eh bien, notre Allemand ne s’est pas foulé pour trouver ça… » Bon, d’accord, c’est une propriété, comme je l’ai dit, évidente, mais on admet que le premier à l’avoir formulée de façon précise est Gustav Dirichlet, vers 1834. Un matin, je crois.

			
				
					
				

			

			Que selon toute probabilité, si vous avez plus de pigeons que de niches dans votre pigeonnier, vous deviez mettre plus d’un pigeon dans certaines d’entre elles, c’est quelque chose dont beaucoup de gens s’étaient rendu compte il y a un petit moment. Mais si nous consacrons aujourd’hui ce chapitre à le rappeler, c’est parce que, nous le disions au début, les conséquences qui peuvent être déduites de ce principe sont nombreuses et très variées. Nous allons en voir quelques-unes.

			Commençons par un exemple de pigeons et de niches : on comprend aisément que si on a 10 pigeons et 3 niches, il y aura au maximum 3 pigeons dans l’une d’entre elles. Pourquoi ? Parce que pour que dans les 3 nichent, au moins, 4 pigeons, il faudrait avoir 12 de ces columbidés.

			En général, si nous devons répartir n objets dans 3 boîtes, il y en aura toujours 1 avec, au maximum, n / 3 de ces objets (si n / 3 n’est pas un entier, s’il a des décimales, nous ne gardons que la partie sans décimales). C’est-à-dire que si j’ai 100 objets dans 3 boîtes, il y aura dans l’une d’entre elles, au maximum, 33 objets (sinon, chaque boîte en aurait 34 ou plus, ce qui ferait plus de 100). À son tour, cette propriété si évidente (celle des 3 boîtes ou des 3 niches) a des applications, par exemple, pour les problèmes de surveillance dans une galerie d’art. Eh oui…

			Pour des questions plus terre à terre, le principe du pigeonnier nous permet d’affirmer, par exemple, qu’à Madrid il y a, au moins, deux personnes qui ont le même nombre de cheveux sur le crâne. En effet, si nous considérons qu’il y a dans la capitale de l’Espagne plus de 3 millions d’habitants et qu’une personne a, au maximum, 200 000 poils sur le caillou, nous y sommes. Il suffit d’imaginer que nous assignons à chaque habitant une fiche sur laquelle sera inscrit le nombre de ses cheveux. Comme il y a beaucoup plus d’habitants que de fiches différentes, certaines sont répétées. Au moins une.

			Autre curiosité à commenter à l’heure du café : nous pouvons affirmer que dans une réunion de 10 personnes, il y en a au moins 2 qui ont salué le même nombre de participants. Comment ? Parce que nous savons que dans cette réunion il ne peut y avoir, à la fois, un participant qui n’ait salué personne et un autre qui ait salué tout le monde, bien sûr. Dans ce cas, le nombre de personnes saluées par les participants est, soit un de ceux-ci {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} (s’il y a un malotru qui n’a salué personne et que personne n’a salué), soit {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} (si le malotru n’est pas venu). Quoi qu’il en soit, si nous mettons sur chaque participant une étiquette avec le nombre correspondant au nombre de personnes qu’il a saluées, nous avons 9 étiquettes pour 10 participants – et par conséquent plus de pigeons que de niches –, car 2 d’entre eux ont salué le même nombre de personnes.

			Pour revenir au pigeonnier, on peut affirmer, par exemple, que si on choisit (au hasard) 7 nombres naturels différents entre 1 et 11, la somme de 2 d’entre eux sera 12. Comment ? Mettons les nombres de 1 à 11 dans 6 boîtes, de façon que dans chaque boîte la somme soit de 12, comme sur la figure :
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			Ensuite, nous devons choisir les 7 nombres des boîtes, mais nous n’avons que 6 boîtes, ce qui fait que nous devrons choisir 2 des nombres de l’une d’elles, et voilà. Telles sont donc quelques-unes des conséquences simples du principe du pigeonnier, mais il y en a beaucoup d’autres, très intéressantes et frappantes pour les mathématiciens, et les non-mathématiciens. Moi, j’adore celle qui veut que si vous dessinez avec un feutre 5 points sur une balle (sphère), il y en aura toujours 4 sur la même moitié de la balle, et donc sur un seul hémisphère. Mais si, mais si. C’est comme ça, même si on pourrait penser que non. Si vous dessinez les 2 premiers, vous aurez par là même défini les deux hémisphères, en considérant le plan défini par les 2 points que vous avez dessinés et le centre de la sphère, et en la coupant selon ce plan. Ce qui revient à dire que vous avez défini l’équateur. Vous devez maintenant dessiner 3 points et vous n’avez que 2 hémisphères…
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			Les points sur l’équateur sont considérés comme appartenant aux deux hémisphères. C’est-y pas joli ? Toujours selon le principe du pigeonnier, on déduit que s’il y a plus de 366 personnes dans un groupe, 2 d’entre elles ont leur anniversaire le même jour. Mais dans cette histoire d’anniversaire, il est beaucoup plus frappant de constater qu’avec seulement 57 personnes, la probabilité qu’il y en ait au moins 2 qui fêtent le leur le même jour est de 99 %. Mais cela a à voir avec le paradoxe de l’anniversaire, que nous avons déjà expliqué (voir p. 114).

			Je vous propose maintenant un défi pour l’heure du café, pour ne pas parler de n’importe quoi : comment démontrer que si 9 personnes s’asseyent au hasard sur une rangée de 12 chaises, 3 chaises consécutives seront forcément occupées. Vous pouvez toujours essayer toutes les possibilités, mais ça prend du temps… Pensez aux pigeons et à leurs niches…
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			En cette époque où il nous est donné de vivre, nous assistons continuellement à la présentation, de la part de nos hommes politiques, de données sur l’état du pays ou sur d’autres choses et, selon celui qui les présente, elles sont bonnes ou mauvaises.

			On ne sait plus qui croire… En fait, on ne comprend rien… Mais ce n’est pas ça dont je veux parler. Le problème, en l’occurrence, c’est que nous ne disposons pas encore de bons thermomètres pour mesurer le chômage de façon objective, ni de sismographes pour prévoir un séisme social s’il devait se produire. En réalité, il ne s’agit pas seulement de disposer d’appareils de mesure concrets, mais aussi de savoir en interpréter les résultats. Parce que si nous avons bien des thermomètres pour mesurer la température ambiante et des sismographes pour prévoir les plaintes de la planète (ouille, voilà que je ressemble à Eduard Punset1), nous ne les interprétons pas toujours comme il faut.

			
				
					
				

			

			Moi, il m’arrive de ne pas voir des morts2, mais si j’entends quelqu’un dire, par exemple, « nous sommes passés de 18 à36 degrés en une semaine, du simple au double, petite », je réponds très poliment : « Bon, c’est parce que c’est toi qui le dis, mais si c’était un Américain, peut-être bien que non. » Effectivement, nous mesurons la température en degrés centigrades ou Celsius, mais dans la patrie de Feynman, la température se mesure en degrés Fahrenheit, et en degrés Fahrenheit, ça ne fait pas le double. Au cas où vous l’auriez oublié depuis le collège, pour convertir des degrés Celsius (°C) en degrés Fahrenheit (°F), il faut tenir compte du fait que l’eau gèle à 0 °C et bout à 100 °C, ce qui constitue une différence de 100 °C. L’eau gèle à 32 °F et bout à 212 °F, ce qui constitue une différence de 180 °F. Ce qui veut dire que chaque degré de l’échelle Fahrenheit est égal à 100/180 (ou 5/9) degrés sur l’échelle Celsius. Cela étant, si nous avons une température en degrés centigrades ou Celsius, pour savoir à quoi ça correspond en Fahrenheit, nous devons la multiplier par 9, diviser le résultat par 5, et ajouter 32.

			Par conséquent, ce n’est pas le double de chaleur, mais le double de la température en Celsius, si vous voulez, d’accord. Au fait, savez-vous que lorsque, en 1742, Celsius a proposé son échelle, 100 °C était la température à laquelle l’eau gelait au niveau de la mer et 0 °C celle à laquelle elle bouillait au même niveau ? Eh oui, et c’est son compatriote Carl von Linné qui retourna tout ça trois ans plus tard, pour obtenir ce que nous avons aujourd’hui.

			Poursuivons. Nous trouvons une erreur semblable à celle du « double de chaleur » lorsqu’on parle de tremblements de terre… Non, un séisme de magnitude 8 n’est pas le double d’un séisme de magnitude 4, comme j’ai eu la chance de le lire dans un article de journal. Non. En fait, un tremblement de terre de magnitude 8 est 10 000 fois plus fort qu’un séisme de magnitude 4. Pourquoi ? Parce que l’échelle sismologique de « magnitude du moment » (qui mesure la taille d’un séisme) est une échelle logarithmique.
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			Ah ah ! Si je n’ai pas parlé d’échelle de Richter, c’est pour plusieurs raisons. La plus importante est que cette échelle n’est plus utilisée pour des séismes de magnitude supérieure à 6,9, parce qu’elle cesse alors d’être fiable et assigne des magnitudes similaires à des séismes qui sont manifestement différents. En fait, l’échelle de Richter ne devrait être utilisée que pour la faille de San Andreas, en Californie, et pour un sismographe particulier qui, faut-il le repréciser, ne va que jusqu’à la magnitude 6,8. Pourtant, nous continuons à entendre ou à lire des informations sur des magnitudes de séismes selon l’échelle de Richter, parce que certains journalistes s’obstinent à ajouter « de Richter » quand ils donnent la nouvelle…

			Poursuivons. Que signifie « l’échelle de magnitude du moment est logarithmique, et de base 10 » ? Cela signifie que chaque fois que nous montons d’un degré sur l’échelle, c’est comme si nous faisions une multiplication par 10. Et donc, un séisme de magnitude 5 a une magnitude 10 fois plus grande qu’un séisme de magnitude 4, un de magnitude 6 sera 100 fois plus fort qu’un de magnitude 4, un de magnitude 7 sera 1 000 fois plus fort, et c’est ainsi qu’un séisme de magnitude 8 est 10 000 fois plus fort qu’un de magnitude 4. Ce type d’échelles, les logarithmiques, sont utilisées parce qu’elles sont plus appropriées lorsque la quantité de données à mesurer peut prendre des valeurs très différentes, quand le rang de valeurs que peut prendre la donnée à mesurer est très grand.

			En fait, on admet que Richter (dont l’échelle est elle aussi logarithmique et similaire à celles qui servent à mesurer la magnitude du moment pour des valeurs inférieures à 6,9) s’est inspiré de l’ échelle de magnitude apparente (logarithmique) utilisée en astronomie pour mesurer l’éclat des corps célestes.

			Attention, nous parlons de magnitude, c’est-à-dire de ce que mesure le sismographe. Parfois, également dans certains bulletins d’information, on confond magnitude et intensité, cette dernière étant une mesure subjective, assignée d’après l’estimation que l’œil humain fait des dégâts visibles dans les structures.

			Il existe aussi des échelles pour mesurer l’intensité d’une manière plus ou moins standardisée : une des plus connues est l’échelle de Mercalli, et nous avons en Europe l’échelle macrosismique européenne (EMS) qui donne, par exemple, intensité V (l’intensité s’exprime en chiffres romains) ou forte, si un grand nombre de personnes qui dormaient se réveillent et/ou si les portes et les fenêtres se ferment toutes seules. Vous voyez, même lorsque les mesures sont faites avec des outils précis, nous ne pouvons pas toujours faire confiance aux interprétations qui en découlent.

			Ce qui expliquerait aussi que, faute d’instruments, 6 000 personnes suffisent à remplir une même place, par exemple la place Neptune à Madrid, bien qu’elle puisse, s’il le fallait, en accueillir un million.

			

			
				
					1 - Économiste et homme politique espagnol contemporain. (N. d. T.)




					2 - Allusion à une célèbre réplique du film Le Sixième Sens, de Michael Mann. (N. d. T.)
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			Je suis presque certaine que vous avez déjà entendu quelqu’un utiliser l’expression « faire un virage à 360° », pour signaler un changement radical dans sa vie. Je suis presque certaine également que vous avez souri avec indulgence, car vous savez qu’un tour à 360° n’est pas vraiment un changement radical, vu qu’il s’agit d’un tour complet, ce qui signifie qu’on revient à son point de départ. Cela veut dire que cette expression est davantage synonyme de passivité et d’immobilisme que de changement radical. Toutefois, dans d’autres situations, vouloir tourner de 360° peut donner lieu à une vaste recherche en mathématiques. Imaginez par exemple que vous avez une aiguille (ou une baguette) d’un mètre de long : de quel espace minimal avez-vous besoin pour la faire tourner ? Pour peu qu’on y réfléchisse, on arrive à la conclusion que dans un cercle d’un mètre de diamètre, c’est tout à fait possible.
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			Mais peut-on le faire dans une enceinte plus petite ? Eh bien oui. Il suffit d’un triangle équilatéral d’une hauteur d’un mètre et de faire le même type de « manœuvre » que lorsque nous voulons garer notre voiture, tourner autant qu’on le peut, avancer ou reculer, tourner de nouveau…
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			Fixons notre attention sur une des hauteurs du triangle (ce sera la baguette, en rouge sur le dessin), faisons-la un peu tourner, amenons-la sur un des côtés du triangle, abaissons-la jusqu’à l’autre sommet du triangle (en bas à gauche sur la figure) et faisons-la tourner jusqu’à ce qu’elle touche le côté opposé du triangle. Cela peut-il se faire dans une enceinte plus petite ? D’après Soichi Kakeya, oui. Ce mathématicien japonais mort en 1947, qui a posé le célèbre « problème de l’aiguille de Kakeya », soutient que l’enceinte la plus étroite pour faire tourner une baguette d’un mètre (et permettant des déplacements comme dans un parking) est une figure connue sous le nom de deltoïde, comme celle qui apparaît dans le dessin page suivante :
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			Si la baguette mesure un mètre, le diamètre de la circonférence tracée par son point médian, en rouge sur la figure, est de 50 centimètres, soit la moitié de la longueur de la baguette. Malheureusement, notre collègue japonais se trompait. Malgré tout, ce problème reçut le nom de problème de Kakeya, car c’est lui qui l’avait soulevé. Effectivement, il y a des enceintes plus petites que la deltoïde (figure dont la forme ressemble à un delta majuscule grec, d’où son nom, en bleu foncé sur le graphique ci-dessus) où l’on peut faire tourner l’aiguille. En fait, nous pouvons trouver des enceintes de la surface que nous voulons, aussi petite soit cette dernière, où faire tourner la baguette. Oui, vous avez bien lu, on peut trouver des enceintes infiniment petites, voisines de 0, dans lesquelles faire tourner notre baguette.

			Ces enceintes, dans un élan d’imagination, on les a appelées « ensembles de Kakeya ». Comment ? Pas possible ? Eh bien si, comme l’a démontré le mathématicien russo-britannique Abram Samoilovitch Besicovitch. Choisissez un nombre (positif, bien sûr), le plus petit qui vous vienne à l’esprit, et Besicovitch vous construit une enceinte d’une surface inférieure au nombre que vous avez choisi, et sur laquelle peut tourner de 360° une baguette d’un mètre de long. En fait, la propriété que possèdent les ensembles décrits par Besicovitch est que nous pouvons y placer une baguette d’un mètre, par exemple, dans n’importe quelle direction. Mais à partir des ensembles de Besicovitch, on peut construire des ensembles de Kakeya.

			Comment fait-on ? L’une des méthodes les plus connues pour cette opération est celle que propose un autre mathématicien, allemand cette fois, Oskar Perron, dans un travail de 1928, où il simplifie la proposition du Russe. La construction de Perron, connue sous le nom d’arbre de Perron, consiste à partir d’un triangle équilatéral d’un mètre de hauteur et à le diviser en un nombre suffisant de triangles égaux, que l’on superpose ensuite convenablement, de façon que, sur la figure ainsi obtenue, puisse tenir une baguette d’un mètre de long, et ce dans n’importe quelle direction. Plus nous diviserons le triangle original, plus petite sera la surface de la figure (l’arbre) résultant de ces superpositions.
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			Il ne nous reste plus qu’à faire pivoter et à combiner les arbres de Perron pour obtenir des enceintes de Besicovitch.

			Maintenant, exactement comme pour faire un créneau dans une rue étroite, il s’agit de manœuvrer avec la baguette en tournant, en avançant et en reculant. Ce type de problèmes, qui sont nés presque comme des divertissements mathématiques, a des applications infinies en statistique, en mathématiques discrètes, en combinatoire, pour les équations aux dérivées partielles… Le travail de Terence Tao1 explique certaines d’entre elles.

			Nous continuerons une autre fois. Désormais, vous n’avez plus d’excuse pour ne pas vous garer dans une rue étroite, vous n’avez besoin que de patience. Et d’une direction assistée, bien sûr.

			

			
				
					1 - Terence Tao, « From Rotating Needles  to Stability of Waves: Emerging Connections between Combinatorics, Analysis, and PDE », Notices of the American Mathematical Society, vol. 48, n° 3, mars 2001, http://ams.org/notices/200103/fea-tao.pdf.	
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			Lors d’événements sportifs, en particulier les matches de football, on assiste très fréquemment à l’apparition de ce que nous appelons une ola. En fait, cette ola est connue sous le nom de ola mexicaine, car c’est pendant le Mondial du Mexique, en 1986, qu’elle a été popularisée. Normalement, ce phénomène surgit quand le public s’enflamme au point de vouloir participer au spectacle. Quelques spectateurs se dressent en levant les bras puis reviennent à leur position initiale et sont suivis par les spectateurs assis immédiatement à côté d’eux.

			Derrière ce phénomène se cache un système intéressant, digne d’être étudié avec les outils de la physique et de la mathématique. Il existe plusieurs études traitant des différents aspects de la ola, grâce auxquelles nous avons une bonne compréhension de ses caractéristiques, à savoir :

 

			1. Elle commence avec un nombre réduit de spectateurs, de l’ordre de quelques douzaines. On pourrait dire qu’il faut 25 spectateurs pour en commencer une.

 

			2. Elle se stabilise rapidement et acquiert une vitesse typique de 12 mètres à la seconde, c’est-à-dire environ 20 sièges par seconde. Lors de la phase stable, sa largeur reste constante elle aussi, de 6 à 12 mètres, soit environ 15 sièges pendant la phase debout.

 

			3. En général, elle tourne dans le sens des aiguilles d’une montre.

 

			4. La ola se dissipe de façon spontanée.

 

			Créer des modèles mathématiques pour la ola mexicaine est intéressant à plus d’un titre. En premier lieu, il s’agit de s’occuper de systèmes qui montrent un comportement auto-organisé et spontané, qui surgit de la coordination entre un nombre élevé d’individus agissant de façon indépendante.

			Ce qui est fort intéressant, car le comportement collectif dépend de la décision individuelle de chaque spectateur. Cela signifie qu’il faut combiner des processus de décision avec des processus de comportement collectif, ce qui est un défi tant au niveau de la description théorique que de la mise en œuvre de simulations par ordinateur. Par bonheur, la physique et la mathématique nous fournissent des outils pour affronter ce problème : l’étude des gaz ou des matériaux, par exemple, combinent des descriptions des éléments qui les composent avec des descriptions globales de tels systèmes. 

			En second lieu, on peut pressentir une question à première vue banale, mais qui en fait est assez complexe : quand un petit groupe de spectateurs se coordonne pour commencer la ola, généralement en produisant un certain type de son, ce qu’on attend c’est qu’en se levant et se rasseyant, les spectateurs proches, tant à droite qu’à gauche, poursuivent le mouvement. Ce qui veut dire que la ola devrait se propager à partir de son foyer dans les deux directions.

			Toutefois, l’expérience nous dit – et si nous sommes déjà allés dans un stade de foot, nous l’avons sans doute vécue – que la ola ne se propage que dans une direction, et en plus dans le sens des aiguilles d’une montre. Ce qui introduit un élément de rupture de symétrie très intéressant, car il apparaît dans de nombreux phénomènes physiques naturels.

			En utilisant des modèles probabilistes du comportement de chaque individu, on peut avoir une bonne approche du comportement global de la ola. Avec des modèles très simples, il a été possible de simuler l’apparition, la propagation et l’extinction d’une ola mexicaine. En fait, il y a des mises en œuvre aussi jolies que dans les championnats de foot de Lego, où les gradins sont programmés pour que des olas surgissent de façon spontanée. Ce genre d’études apparemment ludiques est d’une grande importance pour le traitement de la propagation des incendies ou des signaux électriques qui contrôlent les battements du cœur. Dans un cas comme dans l’autre, qu’il s’agisse du comportement de chaque arbre d’une forêt devant le feu ou de chaque cellule du cœur devant un stimulus nerveux déterminé, il est important de garder le contrôle du comportement du système tout entier. Si les cellules de notre cœur ne se coordonnent pas globalement face aux différents stimuli, les conséquences sont désastreuses.

			Il est étonnant que les outils mathématiques qui ont été développés pour l’étude des gaz ou des cellules excitables, par exemple, puissent être appliqués, avec un certain degré de confiance, à de grands groupes sociaux. La recherche sur ce terrain peut apporter des outils pour la gestion de crises de groupe dans des enceintes fermées et éviter des catastrophes indésirables.

			Alors ? Ils méritent une ola, ou pas ? Allez, je commence. C’est parti !
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			Ce n’est pas la première fois (ni la deuxième) que nous parlons ici de la théorie des graphes, et ce ne sera pas non plus la dernière, vous pouvez me croire. Pourquoi ? Parmi d’autres raisons plus prosaïques, parce que cette branche des mathématiques fournit de très puissants instruments pour la résolution de problèmes, avec une élégance et une simplicité qui les rendent dignes, pour certains d’entre eux, d’être accrochés aux murs d’un musée. Bon, j’exagère peut-être, mais il serait intéressant que la théorie des graphes soit connue au niveau du collège, car elle permettrait aux élèves de résoudre des problèmes mathématiques compliqués avec des outils intuitifs et attractifs… et, qui sait, peut-être en finirions-nous avec la désaffection d’une partie importante des collégiens pour les maths.

			Posons une devinette au sujet d’une fête et de quelques salutations. Mettons qu’Ana et Blas participent à une soirée avec quatre autres couples. Lorsqu’ils se rencontrent, certains se saluent en se serrant la main et d’autres en se faisant la bise. Quand la fête se termine, Blas demande aux participants à combien de personnes ils ont serré la main en les saluant et reçoit neuf réponses différentes. Et Ana, à combien de personnes a-t-elle serré la main ? Je vous laisse réfléchir un moment, faites tous les calculs que vous voudrez.

			Bon. Le plus important, pour résoudre un problème de mathématiques, c’est de savoir lire. Nous le lisons attentivement et nous essayons de tirer de notre lecture toutes les informations qui peuvent nous être utiles pour le résoudre, par exemple que Blas a reçu neuf réponses différentes. Nous avons dix personnes dans cette soirée, et l’une d’elles, Blas, interroge les autres et obtient neuf réponses différentes, ce qui signifie que toutes les réponses sont distinctes. Cela a l’air bête, mais ce ne l’est pas.

			Poursuivons. Chacun des neuf participants que Blas a interrogés peut avoir serré la main à un nombre de personnes compris entre 0 (ce qui ferait de celui ou de celle-ci le bisouilleur ou la bisouilleuse de la soirée) et 9 (ce qui ferait de celui ou de celle-ci le plus timide ou le moins bisouilleur, qui ne salue qu’en serrant les mains).

			Ce qui fait que les réponses données à Blas par les participants de la fête étaient comprises dans l’ensemble {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Un chiffre de trop parce qu’ il y en a 10 dans cet ensemble et qu’il n’y avait que 9 participants.

			Réfléchissons un peu plus : c’est gratuit et gratifiant. Qu’aucun des participants n’ait serré la main à 9 personnes n’a pas de sens. Pourquoi ? Eh bien parce que cela voudrait dire qu’en arrivant, chacun aurait serré aussi la main à son accompagnateur ou son accompagnatrice, et que normalement, quand on va en couple à une soirée, on s’est déjà salué en sortant de chez soi, non ? Super, parce que de cette façon nous éliminons le 9 de l’ensemble des réponses possibles, et nous savons donc que les réponses obtenues par Blas des autres participants à la soirée ont été : {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

			Poursuivons. Je rappelle que nous devons vérifier à combien de personnes Ana a serré la main. Nous allons pour ce faire représenter sur un graphe les dix participants à la soirée. Dessinons dix sommets (points) et étiquetons-les de la façon suivante : nous appelons Blas un des sommets et les neuf autres participants seront étiquetés avec le chiffre correspondant à la réponse qu’ils ont donnée à Blas.
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			Joignons maintenant par des arêtes (lignes) chaque sommet (correspondant à un participant) aux sommets correspondants aux participants à qui il a serré la main. Commençons par le numéro 8. Nous devons réunir le participant étiqueté 8 à huit des neuf sommets restants. Bon, c’est facile, nous le réunissons à tous, sauf à celui qui porte l’étiquette 0, qui ne sera réuni à personne (il s’agit de notre bisouilleur, je vous le rappelle) :
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			Que pouvons-nous déduire du graphe précédent ? Effectivement, que le sommet 0 est le compagnon ou la compagne du sommet 8, parce que ce dernier a serré la main à tous les autres et qu’il n’est pas normal (ni souhaitable) de saluer son compagnon ou sa compagne en lui serrant la main quand on arrive à une soirée.

			Super. Colorions de la même couleur le 0 et le 8 pour signaler qu’il s’agit d’un couple (comme si c’était un couple de retraités allemands) et continuons à dessiner les autres arêtes (lignes) du graphe.

			C’est le tour du 7. De ce sommet doivent partir sept arêtes, et nous en avons déjà une, celle qui l’unit au 8, ce qui fait que nous ne devons en ajouter que six. Nous ne l’unissons pas au 0 parce que le 0 ne s’unit à personne, ni au 1 parce qu’il a déjà une arête (celle qui vient du 8) et il ne peut en avoir qu’une (car il porte l’étiquette 1), et qu’il est déjà uni au 8. Il nous reste donc le 2, le 3, le 4, le 5, le 6 et Blas. Allons-y :
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			Comme nous avons déjà fiché le compagnon du 7, ce doit être le 1. Pourquoi ? Parce que le 7 a salué en serrant la main à tout le monde sauf au 0 et au 1, mais le 0 est le compagnon ou la compagne du 8, ce qui fait que nous n’avons pas d’autre choix. Nous les peignons de la même couleur pour indiquer qu’il s’agit d’un couple et nous continuons à dessiner les arêtes du graphe. 

			Au tour du 6. Du 6 partent déjà deux arêtes (celle du 7 et celle du 8), il nous en manque donc quatre. Nous ne pouvons les unir ni au 0, ni au 1, ni au 2, parce que ces derniers sont complets : il nous reste alors le 3, le 4, le 5 et Blas. Installons-les.
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			Voilà, on les a, n’est-ce pas ? Le compagnon du 6 est le 2, parce qu’il fait partie des trois qui n’ont pas salué en serrant la main (0, 1, 2), et qu’il est le seul qui ne soit pas encore accouplé. Colorions ce nouveau couple de la même couleur et passons au 5.

			Du sommet 5 partent déjà trois arêtes, ce qui fait qu’il nous en faut deux autres, et les seuls choix possibles sont le 4 et Blas (les autres sommets sont complets, c’est-à-dire qu’ils ont autant d’arêtes que l’indiquent leurs étiquettes respectives) :
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			En suivant un raisonnement similaire aux précédents, nous concluons que le 5 est le compagnon du 3. Nous les colorions eux aussi de la même couleur, et plus besoin de dessiner d’autres arêtes parce que tous les sommets sont désormais complets :
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			Eh bien ça y est. Ana, la compagne de Blas, est le sommet 4 et, par conséquent, elle a salué quatre de ses amis en leur serrant la main et les quatre autres en leur faisant la bise.

			Curieux, non ? Nous reviendrons avec d’autres graphes et d’autres soirées une autre fois. 
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			L’été est probablement l’époque de l’année où nous prenons le plus de photos. Nous profitons de nos vacances pour « punir » nos proches en leur envoyant des images des sites merveilleux où nous nous trouvons et où ils n’ont pu se rendre (ou de nos pieds dans le sable, pourquoi pas). Pour ce faire, nous nous servons presque tous de nos portables ou d’appareils photo numériques. Il existe aussi des méthodes pour envoyer des images qui n’utilisent pas ces dispositifs, mais d’autres plus primitifs, et qu’on appelle cartes postales, vous vous souvenez ?

			Si on y réfléchit, presque toutes les images que nous prenons sont stockées dans des archives qui ont l’extension .jpg. Mais qu’est-ce que des archives JPG ? C’est de cela que nous allons parler.

			
				
					
				

			

			Le nom JPG provient de JPEG, sigle de Joint Photographic Experts Group, groupe qui, dans les années 1990, a fixé une série de normes (ou d’étapes) pour compresser une image, c’est-à-dire essayer d’emmagasiner l’information la plus importante possible en utilisant un stockage relativement réduit. Cela a permis d’envoyer des images (de peu de poids) par internet et de les stocker sans avoir besoin de dépenser toutes nos économies en disques durs. Comme c’était à prévoir et comme nous l’avons signalé, pour obtenir une archive JPG, on utilise beaucoup de mathématiques. Nous allons essayer ici de dire de quels outils il s’agit : des matrices, des cosinus, des divisions et des arrondis nous attendent, mais que personne ne s’effraie.

			Ce que nous devons d’abord comprendre, c’est comment notre appareil photo capture l’image. La partie fondamentale est le capteur : il y en a de différentes sortes, mais basiquement il s’agit d’un quadrillage de petits éléments (appelés photosites) qui captent l’intensité de la lumière qui les frappe. Attention, le capteur de notre appareil ne capte pas la couleur, mais uniquement l’intensité de la lumière. Ce qui se passe, c’est qu’on met à certains photosites un filtre vert, à d’autres un filtre rouge et à d’autres encore un filtre bleu. Un filtre rouge arrête les rayonnements vert et bleu, un filtre bleu..., etc.

			Par conséquent, seule la lumière d’une des trois couleurs fondamentales atteint chaque photosite. Ces photosites sont groupés selon un schéma spécifique pour chaque appareil, la majorité utilisant la mosaïque de Bayer, qui est très simple :
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			Nous constatons qu’il y a deux fois plus de photosites verts que de chacune des autres couleurs. Cela est dû au fait que l’œil humain est quasiment deux fois plus sensible au vert qu’au bleu ou au rouge (apparemment pour une question évolutive : il a longtemps été important pour l’espèce humaine de repérer les différentes sortes de végétaux… et donc de verts). C’est ainsi que chaque pixel de notre selfie sera défini par 4 photosites de cette mosaïque.
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			Bien. Chaque photosite donne une valeur de l’intensité de sa couleur exprimée par un nombre entre 0 (le photosite n’a rien capté de cette couleur) et 255 (il a capté le maximum de lumière de cette couleur). Par conséquent, nous pouvons considérer une image comme trois tables (une pour chaque couleur) que nous appelons « matrices », dont chaque entrée est un nombre compris entre 0 et 255.
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			Si nous stockons ces trois matrices, nous aurons l’image telle que l’a captée notre appareil, mais cela donnera des fichiers énormes pour chaque image, et nous ne gagnerons rien en mémoire. Les fichiers RAW, utilisés par presque tous les professionnels et les amateurs avancés, gardent, eux (de façon plus ou moins efficace), tous les nombres de ces trois matrices.

			Je parle beaucoup de matrices, vous ne trouvez pas ? Au cas où quelqu’un ne s’en souviendrait pas ou ne le saurait pas, une matrice n’est rien d’autre qu’une table avec des nombres. Un petit morceau d’une matrice obtenue d’une photo donne quelque chose comme ceci :
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			Oui, c’est vrai, elle est beaucoup plus jolie que bien des photos qu’on nous envoie par WhatsApp. Mais je m’égare. Continuons.	

			La clé de JPG, c’est qu’il stocke (presque) toute l’information de ladite matrice, mais en occupant infiniment moins d’espace. Pour cela, il est très important de savoir que, si une matrice a beaucoup de zéros, elle est moins coûteuse à stocker. Et si, en plus, ces zéros sont très rapprochés, c’est encore bien mieux. Pourquoi ? Parce que si nous devons écrire 16 zéros de suite, nous pouvons abréger en 16(0) : la même information, mais en 5 caractères au lieu de 16 – si vous utilisez Twitter vous verrez aussi l’avantage.

			Bon, mais comment faisons-nous pour qu’il y ait beaucoup de zéros dans nos matrices, pour qu’ils soient très rapprochés, que la qualité de la photo ne soit pas perdue et que ce soit un processus (presque) réversible ? Ah ah. Avec beaucoup de mathématiques.

			Le premier pas consiste à se passer des trois matrices initiales (celles du rouge, du vert et du bleu) pour trouver trois autres matrices qui décriront la luminosité, la proportion entre le bleu et le rouge et la proportion entre le vert et le rouge. Cela s’obtient par de simples équations. Par exemple, le changement des trois couleurs en luminosité est donné par l’équation :

			Y = 0,257 x R + 0,504 x G + 0,098 x B + 16

			(où R (red), G (green) et B (blue) sont les valeurs d’un pixel donné dans les matrices du rouge, du vert et du bleu respectivement).

			Les deux autres équations sont :

			Cb = U = -0,148 x R - 0,291 x G + 0,439 x B + 128

			Cr = V = 0,439 x R - 0,368 x G - 0,071 x B + 128

			Pour celui qui s’y connaît en opérations entre matrices, tout cela peut se faire avec des multiplications et des additions de matrices, et on peut vérifier qu’il s’agit d’une opération réversible (et toute simple).

			Je continue. Ce sont ces trois matrices que nous allons transformer par étapes pour faire en sorte qu’elles contiennent beaucoup de zéros, tous rapprochés.

			Divisons d’abord chaque matrice en sous-matrices de 8 x 8 (les 8 bits du JPG) comme celle que nous avons mise au début de ce chapitre. Puis nous enlevons 127 à chaque nombre (les valeurs peuvent varier pour les différentes matrices de luminosité ou de couleur) pour que les valeurs soient centrées autour du 0. De cette façon, la matrice de notre exemple deviendrait :
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			L’étape suivante peut sembler plus complexe, mais il s’agit simplement d’appliquer une formule aux nombres de chaque sous-matrice 8 x 8. Cette formule s’appelle « transformée en cosinus discrète » et est ici très semblable à la transformée de Fourier utilisée en de nombreux domaines, comme le traitement de l’image ou du son.

			Si on applique la transformée en cosinus discrète à notre matrice, on obtiendra :
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			Ces valeurs ont pour propriété que les plus significatives se trouvent en haut à gauche de la matrice.

			Il ne nous reste plus qu’une étape (plus le codage). Il est important de signaler que tout ce que nous avons fait jusqu’à présent est réversible, et que, par conséquent, cela n’implique ni compression ni perte de qualité. L’étape suivante, en revanche, comporte une perte de qualité : nous divisons chaque élément de la matrice résultante par un nombre (ces nombres seront plus élevés si nous voulons un niveau de compression plus élevé et moins si nous exigeons une plus grande qualité). Par exemple, les valeurs utilisées pour une compression à 50 % sont les suivantes :
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			Nous divisons ainsi -27 500 par 16 et arrondissons à l’entier le plus proche (- 2), nous divisons - 213 468 par 11 pour obtenir - 19, et ainsi de suite jusqu’à ce que nous obtenions les valeurs suivantes : 
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			Comme nous avons divisé par des nombres relativement grands (surtout en bas à droite), beaucoup de ces valeurs sont 0,ce qui est précisément ce que nous voulions. Et c’est cette matrice que nous stockons (en la parcourant en zigzag). Naturellement, à partir de cette matrice, nous pouvons récupérer toutes les étapes antérieures ; toutefois, comme nous avons arrondi lorsque nous avons divisé, nous n’obtiendrons pas exactement l’image originale, mais une image qui lui ressemblera beaucoup.	 

			Hallucinant, n’est-ce pas ? Vous pouvez en verser des larmes d’émotion. C’est ce que j’ai fait quand on me l’a raconté. Il existe d’autres méthodes pour compresser des images, mais c’est celle-là qui est la plus utilisée, même si elle n’est pas la plus efficace. Par exemple, le groupe de JPEG a déjà publié une autre méthode, appelée JPEG 2000, qui utilise d’autres outils plus sophistiqués que la transformée en cosinus discrète. Mais ça, je vous en parlerai une autre fois.

			Allez, vous pouvez continuer à prendre vos photos de vacances.
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			Que les graphes servent à tout ou presque, nous l’avons déjà dit plusieurs fois : ils permettent de démasquer des phénomènes étranges sur votre mur Facebook, de mettre au point des méthodes de dégustation d’aliments, d’organiser des banquets de mariage sans provoquer de conflit ou de détrôner la Khaleesi de Game of Thrones… Je le répète, ils servent à tout (ou presque). Toutefois, une des applications les plus frappantes concerne un graphe et une boîte de crayons de couleur. En été, quand certains d’entre nous sont en vacances, il arrive souvent, sauf quand on fait un de ces voyages épuisants au cours desquels on prétend voir quatre pays complets en quinze jours (il y a un film de la fin des années 1960 dont c’est le sujet, Mardi, c’est donc la Belgique), qu’on ne sache pas comment occuper son temps. Il y a des heures (ou des situations familiales) où on se rabat sur le premier passe-temps qu’on a sous la main. Et sûr que l’un de ces passe-temps est le sudoku (et sinon, je vous le conseille, c’est franchement amusant). Eh bien nous allons apprendre aujourd’hui à résoudre (et à créer) des sudokus en nous servant de graphes et de crayons de couleur. Peut-être certains d’entre vous se demandent-ils s’il y a des méthodes automatiques pour résoudre des sudokus et s’il existe un programme informatique qui le fasse en un clin d’œil. Le fait est que oui, il existe plusieurs programmes pour ça, mais celui que nous vous proposons aujourd’hui permet non seulement de les résoudre, mais d’en créer.

			
				
					
				

			

			L’idée est de penser à un sudoku comme à un graphe (comme ceux que nous avons utilisés, par exemple, pour parler du paradoxe de l’amitié ou de l’illusion de la majorité). Un graphe peut être compris comme un ensemble de points que nous appelons sommets et de lignes qui relient certains de ces sommets, deux par deux, et que nous appelons arêtes. Pensez par exemple à Facebook : chaque utilisateur serait un sommet et deux utilisateurs amis sur ce réseau social seraient réunis par une arête. Nous allons voir maintenant comment construire un graphe à partir d’un sudoku et comment le résoudre en coloriant ses sommets.

			Pour faire cette démonstration, je vais utiliser un sudoku enfantin, un de 4 x 4. Tout ce que je vais dire peut être utilisé pour un sudoku normal de 9 x 9, mais celui-ci serait plus difficile à élaborer et nous pourrions nous perdre dans l’enchevêtrement des sommets et des arêtes. Supposons donc que nous avons ce sudoku simplissime :
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			Nous voulons lui associer un graphe. L’idée est simple : nous construirons d’abord ce que nous appellerons le sudoku de base, un sudoku vide auquel nous ajouterons ensuite les contraintes. Notre graphe aura donc 16 sommets que nous numéroterons de 0 à 15 (un pour chaque petit carré) :
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			Nous allons maintenant réunir, par des arêtes, le sommet correspondant à la case 0 à tous les sommets correspondant à des cases qui ne peuvent porter le même numéro que lui : celles qui sont sur sa rangée (la rangée du haut), celles qui sont dans la même colonne que lui (la colonne de gauche) et celles qui sont dans son petit carré de quatre cases (en haut à gauche).
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			Répétons ce processus avec tous les sommets pour obtenir ce graphe, que nous appelons graphe de base du sudoku.
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			Bien que cela paraisse compliqué, pour un ordinateur, ce graphe est assez simple. Celui qui résulterait d’un sudoku 9 x 9 le serait également.

			Nous allons maintenant utiliser des couleurs. L’idée est d’assigner des couleurs aux sommets du graphe, de façon que si deux sommets partagent une arête ils ne puissent avoir la même couleur. On pourrait aussi colorier un graphe pour représenter des relations d’incompatibilité au moment de faire le plan de table pour un repas de noces. Cela donnerait alors ceci : 
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			L’idée est que nous pouvons colorier le graphe de base du sudoku en utilisant quatre couleurs, et en identifiant chacune d’elles par un chiffre, pour obtenir ainsi un sudoku. Ce qui est curieux, c’est que pour chaque coloration différente nous pouvons obtenir un sudoku différent, et je peux vous assurer qu’il y en a en pagaille.

			Si nous voulons résoudre le sudoku de notre exemple, nous devrons ajouter de nouvelles arêtes au graphe de base. Observons que si nous voulons que deux cases portent un chiffre différent, il faut que leurs sommets correspondants soient de couleurs différentes. Ce qui est très simple : il suffit de réunir ces deux sommets par une arête, ce qui nous assure que nous ne leur assignerons jamais la même couleur.
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			Dans notre exemple, le sommet 1 du graphe de base devra être uni au sommet 11 pour que leur soient assignées des couleurs différentes, parce qu’il l’est déjà avec le 2, le 4 et le 13 sur le graphe de base. De façon analogue, nous devrons réunir le sommet 2 du graphe de base avec le 4 et le 13 pour nous assurer qu’ils auront des couleurs différentes (les arêtes du 2 au 1 et au 14 sont déjà dans le graphe de base du sudoku). Et ainsi de suite.

			L’étape suivante, qui sera la dernière, consiste à faire en sorte qu’aux cases ayant le même numéro soit assignée la même couleur lorsque nous colorierons les sommets correspondants. Pour cela, nous allons observer notre exemple : nous voulons que les sommets 1 et 14 du graphe de base aient le même numéro (1) ou la même couleur (bleu foncé). Comment faire ? Je vous laisse y réfléchir un peu.

			Voilà.

			Effectivement, si j’ajoute des arêtes entre le sommet 1 et les trois qui partagent le même rang que le sommet 14, nous avons notre solution : aucun de ces trois sommets ne pourra être colorié comme le 1, en bleu foncé, et la seule possibilité qui nous restera pour le 14 sera donc cette couleur, le bleu foncé, comme le 1.

			C’est-à-dire que nous ajoutons des arêtes qui uniront le sommet 1 aux sommets 12 et 15, parce que l’arête du 1 au 13 est sur le graphe de base. Si le 12, le 13 et le 15 sont réunis au 1, aucun d’eux ne sera colorié en bleu foncé, qui sera assigné, et hop, au 14. Oui, c’est joli tout plein, je sais.
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			Nous devrions imposer maintenant que les sommets 4 et 13 soient de la même couleur, en répétant cette stratégie. Et enfin, que soient aussi de la même couleur les sommets 2 et 11.

			Lorsque vous aurez ajouté ces six nouvelles arêtes au graphe de base, vous n’aurez plus qu’à colorier les sommets restants du graphe selon les règles suivantes : ne pas utiliser plus de quatre couleurs, et que les sommets de même couleur ne puissent être réunis par une arête.

			Oui, je sais. Vous pensez que le sudoku de mon exemple peut être résolu plus directement, et il est possible que ce soit vrai. Mais cette méthode est facile à mettre en œuvre sur un ordinateur et de la sorte, elle permet de créer et de résoudre en quelques secondes des sudokus de plus grande taille. Mais bon, si c’est pour faire le malin au bistro, celle-ci est plus originale, non ?
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			À l’approche de cette date, il est habituel de trouver, dans de nombreux médias, des articles qui essaient de relier l’amour à n’importe quoi ou n’importe quoi à l’amour (on voit que l’adage qui veut que l’amour mène le monde est toujours vrai) et je ne voudrais pas faire bande à part. Eh oui, je suis comme ça.

			
				
					
				

			

			Bien que certains disent avoir trouvé une formule pour prédire la durée d’une idylle, je ne suis pas très sûre, pour parler franchement, que cela soit très rigoureux du point de vue mathématique. Alors, au lieu de me servir de nombres ou d’équations pour essayer de quantifier ce que nous aimons ou ce que les autres aiment chez nous, je vous propose un défi géométrique qui aura à voir non pas avec l’amour, mais avec la dimension du cadeau. Bien que l’illustration de ce texte montre un cadeau en forme de cœur, nous nous en tiendrons à un exemple plus simple, à savoir : emballer dans du papier des boîtes de cadeaux cubiques. Ce qui veut dire que le cadeau que nous devons emballer est un cube, soit un hexaèdre régulier, un polyèdre à six faces carrées.
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			Supposons que notre cadeau est un cube d’un mètre de côté (oui, c’est un petit cadeau de belle taille, pas question de bagues) et que nous allons l’envelopper dans un rectangle de papier décoré. Attention, à aucun moment nous ne pouvons couper le papier. Nous n’avons pas de ciseaux, et à la main ce serait vraiment nul. La question est : quelle est la surface minimale d’un rectangle de papier permettant d’envelopper ce cube ? Et souvenez-vous : absolument sans couper le papier.

			Réfléchissons un peu. Si le côté du cube mesure un mètre, la surface des six faces que nous devons couvrir est de 6 mètres carrés. Par conséquent, nous avons besoin, au moins, d’un rectangle de 6 mètres carrés de surface pour l’envelopper. Mais un rectangle d’une surface de 6 mètres carrés ne l’enveloppera pas sans qu’on le coupe, jamais. Entre autres, parce qu’il faudrait pour cela qu’un développement plan du cube soit, très exactement, ce rectangle de 6 mètres carrés. Ce qui est impossible. Ce qui signifie que nous avons besoin d’un rectangle de papier de plus de 6 mètres carrés.

			D’autre part, le développement d’un cube dont le côté est d’une longueur d’un mètre demande un rectangle de 12 mètres carrés. Eh bien, si le développement du cube tient dans un rectangle, il suffit de remonter ce cube et d’entraîner le rectangle de papier avec lui.
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			Bon, nous savons maintenant que cette surface minimale recherchée se situe entre 6 et 12. C’est déjà quelque chose, non ?

			Quelle est la surface minimale pour envelopper notre cadeau cubique ? Elle n’existe pas. Non, ne me regardez pas comme ça, c’est vrai, elle n’existe pas. Mais oui, vous dis-je, c’est vrai. Si vous me donnez n’importe quel rectangle de papier dont la surface soit comprise entre 6 et 12 mètres carrés et qui puisse envelopper le cube, je suis capable de trouver un rectangle d’une surface inférieure pour envelopper mon cadeau. Comment ? Je vous dis ça.

			Examinons le développement du cube tel qu’on le voit sur l’image précédente. Comme nous l’avons dit, il est clair que si nous sommes capables de couvrir complètement ce développement avec notre rectangle, en remontant le cube, nous emballerons du même coup notre cadeau. 

			Ce que nous allons utiliser, c’est un rectangle très très long et très très fin, comme un serpentin, et nous allons couvrir le développement du cube comme on le voit sur les figures suivantes :
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			Premiers pas pour emballer le développement du cube avec un serpentin.
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			Quelle est la surface de ce rectangle-serpentin ? Cela dépend de la largeur du serpentin, comme l’un de vous vient de le crier du fond de la classe. Oui. Si nous appelons W la largeur dudit serpentin, il n’est pas difficile de vérifier que la surface dont nous nous sommes servis pour couvrir le cube est de 6 + 6 W.

			Le premier terme, 6, est la surface des faces du cube couvertes. D’où sort ce 6 W ? De la surface qui dépasse du développement du cube, là où nous avons fait tourner notre serpentin pour continuer à couvrir le cadeau. Elle dépasse sur 6 côtés d’un mètre de long, comme on le voit sur la figure, et comme ces petits triangles que nous voyons sont doubles, le serpentin est replié sur lui-même. Sur chacun de ces six côtés, dépasse un rectangle de surface 1 (longueur du côté) x W (largeur du serpentin). Cela signifie que plus le serpentin sera étroit, moins grande sera la surface dont nous aurons besoin pour envelopper le cube. Comme nous ne pouvons pas choisir de serpentin de largeur 0, si petite que soit la surface du rectangle de papier que nous choisirons pour envelopper le cadeau, il est toujours possible de choisir un papier plus petit ; parce que si petit que soit le chiffre positif que nous choisirons, il sera toujours possible de trouver un chiffre positif plus petit. Merveilleux, non ?

			Laissez-moi vous dire que ce problème m’a été signalé par mon ami Jin Akiyama (de l’université des sciences de Tokyo), un des plus célèbres vulgarisateurs de mathématiques au monde, et qui m’apprend toujours des choses fascinantes. 
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			Malgré les apparences, il y a beaucoup de mathématiques dans les machines à coudre. Principalement, de la topologie (ne partez pas, je vais vous expliquer). En quelques mots – et sans offenser mes amis topologues –, la topologie est la branche des mathématiques qui s’occupe des propriétés intrinsèques des objets. Pour la topologie, un cercle est la même chose qu’un carré : une surface enfermée dans une courbe. De même, un cercle d’un centimètre de rayon est la même chose qu’un cercle d’un kilomètre de rayon : une surface enfermée dans une courbe.

			
				
					
				

			

			Disons que pour les topologues, les objets géométriques sont comme de la pâte à modeler, et sont toujours le même objet quand on les déforme pour en faire un autre, sans rien arracher ni coller. Sûr que vous avez déjà entendu la blague sur les topologues qui confondent leur donut et la tasse à café, non ? Ce qu’il y a de drôle, c’est qu’on peut déformer un donut et le transformer en tasse à café, et effectivement sans rien arracher ni coller.
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			La topologie, en définitive, est ma branche préférée des mathématiques parce que ni la forme ni la taille n’ont d’importance : ce qui importe c’est l’intérieur, comme dans l’histoire de la Belle et la Bête. Mais la topologie étudie aussi la façon dont se nouent et s’entrelacent une ou plusieurs cordes, dans ce qu’on appelle la théorie des nœuds (s’il n’y a qu’une seule corde) ou des tresses (s’il y en a plusieurs).

			Il existe de nombreux jeux à base topologique fondés sur ces théories. Par exemple, on sait que deux anneaux enlacés ne peuvent être séparés sans en briser un. C’est la base de certains tours de magie et de casse-tête comme celui où, après avoir choisi deux personnes, on attache une corde aux poignets de chacune en entrelaçant les cordes, et elles doivent essayer de démêler les cordes. 

			La topologie se charge aussi d’étudier comment passer d’une configuration à une autre. Comme par exemple dans le jeu de la ficelle auquel on joue à deux ou quatre mains dans les cours de récréation.

			Mais qu’est-ce que tout cela a à voir avec les machines à coudre ? Eh bien pas mal de choses : ce que les machines essaient de faire, c’est de tresser des fils avec lesquels on coud, de façon à les empêcher de se dénouer ensuite. En un sens, l’histoire des machines à coudre montre qu’elles ont toujours essayé de résoudre une impossibilité topologique : qu’un ou plusieurs fils libres soient tressés de façon qu’il soit impossible que la couture se défasse. Les premières machines à coudre n’utilisaient qu’un seul fil, qui s’entrelaçait sur lui-même, comme le montre l’image page suivante :
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			Naturellement, une telle couture ne pose aucun problème topologique, car le fil n’est pas noué. Ce qui veut dire que toute la couture peut se défaire si on tire sur une extrémité. Ce qui est un soulagement du point de vue de la topologie, mais un problème du point de vue de la couture, car nous ne pouvons faire confiance à un costume confectionné de cette façon. Mais ce qui est sûr, c’est que, comme ces machines sont très simples à dessiner, elles sont très fiables, et on continue à les utiliser dans certains secteurs de l’industrie comme les sacs à charbon de bois pour barbecue.

			Le grand saut s’est produit il y a un peu moins de deux cents ans (entre 1830 et 1850), quand on a inventé les machines qui utilisent deux fils. L’idée est qu’ils sont tressés tous les deux comme le montre l’image page suivante :
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			Bien qu’à première vue obtenir ce que montre le diagramme du haut soit impossible, le truc consiste en ce que la bobine (qui guide le fil du bas) ne soit pas fixée au reste de la machine. Dans les premières machines qui utilisaient ce type de couture, on utilisait une « spirale d’Archimède », un mécanisme qui transforme le mouvement circulaire en mouvement linéaire.

			Toutefois, on utilisa par la suite un autre truc topologique, qui ne rendait pas nécessaire cette transformation et était beaucoup plus fiable, cela consistait en une roue.

			Quoi qu’il en soit, n’allez pas croire que tout a été inventé en ce domaine. Aujourd’hui encore, on continue à faire des recherches pour obtenir des nœuds qui empêchent les coutures de se défaire, et il y a encore des brevets déposés sur des techniques permettant de renforcer ces coutures. 

 

			P. - S. : Ce chapitre est inspiré de http://www.ams.org/samplings/feature-column/fc-2015-05.
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			Nous avons déjà parlé de la façon dont les mathématiques peuvent aider à l’étude des maladies. Aujourd’hui, nous allons parler de la forme des virus. 

			Les scientifiques savent que les objets produits par la nature ont souvent une géométrie très particulière et on peut en tirer des conclusions étonnantes. Ainsi, on peut mettre en relation le type d’habitat dans lequel pondent les différentes espèces d’oiseaux avec la forme de leurs œufs. La géométrie de l’œuf est relativement simple, si nous la comparons à celle d’autres objets naturels, mais il existe une forme, assez simple elle aussi, qui a intrigué différents groupes de chercheurs : celle des virus, qui présentent une symétrie très particulière.

			En effet, un grand nombre d’entre eux ont la forme d’un icosaèdre, selon les résultats publiés dans ce travail, dont l’un des auteurs est le professeur David Reguera, de l’université de Barcelone. Si l’on veut connaître l’action d’un virus (afin de lutter contre lui), il est fondamental d’en connaître les propriétés mais aussi la structure. Pour ce faire, on étudie la façon dont s’assemblent les différents éléments de la capside1 : combien de nœuds, de quels types, et en quoi cette information est importante pour le combattre efficacement. 

			
				
					
				

			

			Ce que savent les biologistes, c’est que de nombreux virus présentent, au microscope, une forme très proche de la sphère. Mais, et c’est là un mystère, presque toutes les capsides présentent une forme toute particulière : ce ne sont pas des sphères parfaites, mais elles s’approchent davantage d’un icosaèdre (ou polyèdre à vingt faces triangulaires). Pourquoi un icosaèdre ?
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			Avant de poursuivre, il convient de préciser qu’un icosaèdre est, certes, une bonne approche d’une sphère, mais qu’il en existe de bien meilleures. Un icosaèdre est donc formé de vingt triangles (il peut être approché par d’autres figures présentant la même symétrie), mais plus on a de triangles et plus on s’approche d’une sphère. Pour tenter de répondre à « pourquoi un icosaèdre ? », les scientifiques ont proposé divers modèles permettant de prédire quelle forme devrait adopter la capside. L’idée de base de ces modèles est d’essayer de trouver les équations associées à chaque protéine (ce sont les protéines qui forment la structure de la capside) et à leurs relations entre elles.

			Pour nous faire une idée avec un exemple un peu terre à terre : supposons que nous avons une série d’objets rigides unis par des ressorts, certains d’entre eux étant fixés. Comme le tambour de nos machines à laver (qui est soutenu par des ressorts lui permettant un certain mouvement pendant le lavage ou le séchage, car s’il était rigidement rattaché à la structure de la machine, le mouvement centrifuge du tambour plein provoquerait de sérieux dommages à notre cher appareil électroménager). Les propriétés physiques de chaque ressort déterminent des équations et l’équilibre, dans notre machine, est obtenu par des tensions adéquates, en tenant compte de la charge maximale (de linge et d’eau) qu’elle permet. Dans le cas des virus, les protéines de l’enveloppe seraient les ressorts, chacune d’elles présentant des caractéristiques particulières. Ces caractéristiques, les chercheurs les ont mises en équations et, une fois les équations obtenues, ils ont réalisé une simulation par ordinateur permettant d’approcher le comportement du système.

			Eh bien, il semblerait qu’on soit arrivé à la conclusion que, s’il n’existait qu’un seul type de protéine dans la capside virale, elle n’adopterait pas la forme d’un icosaèdre, mais que s’il y en a plus d’une (comme c’est le cas pour la plupart des virus), avec cette figure géométrique, on atteint un équilibre entre la forme idéale (une sphère) et les capacités de repliement des protéines qui composent la capside. On obtient de la sorte un équilibre de structure optimal. Hallucinant, n’est-ce pas ? Quand je tombe sur ce type d’études, je me demande quel besoin nous avons, de nos jours, de croire à des êtres imaginaires, tant est fascinant, à lui tout seul, notre univers. 

			

			
				
					1 - Enveloppe du virus, structure protéique qui recouvre le génome fait d'ADN ou d'ARN.
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			Bien des gens ont tendance à penser, en se laissant guider par des stéréotypes, qu’un mathématicien doit être quelqu’un d’extrêmement ordonné. Eh bien non, croyez-moi, cela n’a rien à voir. Pourtant, il est bien vrai que les mathématiques se sont occupées de questions liées au rangement d’objets, motivées par de nombreux problèmes pratiques. Particulièrement avec l’apparition de l’informatique et la nécessité de stocker et d’ordonner des données de façon intelligente et efficace afin d’améliorer, en temps et en espace de disque, le rendement des applications qui ont tellement changé notre vie.

			En ce sens, un problème très compliqué (dit « NP-difficile ») est celui qu’on connaît sous le nom de « bin packing » (rangement en boîtes). Le but du bin packing, c’est de stocker une série d’objets de différentes formes et dimensions, en utilisant le plus petit nombre de boîtes possible. S’il vous est déjà arrivé de déménager, vous savez de quoi je vous parle. Vous serez d’accord avec moi pour dire que le problème semble a priori assez compliqué. Toutefois, il existe un autre problème lié au rangement qui paraît beaucoup plus simple à résoudre et qui, malgré tout, s’il n’est pas traité de façon intelligente, peut nous prendre beaucoup plus de temps qu’il n’en faudrait : classer des copies d’examen, par exemple. Oui, imaginez que vous deviez classer 4 000 copies (je ne sais pas, d’examen d’entrée à l’université, par exemple) en suivant l’ordre alphabétique, comment feriez-vous ?

			
				
					
				

			

			
Nombreux sont ceux qui vous regardent d’un air bizarre quand vous leur posez cette question, comme pour dire : « La pauvre… » Parce qu’ils pensent qu’il n’y a là aucun mystère : il suffit de prendre une copie à la fois et de la mettre à la place qui lui correspond dans le tas de celles qui sont déjà classées, en regardant celles qui la précèdent, alphabétiquement, jusqu’à ce qu’on en trouve une qui la suive.

			Oui, c’est vrai. On peut faire comme ça. C’est ce que nous appelons, quand nous parlons d’algorithmes de rangement, la méthode d’insertion. Si, au lieu de copies à classer par ordre alphabétique, nous procédons avec des nombres, pour simplifier l’exemple, il s’agira de les classer du plus petit au plus grand, et cette méthode, dite d’insertion, fonctionnera de la façon suivante : supposons que nous devons classer l’ensemble de nombres suivants, du plus petit au plus grand : {5, 3, 1, 6, 4, 2}

			En suivant la méthode d’insertion, nous commençons avec le 5, et le comparons avec le suivant, le 3 : comme le 5 est plus grand, nous les intervertissons. Comparons le 1 avec le précédent, le 5 : comme celui-ci est plus grand, nous les intervertissons. Comparons alors le 1 avec le précédent, le 3, et de nouveau nous intervertissons. Nous avons donc classé les trois premiers. Comparons maintenant le 5 avec le suivant, le 6, nous ne faisons rien. Intéressons-nous au 6, comparons-le au suivant, le 4, interversion. Nous avons alors {1, 3, 5, 4, 6, 2}, et devons faire une autre interversion pour mettre le 4 à sa place et obtenir {1, 3, 4, 5, 6, 2}. Comparons alors le 6 avec le suivant, le 2, et faisons les interversions nécessaires pour que le 2 se retrouve à la place qui lui revient. L’image suivante montre, étape par étape, toutes les interversions.
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			Beaucoup d’étapes, non ? Et il n’y a que six nombres… Eh oui, c’est une méthode assez lente. En langage algorithmique, nous disons qu’elle a une complexité d’ordre n2, c’est-à-dire que si nous avons n données (copies, nombres…) à classer, nous devons réaliser de l’ordre de [AZ1]n2 opérations. Ce qui signifie que pour 10 nombres elles seraient de l’ordre de 100, de 10 000 pour 100 nombres, et de l’ordre d’un million d’opérations pour classer 1 000 données. Un peu beaucoup…

			Sûr que quelqu’un aura eu l’idée suivante : choisir le plus petit et le mettre en premier ; parmi ceux qui restent, choisir le plus petit et le mettre en deuxième ; parmi ceux qui restent, choisir le plus petit et le mettre en troisième… Oui, on peut aussi procéder de cette façon. Et il y faudrait de l’ordre de n2 opérations, comme pour la méthode d’insertion.

			Comment ferait votre mère ? La première chose qu’il faut savoir est que ce qu’on peut obtenir de mieux est une méthode qui résolve le problème en réalisant de l’ordre de n log(n)opérations (où log(n) est le logarithme en base 2 de n). C’est démontré, on ne peut pas faire mieux. Du moins avec un ordinateur. 

			Mais ce nombre d’opérations, n log(n), (et par conséquent le temps nécessaire pour les réaliser) est nettement moindre que celui de n2. Par exemple, pour dix nombres, un algorithme n log(n) réalise de l’ordre de 10 x log(10) = 10 x 3,321928 opérations, autour de 34 et non de 100 ; pour 100, n log(n) réalise de l’ordre de 100 x log (100) = 100 x 6,643856 opérations, environ 665 (par comparaison avec les 10 000 du n2) ; et pour 1 000 nombres, ce serait 1 000 x log(1 000) = 1 000 x 9,965784, soit de l’ordre de 10 000, par comparaison avec le million d’opérations du n2. J’espère que cela nous convaincra d’appliquer une méthode de classement d’ordre n log(n) plutôt qu’une méthode n2.

			Une des méthodes optimales n log(n) pour classer des copies par ordre alphabétique, ou des listes de nombres du plus petit au plus grand, est fondée sur l’adage bien connu qui dit qu’il faut diviser pour régner. Il s’agit de répartir les copies en plusieurs piles, de classer chaque pile par ordre alphabétique et, pour finir, de les entremêler correctement pour obtenir le classement complet. C’est ce qu’en algorithmique on appelle algorithme de classement par mélange (merge sort, ou « tri fusion »).

			Voyons comment il classerait le même ensemble :

			{5, 3, 1, 6, 4, 2}

			D’abord, diviser le tout en ensembles les plus petits possible :

			{5, 3} {1, 6} {4, 2}

			Ordonnons chacun de ces trois ensembles :

			{3, 5} {1, 6} {2, 4}

			Mélangeons maintenant les deux premiers, en comparant le premier nombre de chacun et en choisissant le plus petit : 

			{3, 5} {1, 6}

			1 est plus petit que 3, on le met en premier :

			{3, 5} {6} [image: ] {1}

			Comparons les premiers de chaque liste pour chercher le deuxième, le 3 :

			{5}{6} [image: ] {1, 3}

			Le suivant sera le 5, et par conséquent le dernier sera le 6 :

			{1, 3, 5, 6}

			Mélangeons maintenant {1, 3, 5, 6} et {2, 4} :

			{1, 3, 5, 6} et {2, 4} [image: ] {1}

			{3, 5, 6} et {2, 4} [image: ] {1, 2}

			{3, 5, 6} et {4} [image: ] {1, 2, 3}

			{5, 6} et {4} [image: ] {1, 2, 3, 4}

			Et comme il ne nous reste qu’une seule liste {5, 6}, nous la plaçons en dernier :

			{1, 2, 3, 4, 5, 6}

			Et voilà. Peut-être que cet exemple si simple ne permettra pas d’apprécier la différence, mais, croyez-moi, quand on a plus de trente copies, cette méthode est beaucoup plus efficace que le classement par insertion. Nous ne devons cet algorithme du merge sort à nul autre qu’à John von Neumann, un des esprits les plus brillants du siècle passé qui, bien qu’entouré d’autres esprits brillantissimes, a réussi à les surpasser.

			Il y a d’autres méthodes de classement qui nécessitent de l’ordre de n log(n) opérations, comme celle de von Neumann, qu’on utilise en algorithmique, et qui sont tout aussi efficaces. Mais à l’heure de classer des copies, celle-ci est ma favorite. 

			Personne ne fait mieux que n log(n). Sauf votre mère bien sûr.
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			Avec l’irruption des réseaux sociaux dans notre vie, et dans celle de presque tout le monde, nous avons dû nous adapter à une nouvelle réalité : nous pouvons tout voir, depuis les ongles des orteils de parfaits inconnus jusqu’à la composition du petit déjeuner de quelqu’un qui se trouve à l’autre bout du monde. Plus sérieusement, nous avons aussi été les témoins virtuels d’usages malheureux de ces réseaux, qui ont abouti à des licenciements en ligne.

			Bêtises et anecdotes à part, ce qui semble indubitable, au point où nous en sommes, c’est l’énorme puissance de ces nouveaux outils de communication pour l’étude des comportements humains. Et c’est ce qu’Esteban Moro (de l’université Carlos III de Madrid) et ses collègues ont mis à profit pour trouver des modèles de comportements sur les réseaux sociaux dans des aires géographiques précises et pour tenter de les mettre en relation avec les aspects socioéconomiques de ces régions.

			Aujourd’hui, chacun ou presque a dans sa poche un dispositif permettant à tout instant de le localiser. Oui, cela fait beaucoup penser à l’histoire du grand frère (celui du 1984 de George Orwell), mais c’est comme ça. De même, chacun d’entre nous appartient peu ou prou à un réseau social où il interagit et laisse des informations de façon quasi permanente. Ces deux éléments, en dehors des anecdotes du début de cet article, ouvrent la porte à une nouvelle branche de l’étude du comportement humain où l’on pourra avoir, quasiment en temps réel, des informations sur les mouvements migratoires, les tendances de la mode ou tout ce qu’on voudra.

			L’idée de nos amis (Esteban Moro et les autres) se fonde sur le fait que le comportement routinier de l’être humain est lié au statut économique de la région où il habite. Depuis nos déplacements en ville jusqu’à nos appels téléphoniques, en passant par notre emploi du temps, tout cela fournit des informations d’un grand intérêt sociologique, tant sur notre voisinage que sur le pays où nous vivons. Jadis, cela pouvait être étudié par différentes méthodes, comme les enquêtes ou les recensements, mais ces méthodes présentaient toutes le défaut de ne pas être immédiates, de ne pas fonctionner en temps réel. Aujourd’hui, nous disposons d’un outil sans précédent dans l’Histoire : les réseaux sociaux, où nous interagissons en permanence et où nous pouvons codifier l’information, qu’il s’agisse de notre emploi du temps ou de notre localisation géographique.

			Le travail de ces chercheurs se veut un premier pas pour aller des données individuelles que nous laissons sur les réseaux sociaux à la description du niveau socioéconomique d’une région donnée. Bien qu’il s’agisse d’un article assez technique1 et probablement un peu compliqué pour les personnes extérieures à ce domaine de recherche, permettez-moi d’en souligner quelques corrélations curieuses.

			Observons pour commencer le nombre d’utilisateurs de Twitter. Ce nombre nous donne une mesure indirecte de l’usage de technologies associées aux réseaux sociaux comme les ordinateurs personnels, les tablettes ou les téléphones mobiles du genre smartphones. On pouvait déjà trouver des études qui montraient une relation directe de l’usage de Twitter avec le produit intérieur brut. Mais, à partir des données qu’ils ont observées, Moro et ses collègues ont conclu que plus il y a d’utilisateurs de Twitter dans une certaine zone, et plus le niveau de chômage y est élevé. Une donnée surprenante. Ou pas. Allez, vous avez là un sujet de conversation pour l’heure du café ou de l’apéro. À quoi cela est-il dû, selon vous ?

			Si nous observons l’activité sur les réseaux sociaux tout au long de la journée, nous trouvons une corrélation claire entre le niveau d’activité économique d’une région et l’activité de ses habitants sur ces réseaux. Quand, dans une région, le niveau de chômage est bas, on observe un pic d’activité en début de matinée, de 8 heures à 11 heures, puis un ralentissement progressif. Dans des régions à taux de chômage élevé, on n’observe ce pic à aucun moment de la journée. Comme on le voit sur la figure, les profils par régions à taux de chômage bas ou élevé sont très différents dans chaque cas.
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			Le tracé rouge correspond à l’activité sur Twitter dans une région à taux de chômage peu élevé, et le bleu à une région frappée par ce fléau. Sur le tracé rouge, on observe un pic d’activité entre 8 heures et 10 heures du matin, possiblement associé à l’heure du déplacement, de l’embauche et du petit déjeuner de la population active.

			Une autre corrélation curieuse est liée à  l’interaction entre différentes régions. Nos chercheurs observent qu’une région qui a peu d’interactions avec d’autres connaît un taux de chômage élevé, et vice versa : plus la relation d’une région avec d’autres est élevée, en nombre et en fréquence, plus faible est son taux de chômage. Dans l’article de Moro, le nombre et la variété des relations d’une région avec d’autres sont appelés « Entropie 1 », comme on le voit sur la figure suivante, assez parlante.
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			Sur l’image de gauche, nous voyons une population (en rouge) à taux de chômage élevé (plus de 20 %) et avec peu de relations – moins de 0,5 % – avec d’autres populations (en bleu). Sur l’image de droite nous avons une population à taux de chômage moindre (8,8 %) et avec une entropie (mesure d’interaction qui prend des valeurs entre 0 et 1) de plus de 0,7.

			Curieux, non ? Moi, du moins, je trouve. Et j’ai pris beaucoup de plaisir à lire cet article qui nous montre que l’étude des réseaux sociaux peut être d’une grande utilité pour améliorer notre compréhension de la sociologie, ou de la statistique appliquée aux sciences humaines… Les auteurs de l’article travaillent en outre avec d’autres indicateurs tirés des réseaux sociaux, qui vont des modèles d’activité à la correction orthographique des messages émis, ce qui peut être utilisé pour inférer le taux de chômage d’une région déterminée.

			Vous avez (p. 193) la référence pour accéder à cette étude, au cas où vous voudriez approfondir la question d’un point de vue technique : je vous offre un sujet de conversation avec lequel faire le malin pendant quelques jours.

			

			
				
					1 - Alejandro Llorente, Manuel Garcia-Herranz, Manuel Cebrian et Esteban Moro, « Social media fingerprints of unemployment », arXiv.org, 19 nov. 2014, https://arxiv.org/pdf/1411.3140v2.pdf.

				

			

		





			
				
					[image: ]
				

			




			L’été, nous sommes nombreux à être en vacances, et c’est l’époque où nous prenons le plus de photos. Et donc, nous sortons et nous faisons un selfie avec cette jolie chemise que nous venons d’étrenner. Mais quand nous affichons les photos, nous constatons qu’on ne distingue pas bien les rayures de notre chemise et qu’apparaissent des motifs bizarres.
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			Nous regardons et regardons encore la photo en nous demandant si c’est à cause d’un défaut de notre appareil, ce que nous écartons parce qu’il nous a coûté un bras et qu’il est impossible que cet ami qui nous l’a recommandé et qui s’y connaît tellement en photographie se soit trompé. Serait-ce que la chemise est vraiment comme ça ? Nous allons faire en sorte dans cet article que vous ne renonciez pas à cette chemise qui vous plaisait tant ni, surtout pas, à cet appareil si perfectionné dont, honnêtement, vous ne savez pas trop bien vous servir.

			Ces motifs étranges que vous voyez sur la photo et qui ne sont pas sur votre chemise s’appellent « effets de moiré » et se produisent pour les mêmes raisons qui font que le tissu moiré (dont ils tirent leur nom) produit ces irisations qui plaisaient tant il y a quelques années, et qui ne sont rien d’autre que des interférences.

			Effectivement, les rayures de la chemise peuvent être vues comme des ondes, dont les crêtes seraient les lignes bleues et les creux le fond blanc (c’est ce que techniquement on appelle une onde discrète). Eh bien, lorsque cette onde se superpose à une autre onde similaire, il se produit, comme chacun sait, des interférences. Ce sont ces interférences que nous voyons sur la photo et qui parfois nous gênent tant.
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			Si le lecteur a été attentif, il se demandera : « Pour qu’une interférence se produise, il est nécessaire qu’il y ait deux ensembles d’ondes. Un des deux ensembles est constitué par les rayures de la chemise, mais… et l’autre ? Quel est-il ? Où est-il ? » La réponse est qu’il est dans votre appareil photo. Nous allons essayer d’expliquer pourquoi.

			Pour que vous puissiez le comprendre, nous allons d’abord rappeler comment fonctionne un appareil photo numérique, car avec les appareils argentiques, ce phénomène ne se produit pas. Après être passée par la lentille, la lumière de l’objet que nous voulons photographier frappe un capteur constitué de millions de composants sensibles à la lumière. Chacun de ces capteurs est ce qu’on appelle un pixel (il est remarquable que chaque élément sensible à la lumière ne capte que l’intensité de celle qui le touche, ce qui fait que, formellement, le capteur de votre appareil ne capte que des échelles de gris. Mais si on place devant chacun d’eux un filtre bleu, vert ou rouge, pour ne laisser passer que la lumière de ces couleurs, on obtient l’information nécessaire à la reconstruction des couleurs des images originelles).

			Naturellement, ces pixels sont répartis dans le capteur selon un quadrillage, et c’est ce quadrillage qui forme les autres ondes provoquant l’effet moiré si fâcheux. Je résume : un ensemble d’ondes provient de votre chemise et un autre de votre appareil. Que pouvons-nous faire pour éviter que leur rencontre gâche la photo ?

			Remarquons d’abord que ces interférences se produisent parce que les ondes sont de longueurs similaires (ou multiples l’une de l’autre). Ce que nous devons faire, c’est tenter d’éviter cette similitude, et pour cela, nous disposons de divers moyens. L’idéal serait que notre appareil reproduise l’image que nous venons de prendre en dimension 1 : 1, pour voir si le défaut s’est manifesté. Si c’est le cas, nous devons essayer de l’éviter. Les deux choses les plus raisonnables à faire sont de modifier la distance à laquelle apparaît notre objet (soit avec le zoom de l’appareil soit avec le zoom de nos jambes) et/ou de tourner légèrement l’appareil. Il existe d’autres méthodes, plus techniques, qui ont à voir avec l’ouverture du diaphragme, mais qui font que nous ne recueillons pas toujours la lumière adéquate, si nous ne sommes pas des experts.

			Souriez, quelqu’un est peut-être en train de vous prendre en photo.
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			Les deux plus grands représentants de la littérature de deux des langues les plus parlées dans le monde – à savoir notre Cervantès et Shakespeare – sont tous deux morts le 23 avril 1616. Quoiqu’ils soient morts à dix jours d’écart... parce que, en Angleterre, on n’avait pas encore appliqué la réforme du calendrier grégorien, alors que l’Espagne avait été l’un des premiers pays à l’adopter (pour une fois, nous étions des précurseurs). 

			Au fait, et pour continuer avec les sciences, le rapport final de cette réforme fut rédigé pour le pape Grégoire XIII par un mathématicien espagnol, le Tolédan Pedro Chacón. Si bien que c’est à un mathématicien qu’est due cette coïncidence. Pour votre gouverne. Et tenez, vu que vous avez soulevé la question des mathématiques, nous allons vous proposer un problème lié au barde de Stratford-upon-Avon.

			
				
					
				

			

			Une des œuvres les plus connues de Shakespeare, Le Marchand de Venise, contient un intéressant passage de nature scientifique. Il se situe au moment où l’on présente au jeune Bassanio plusieurs coffres, parmi lesquels il doit deviner celui qui contient le portrait de son aimée, Portia, pour pouvoir l’épouser. Dans la pièce, l’indice principal est la matière de chacun des coffres (or, argent et plomb, et nous ne voulons pas divulgâcher quel était le bon choix), mais il serait plus approprié, pour mettre à l’épreuve l’intelligence de Bassanio, de donner une autre sorte d’indices. Ainsi, supposons que nous avons deux coffres, l’un d’or et l’autre d’argent, et que sur chacun d’eux, le père de Portia – qui a eu l’idée du petit système des coffres pour marier sa fille – met les inscriptions suivantes :

			> Sur le coffre en or : « Le portrait n’est pas là. »

			> Sur le coffre en argent : « L’une de ces inscriptions, exactement, est vraie. »

			Et il dit à Bassanio que chacune des deux inscriptions peut être vraie ou fausse. Avec ces indices, celui-ci a tout ce qu’il faut pour trouver le portrait de son aimée. Il peut sembler impossible de résoudre cette devinette parce que nous ignorons si les deux inscriptions sont vraies ou si l’une, ou les deux, sont fausses. Mais pour obtenir la main de Portia, il fallait être astucieux. Comment faire, donc ?

			Concentrons-nous sur le coffre en argent. Son inscription dit « une de ces inscriptions, exactement, est vraie », ce qui peut être vrai ou faux. Voyons ce qui se passe dans l’un et l’autre cas avec le coffre en or. Si l’inscription du coffre en argent est vraie, alors elle est la seule vraie et, par conséquent, celle du coffre en or est fausse et il contient le portrait de Portia. L’autre possibilité est que l’inscription du coffre en argent soit fausse. Cela signifierait ou bien que les deux sont vraies, ou bien que les deux sont fausses. Toutefois, nous savons que les deux ne peuvent être vraies – car nous venons de dire que celle du coffre en argent était fausse –, donc les deux sont fausses… et c’est le coffre en or qui contient le portrait. Ce qui fait que, quelle que soit la nature de l’inscription du coffre en argent, celle du coffre en or est toujours fausse. Si Bassanio réfléchissait un peu, il en déduirait que le portrait est bien là et que ni le père de Portia ni le méchant Shylock ne pourront les séparer.

			Cette jolie devinette est tirée d’un article du blog mathsformortals1 (quoique, honnêtement, je croie que la déduction pour arriver à la solution est un poil plus embrouillée). 

			Dans le même blog est proposé un autre problème de nature similaire que je vais vous laisser découvrir pour que vous essayiez de le résoudre. Mettons que nous avons maintenant les trois coffres originaux de l’œuvre avec les inscriptions suivantes :

			> Coffre en or : « Le portrait est ici. »

			> Coffre en argent : « Le portrait est ici. »

			> Coffre en plomb : « Deux coffres au moins ont des inscriptions fausses. »

			Où est le portrait de Portia ? Vous pouvez trouver la réponse et démontrer que vous seriez un parfait prétendant pour Portia ou, simplement, que vous vous débrouillez bien avec la logique mathématique. Et que vous aimez les livres.

			

			
				
					1 - Eric Emmanuel Macaulay, « A problem courtesy of Shakespeare », mathsformortals, 29 nov. 2007, https://mathsformortals.wordpress.com/2007/11/29/a-problem-courtesy-of-shakespeare/.

				

			

		





		
			
				
					[image: ]
				

			

			Il y a aujourd’hui des émissions de télévision qui nous montrent à quel point peuvent être fascinants des mondes tels que les ateliers de mécanique, les monts-de-piété ou les enchères. On pourrait croire que les mathématiques n’y jouent aucun rôle mais, pour peu que nous y réfléchissions, nous verrons que les enchères sont un cas particulier d’un jeu, et nous savons qu’il y a une branche des mathématiques qui s’intéresse à ce domaine. En fait, de nombreux types d’enchères peuvent nous venir à l’esprit, comme ça, au débotté, et nous allons essayer de montrer comment la conception adéquate d’une vente aux enchères peut permettre à l’adjudicateur, grâce à la théorie des jeux, de gagner beaucoup d’argent, ce qui – soit dit en passant – a conduit différents gouvernements à utiliser ce type d’enchères pour obtenir les plus grands bénéfices possible.

			
				
					
				

			

			Quand on demande à quelqu’un quels genres d’enchères il connaît, il répond en général qu’il en connaît deux : les enchères montantes (celles que nous voyons dans les émissions de télévision ou celles que nous associons aux œuvres d’art) et les enchères descendantes ou à la baisse, qui sont celles qui prévalent par exemple dans les halles aux poissons. Si nous insistons un peu, tout le monde dira connaître aussi des enchères d’un autre genre, qui se rapprochent le plus de ce que nous voulons commenter ici : les enchères sous pli fermé. Dans cette configuration, chaque enchérisseur présente une seule fois son offre, qui n’est pas visible (en théorie) des autres enchérisseurs. C’est la modalité la plus utilisée dans les appels d’offres pour les travaux publics, par exemple (dans ce cas, on choisit l’offre qui est la moins chère et qui s’engage à s’ajuster à un cahier des charges). L’avantage est que, sauf en cas de fraude, le prix de vente n’est pas très loin du prix réel. 

			Avec les trois méthodes précédentes (et leurs variantes), on pouvait penser que tout avait été inventé dans le monde des enchères, jusqu’à ce que, en 1961, un professeur de l’université de Columbia, le mathématicien et économiste William Vickrey, propose une variante des enchères sous pli fermé. Bien qu’elle ait parfois été utilisée depuis la fin du XIXe siècle, elle n’était pas suffisamment analysée ni vulgarisée. Dans les enchères de Vickrey, chaque enchérisseur présente également son offre sous pli fermé et celui qui fait la meilleure offre est déclaré vainqueur, mais il devra payer le montant dit par la deuxième meilleure offre. Curieusement, il a été démontré que cette stratégie oblige, d’une certaine façon, les enchérisseurs à proposer le prix que chacun d’eux trouve le plus juste. 

			Dans des enchères sous pli fermé normales, le danger pour chaque enchérisseur est d’aller trop loin dans son offre : il emporterait l’affaire, mais devrait payer pour cela un prix excessif. Avec la méthode de Vickrey, comme le prix qu’il faudra payer n’est pas déterminé par la proposition de chacun, on est moins tenté d’aller trop loin, et chacun propose le prix qu’il juge propre à emporter l’affaire. Différents résultats et modèles justifient les affirmations précédentes.

			Mais, dans une certaine mesure, ce qu’il y a d’important avec le modèle de Vickrey, c’est qu’il a ouvert un nouveau champ dans la conception des méthodes d’enchères et dans leur analyse. Ainsi, pour certains produits spécifiques, on utilise des variantes qui ont prouvé leur grande efficacité. Par exemple, un genre qui a été très analysé est celui qui a cours au Royaume-Uni dans les enchères pour les licences de téléphonie, et qui est une variante de celui qui est utilisé aux États-Unis pour l’attribution des fréquences radio : les enchères montantes simultanées. Cette méthode a été proposée pour la première fois par Paul Milgrom, de l’université de Stanford, et, d’après plusieurs études, elle a rapporté aux gouvernements qui l’emploient un demi-milliard de dollars de bénéfices supplémentaires. 

			En quoi consiste ce type d’enchères ? Il s’agit d’une variante des enchères montantes, et on l’utilise lorsque l’offre concerne plusieurs produits normalement similaires. L’idée est que tous les enchérisseurs peuvent faire une offre sur n’importe lequel des produits proposés simultanément et que les enchères ne s’arrêtent que lorsque personne ne fait plus d’offre pour aucun des produits. Qu’obtient-on avec cela ? Comme personne ne veut repartir bredouille, quand quelqu’un voit qu’il n’obtiendra pas un des produits proposés, il peut faire une proposition pour un autre dont le prix est plus abordable, et de la sorte, le bénéfice global pour le vendeur est plus important.

			Naturellement, dans ce cas, il est nécessaire que chaque enchérisseur connaisse les offres des autres. Au Royaume-Uni par exemple, pour les licences de téléphonie mobile, on dispose d’une page web absolument transparente où l’on peut voir chacune des offres en temps réel, et qui détermine tout le processus de façon automatique, ce qui permet d’obtenir un plus grand bénéfice et plus de transparence.

			Il y a d’autres genres d’enchères, mais ceux que nous venons d’évoquer sont les principaux. Vous voyez ce que permet la méthode choisie pour faire des enchères selon l’objectif à atteindre, à savoir – normalement et en toute logique – le plus grand bénéfice pour celui qui les organise. Je ne sais pas ce que vous en pensez, mais ce serait peut-être bien que les partis politiques présentent leurs programmes sous pli fermé et qu’ils soient obligés d’appliquer un de ceux qui auront été présentés. Ce serait mieux qu’actuellement, où aucun n’applique le sien, vous ne croyez pas ?
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			En 1906 s’est tenue à Plymouth (Angleterre) une foire au bétail qui a eu un impact immense sur trois disciplines – la statistique, la psychologie et l’économie – et qui a mis en évidence ce qui est depuis connu sous le nom d’intelligence collective ou de sagesse des foules. C’est une des bases des méthodes collaboratives qui ont donné naissance à Wikipédia,par exemple. Lors de cette foire eut lieu un concours consistant à essayer de deviner le poids d’un bœuf. Le statisticien Sir Francis Galton recueillit les données des quelque 800 participants au concours et constata que la médiane (soit la valeur qui laisse 50 % des valeurs au-dessous d’elle et 50 % au-dessus) différait de moins de 1 % du résultat correct – 543 kilos pour un poids réel de 545 kilos, comme on peut le lire dans la revue Nature 1, et qu’elle était plus précise que ce qu’avait indiqué la majorité des participants au concours. 

			Une petite parenthèse pour signaler un des problèmes des méthodes collaboratives : nous connaissons tous des exemples d’erreurs qui se propagent par internet et qui deviennent ipso facto des vérités. Il y en a beaucoup d’exemples, y compris pour l’anecdote du bœuf de Galton elle-même. Sur certains blogs est répétée l’information (fausse) selon laquelle la foire eut lieu à Paris et, sur presque tous, on signale que Galton a étudié la moyenne (et non la médiane). On dit aussi qu’il avait assisté à la foire (ce que la lecture de l’article ne permet pas de déduire), alors que ce n’est pas tout à fait sûr. Ce n’est que dans les lettres envoyées plus tard à l’éditeur qu’il signale que quelqu’un lui a suggéré la moyenne comme estimation du poids du bœuf (que ce quelqu’un, un certain Mr Hooker, avait calculée avec une grande précision simplement en se servant de quelques valeurs publiées par Galton, et en tenant compte d’un résultat mathématique selon lequel la moyenne d’un échantillon doit être semblable à la moyenne du total).

			Il existe divers exemples de l’usage de l’intelligence collective, tant positifs que négatifs. Le joker du public dans l’émission « Qui veut gagner des millions ? » en est un exemple généralement positif (bien que nous puissions aussi trouver nombre de boulettes spectaculaires de la part de ce joker). D’un autre côté, la partie jouée et gagnée en 1999 par Garry Kasparov contre environ 50 000 joueurs d’échecs de 75 pays est un cas négatif.

			Mais je veux m’intéresser à un autre des exemples qu’on donne souvent à propos de l’intelligence collective : on présente un bocal rempli de bonbons à un groupe et on demande à chacun de deviner combien il en contient. Encore une fois, on sait qu’en général la moyenne des résultats obtenus est une bonne estimation du nombre d’objets contenus dans le bocal. Je ne prétends pas refaire cette expérience. Je veux, comme dans le cas de Kasparov, vaincre l’intelligence collective. Essayons de donner le nombre, le plus exact possible, d’objets qui se trouvent dans le bocal en nous servant un peu de mathématiques, certaines bien connues et d’autres moins.

			Prenons d’abord le cas le plus simple : les bonbons sont sphériques, comme par exemple les boules de gomme. Essayons avant tout d’estimer le volume du bocal : normalement, il est cylindrique.

			L’idéal, si on nous laisse examiner le bocal un certain temps, est de compter le nombre de bonbons qui se trouvent à la base, c’est-à-dire le nombre de bonbons qui composent une couche, puis d’essayer d’évaluer combien il y a de couches (sur la hauteur du bocal). En multipliant les deux nombres, on obtiendra une bonne estimation.

			Le plus souvent, cette méthode ne fonctionne pas car on commet une erreur due au fait que les bonbons ne se regroupent pas exactement en couches. Essayons donc plutôt d’estimer les volumes. Dans le cas du bocal, ses dimensions donnent en général des indications sur le sien (nous savons reconnaître une bouteille d’un litre et demi, par exemple). Si ce n’est pas le cas, essayons d’évaluer, en une quelconque unité (en longueurs de bonbon, ou en centimètres), la longueur du rayon de la base (R) et la hauteur du bocal (h), et le volume sera donné par VB = πR2h (utilisez la calculette de votre portable). Avec cette même unité, estimez le volume d’un bonbon (si r est le rayon du bonbon, son volume est VC = (4/3)πr3). De cette façon, une première estimation du nombre de bonbons serait N = VB  / VC.

			Mais cela impliquerait que nous n’ayons laissé aucun espace vide, ce qui est évidemment impossible ; il faut donc trouver quel est le volume vide. C’est un problème ancien (et très difficile), déjà posé par Kepler, pour savoir quelle est la façon la plus efficace de stocker des boulets de canon, et on sait qu’en l’occurrence ils occupent environ 74 % du volume total. Nous ne pensons pas qu’on arrive à une telle efficacité en remplissant le bocal, et comme on sait2 qu’en général les bonbons occupent 64 % de l’espace, leur véritable nombre sera N = (VB / VC ).0,64.

			Voyons maintenant ce qui se passe avec nos bonbons.

			L’idée est la même : essayons de mesurer les volumes, mais en considérant maintenant le facteur de l’empaquetage des bonbons. Si nous prenons des M&M’S, ce sont des ellipsoïdes et leur facteur d’empaquetage est meilleur : 75 %. Si quelqu’un est curieux de le connaître, après une recherche sur internet (puisqu’on parle d’intelligence collective), on verra que le volume d’un bonbon M&M’S est de 0,636 cm3, son grand diamètre est de 1,04 centimètre et son petit diamètre de 0,4 centimètre. Ce qui est étrange, c’est que, dans l’étude dont nous avons déjà parlé, on calcule que l’empaquetage de M&M’S est en général le plus efficace, et la formule gagnante serait donc : N = (VB / VC).0,68.

			Et si au lieu de bonbons nous mettions des pièces ? Ça, nous en parlerons un autre jour, car pour l’instant, vous avez de quoi vous distraire en pariant.

			

			
				
					1 - Francis Galton, « The Wisdom of Crowds », Nature, No 1949, vol. 75, 1907, p. 450-451. http://wisdomofcrowds.blogspot.fr/2009/12/vox-populi-sir-francis-galton.html.	

				

				
					2 - « Study of the random pouring of oblate spheroids has implications for the design of high-density ceramic materials for use in aerospace », Yenra, 27 mars 2004, http://yenra.com/particle-packing/.
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			Qu’est-ce que le dilemme de Monty Hall ? Résumons-le en quelques mots. Sur une chaîne américaine de télévision, il y a eu pendant un certain temps (à partir des années 1960) un jeu intitulé « Let’s Make a Deal », présenté par Monty Hall. Dans ce programme, le concurrent devait choisir entre trois portes pour emporter le cadeau final, sachant que deux d’entre elles cachaient chacune une chèvre, et la troisième une voiture.

			Presque tous les concurrents voulaient gagner la voiture, comme on peut l’imaginer. Une fois que le concurrent avait choisi une porte, le présentateur ouvrait une des portes non choisies, une de celles qui cachaient une chèvre, et offrait au concurrent la possibilité de modifier son choix, c’est-à-dire de se décider pour la porte fermée qui restait parmi les deux qu’il n’avait pas voulu ouvrir. Il est toujours plus intelligent de changer, parce que cela double les chances de gagner. Quand vous choisissez la porte la première fois, il y a une probabilité de 1/3 que celle-ci cache la voiture, et par conséquent la probabilité qu’elle se trouve derrière l’une des deux autres est de 2/3. Cette probabilité de 2/3 est concentrée sur la porte délaissée par le présentateur. Par conséquent, vous avez le double de chances de gagner si vous changez de porte. C’est clair, n’est-ce pas ?

			
				
					
				

			

			Eh bien non. Ce fait n’est pas si évident pour tout le monde, parce que certains pensent qu’après que le présentateur a ouvert la porte à la chèvre, la probabilité que les deux autres cachent la voiture est de 50 %, mais non, cela n’est pas vrai. Réfléchissez-y avec 1 000 portes : vous avez une probabilité de 1/1 000 de choisir celle qui cache la voiture. La probabilité qu’elle se trouve derrière une des portes que vous n’avez pas choisies est de 999/1 000. Si le présentateur ouvre 998 portes parmi celles qui n’ont pas été choisies et qui cachent le prix, la seule porte non choisie et qui est toujours fermée cache la voiture avec une probabilité de 999/1 000. Vous changeriez votre choix ou pas ?

			Pour revenir au problème original, comme je disais, vous avez beau leur expliquer que cela double leurs chances, bien des personnes pensent que modifier leur choix n’améliore pas leur possibilité de gagner. Les pigeons s’en sortent mieux.

			Lors d’une expérience réalisée par W.  T. Herbranson et J. Schroeder (du Whitman College) et publiée1 en 2010, on arrive à la conclusion que les pigeons, après un nombre déterminé de répétitions de l’expérience, décident de modifier leur choix initial (ce qu’il y a de plus intelligent à faire dans ce jeu) dans – attention – 96,33 % des cas ! Par comparaison avec les 65,67 % d’humains qui, soumis à une expérience similaire, modifieraient leur choix après de nombreuses répétitions du jeu. Il faut dire que dans ces conditions, un taux de 65,67 % se distingue à peine de 50 %, ce qui montre que, lors de l’expérience avec des humains, on ne note pas d’apprentissage de leur part. Probablement à cause de conditionnements trompeurs auxquels nous sommes soumis, et pas les pigeons.

			Bien que l’article ne le dise pas, et c’est là un apport de ma part, il pourrait arriver que si une personne, après avoir refait plusieurs fois l’expérience, découvre que le prix se cachait derrière la porte qu’elle n’a pas choisie, au lieu de comprendre que le mieux est de changer, elle pense que si cette démarche s’est reproduite souvent (avec, comme nous l’avons dit au début, une probabilité de 50 % pour ce type de concurrents), lors du tour suivant l’autre possibilité se vérifiera. C’est ce qu’on connaît sous le nom d’ « erreur de Monte-Carlo ».

			Mais revenons à nos pigeons. Comme on l’explique dans le travail cité, il n’y a aucune sorte de maltraitance animale en cette affaire. Fondamentalement, on place les pigeons devant trois boutons qui s’éclairent d’une lumière blanche. Ces trois boutons sont associés à trois compartiments, dont deux ont été aléatoirement laissés vides, alors que le troisième contient un mélange de grains très appétissant pour nos petits protagonistes.

			Dans une première étape, le pigeon fait son choix en picorant l’une des lumières blanches allumées. Puis on désactive une des lumières non choisies par le pigeon, une de celles qui correspondent à un compartiment sans grains (comme le faisait Monty Hall lorsqu’il ouvrait une des portes à une chèvre), et les deux autres s’éclairent en vert : celle que le pigeon a choisie et celle qu’il n’a pas choisie et qui n’a pas été désactivée.

			L’une et l’autre peuvent correspondre à un compartiment à grains, mais nous savons que pour l’une la probabilité est de 1/3, et pour l’autre de 2/3. Eh bien, le premier jour de l’expérience, les pigeons modifient leur choix initial (ce qui est le plus intelligent) dans 36,33 % des cas. Au bout de trente jours passés à répéter l’expérience plusieurs fois par jour, les pigeons modifient leur décision initiale (ce qui est le bon choix) dans 96,33 % des cas. Une expérience similaire réalisée avec des êtres humains (des étudiants) ne présente presque pas de différence de résultat entre le pourcentage de personnes qui décident de modifier leur choix le premier jour de l’expérience (56,67 %) et celui de celles qui le font au bout de trente jours (65,67 %).

			Cela veut-il dire que les pigeons sont plus intelligents que les humains ? Je ne suis pas une experte de la question, mais je dirais que, simplement, ils sont moins conditionnés que nous par des raisonnements sur le hasard, par exemple. Bon, je veux dire qu’ils ont moins de choses que nous en tête, et qu’ils n’ont donc aucun mérite. 

			Quoi qu’il en soit, je serai contente si, vous trouvant un jour devant une alternative semblable au dilemme de Monty Hall, vous changez votre premier choix, car ainsi vos chances de gagner se multiplieront par deux.

			

			
				
					1 - Walter T. Herbranson et Julia Schroeder, « Are Birds Smarter Than Mathematicians? Pigeons (Columba livia) Perform Optimally on a Version of the Monty Hall Dilemma », Journal of Comparative Psychology, vol. 124, n° 1, 2010, p. 1-13, https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC3086893/.	
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			Désormais, les « bots » informatiques,  ces comptes Twitter qui clament avec enthousiasme des slogans émanant de leurs détenteurs, par exemple des hommes politiques en campagne… poussent comme des champignons. Leur objectif est de convertir en trending topic tout ce qui peut bénéficier au candidat ou au produit à vendre. Ils sont pour le moins gênants et, en outre, perturbent le bon fonctionnement du réseau.

			On pourrait penser qu’il suffit de ne pas s’y intéresser, mais ce n’est pas évident car, en créant une certaine tendance (de façon artificielle), ils peuvent attirer une attention qu’ils ne méritent pas. Naturellement, il existe plusieurs méthodes pour les détecter, mais nous allons en décrire une tout à fait efficace, simple et – pourquoi ne pas le dire ? – surprenante : l’utilisation de la loi de Benford (connue aussi comme « loi du premier chiffre significatif »).

			Je suppose qu’il faut d’abord expliquer ce qu’est la loi de Benford et pour cela, nous devons parler de logarithmes. N’ayez pas peur, il suffit de savoir qu’autrefois on les utilisait beaucoup, et même davantage. En fait, les logarithmes sont un outil magique qui transforme des opérations compliquées en opérations plus simples : les multiplications se transforment en sommes, les exponentielles en multiplications et les racines en divisions. Merveilleux. C’est pourquoi, avant l’arrivée des ordinateurs, on s’en servait constamment (c’est sur eux que se fondaient les règles à calcul indispensables aux ingénieurs d’il y a cinquante ans) et quiconque devait réaliser des calculs laborieux passait en général beaucoup de temps à en consulter les tables. Ces tables avaient la forme d’un livre organisé selon le premier chiffre du nombre dont on voulait connaître le logarithme. Par exemple, si on voulait connaître le logarithme de 145, il fallait chercher dans les pages du « 1 ».

			Et donc, en 1881, le mathématicien et astronome américain Simon Newcomb observa que les premières pages des tables de logarithmes dont lui-même et ses collègues se servaient étaient beaucoup plus usées que les dernières, ce qui était apparemment contradictoire, parce que les nombres consultés devraient avoir une distribution plus ou moins uniforme, et on pourrait s’attendre à ce que toutes les pages soient également usées. Il en déduisit que les chiffres initiaux des nombres avec lesquels ils travaillaient n’étaient pas équiprobables, mais que le 1 apparaissait comme le chiffre initial le plus fréquent, suivi du 2, et ainsi de suite jusqu’au 9.

			Pourquoi en est-il ainsi ? Nous n’entrerons pas dans l’explication la plus profonde, mais supposons que nous choisissons quelques nombres au hasard entre deux nombres, par exemple entre 1 et 25. Chaque nombre a évidemment la même possibilité de sortir, mais si nous observons le premier chiffre, onze de ces nombres commencent par 1 (1, 10, 11, …), sept commencent par 2 et un pour le reste des chiffres. Le physicien Frank Benford ne s’est rendu compte lui aussi de cette propriété que cinquante ans après Newcomb, mais c’est à lui qu’en est attachée la gloire, car c’est son nom qui a été donné à la loi. Ce qui est curieux, c’est que cette loi a été utilisée lors de procès pour prouver que certaines comptabilités étaient fausses, par le simple fait que les entrées ne suivaient pas la distribution attendue.

			Naturellement, il existe des listes de nombres qui ne suivent pas la loi de Benford mais, dans la majorité des cas, on peut donner une interprétation des anomalies en question. Par exemple, quand les « papiers de Bárcenas1 » ont été publiés, un mathématicien a signalé que les nombres qui apparaissaient sur ces documents ne suivaient pas la loi de Benford et que, par conséquent, ils devaient être faux. Plus concrètement, le 6 apparaissait à une bien plus grande fréquence que ce que prédisait la loi. Ce dont ce mathématicien s’était rendu compte, c’est que ce chiffre apparaissait avec une plus grande fréquence à partir du passage de la peseta à l’euro (en 2002), et qu’il provenait de nombres qui commençaient par 1 : si l’on changeait tout en pesetas, la loi de Benford était de nouveau vérifiée.

			Mais revenons à notre problème initial : comment pouvons-nous utiliser la loi de Benford pour détecter les « bots » de Twitter ? La méthode utilisée par Jennifer Golbeck, de l’université du Maryland, consiste en l’étude de ce qu’on appelle le réseau égocentrique : pour un sommet donné, elle a regardé le nombre des followers et celui des abonnements. Ce qui lui a permis de constater que, sur 21 000 cas étudiés, pratiquement toutes les listes de nombres suivaient la loi de Benford, sauf celles qui étaient associées à 170 comptes Twitter. Parmi ces derniers, l’immense majorité étaient clairement des « bots » de spams et un bon nombre étaient des comptes russes donnant des citations d’œuvres célèbres, sans qu’on sache trop dans quel objectif. En fait, seuls deux de ces 170 comptes semblaient appartenir à des usagers normaux.

			
			

			
				
					1 - Documents liés au procès pour blanchiment d’argent intenté à l’ex-trésorier du Parti populaire espagnol Luis Bárcenas. (N. d. T.)
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			Combien de « câbles », de liens, faudrait-il couper, par exemple, pour isoler un ensemble d’usagers d’un réseau ou éviter la propagation d’une épidémie ? Aussi étonnant que cela puisse sembler, certains phénomènes qui apparaissent dans ce genre de situations peuvent être modélisés à l’aide d’une même théorie : la théorie de la percolation.

			Bien que la percolation soit étudiée en physique, en chimie et dans diverses branches de l’ingénierie, nous allons nous intéresser aujourd’hui aux modèles combinatoires, c’est-à-dire à ceux qui fonctionnent avec des graphes. Au cas où vous l’auriez oublié, je vous rappellerai qu’un graphe est formé par un ensemble de points (appelés « sommets ») et de lignes (appelées « arêtes ») unissant des paires de sommets déterminées. Dans la figure suivante, nous avons un graphe :
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			Supposons que dans le graphe de la figure précédente, les sommets (points) représentent les familles des élèves d’une classe de primaire, puis dessinons une arête unissant les familles qui se connaissent entre elles. Comme il s’agit d’un petit graphe, il est facile de voir que n’importe quelle famille peut faire parvenir un message à n’importe laquelle des autres, soit directement, soit par l’intermédiaire d’autres familles. Sur la figure suivante, si la famille A veut faire parvenir un message à la famille B, il est clair qu’une de ses possibilités est d’utiliser comme intermédiaires les sommets signalés en rouge.
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			Il est également clair que, si une amitié était rompue, il pourrait arriver qu’il soit impossible à A de communiquer avec B. Si, par exemple, c’est le cas de l’amitié signalée par l’arête en rouge sur la figure suivante :
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			Alors que d’autres ruptures sentimentales n’affecteraient pas la communication entre A et B, parce qu’ils auraient d’autres options. Par exemple, celle que nous signalons en rouge sur l’illustration suivante :
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			On voit aussi sans difficulté que si le graphe des relations personnelles des familles des élèves d’une classe est tel qu’indiqué sur le dessin suivant, il y a des sommets qui ne pourront jamais communiquer avec les autres, parce qu’ils sont séparés en trois groupes qui ne sont pas connectés entre eux :
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			Eh bien, en quelques mots, c’est de cela que traite la théorie de la percolation. Il s’agit de savoir quand une information peut aller d’un sommet d’un graphe à n’importe quel autre. De la même façon que l’eau passe dans le filtre d’une cafetière américaine ou à travers les parois d’une cruche en terre. Dans quelles conditions l’information peut-elle circuler d’un côté à l’autre du système ? Nous allons le voir avec un autre exemple. Supposons que nous avons une grille, par exemple un très très grand échiquier. Sur chaque case, avec une probabilité p, nous plaçons un pion (donc avec la probabilité 1 - p nous ne le plaçons pas). Si on décide de cela en lançant une pièce de monnaie en l’air, p serait 1/2. Et 1 - p aussi, bien sûr.

			La question est : si nous commençons par un des côtés du plateau, pouvons-nous arriver au côté opposé en effectuant les déplacements du roi et sans jamais occuper une case qui l’est déjà ? Pour quelles valeurs de p pouvons-nous garantir que ce sera presque toujours possible ? En d’autres mots, imaginez que vous voulez glisser d’un côté de l’échiquier à l’autre et que les pions constituent des obstacles, ou que le roi (celui des échecs, pas don Felipe) est une molécule d’eau en train de traverser un milieu poreux, et demandez-vous quand cette molécule aura complètement traversé la paroi.

			Sur la figure suivante, nous avons une simulation faite avec un échiquier pour différentes valeurs de p. Observez que plus la valeur de p est élevée, plus il y a de cases occupées (en bleu) et plus il est compliqué de percoler (couler) de gauche à droite, par exemple.
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			Alors, pour quelles valeurs de p pouvons-nous assurer que le roi trouvera un chemin pour aller d’un côté à l’autre de l’échiquier ? En fait, j’étais sûre que vous sauriez le calculer : notre roi aura son chemin d’un bord à l’autre quasiment assuré à condition que nous placions les pions selon une probabilité p inférieure à 0,67680165. C’était clair depuis le début, n’est-ce pas ? Sérieusement maintenant, ce genre de problèmes de percolation en graphes, qui ne sont pas du tout faciles, a des applications pour l’étude des réseaux complexes interconnectés (téléphonie, ordinateurs, etc.), par exemple pour connaître leur fragilité devant les chutes aléatoires de certains nœuds (si on coupe certains câbles de ces réseaux, par exemple).

			Donc, vous voilà prévenus : avant de rompre un câble ou une amitié, assurez-vous que vous ne vous déconnectez pas du même coup de quelque chose ou de quelqu’un qui vous intéresse !
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			Concevoir des parcours efficaces – sans repasser plusieurs fois par les mêmes rues – pour les camions poubelles ou pour les facteurs, cela permet d’économiser du temps et de l’argent, sans même parler de la pollution… Et c’est une chose que les mathématiques peuvent nous aider à faire. En réalité, c’est un problème qui occupe une place particulière dans l’histoire des maths : c’est le premier qui a été posé et résolu grâce à la théorie des graphes, ce qui a marqué la naissance de cette discipline.

			C’était au XVIIIe siècle. Dans une ville de Prusse appelée Königsberg – aujourd’hui Kaliningrad –, située à l’embouchure de la Pregolia, il y avait sept ponts. Il faut dire que l’orographie de Königsberg autour des ponts était un peu particulière, car la ville était divisée en quatre parties par la Pregolia, comme on le voit sur la figure suivante :
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			À cette époque, quelqu’un formula la question suivante : est-il possible, en commençant n’importe où dans Königsberg, de choisir un parcours qui permette de ne passer qu’une seule fois par chacun des sept ponts ? Cette question est connue sous le nom de problème des ponts de Königsberg (nous en avons déjà parlé, voir p. 108). Remarquez que dans la question,  rien n’impose que le point de départ du parcours coïncide avec le point d’arrivée. Ce serait sinon une question différente : peut-on imaginer un circuit commençant et s’achevant en un même point de la ville, qui passe une fois, et une seule, par tous les ponts de Königsberg ? 

			Nous devons la réponse à ces deux questions à l’un des meilleurs mathématiciens de l’histoire, Leonhard Euler, qui fut ainsi à l’origine de la théorie des graphes. En fait, le résultat n’est pas seulement utile pour les ponts sur la Pregolia, mais aussi pour savoir très facilement, disions-nous, s’il est possible ou non de concevoir un circuit dans une ville sans passer deux fois par la même rue. En fait, le problème des ponts peut être représenté comme sur la figure suivante : un sommet (point) pour chaque zone de la ville et une arête (ligne) entre deux de ces zones pour chaque pont qui les unit : 
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			La question sur Königsberg devient alors la suivante : peut-on dessiner ce graphe sans lever son crayon du papier et sans répéter aucune des lignes ? Et en commençant et terminant par le même sommet ? La réponse à ces deux questions est non, selon le théorème d’Euler. Et en son honneur, les graphes qui ont la propriété d’être parcourus (en commençant et en finissant par le même sommet) sans répéter les arêtes sont appelés graphes eulériens. Un graphe est eulérien si – et seulement si – le nombre d’arêtes (lignes) qui partent de chacun de ses sommets est un nombre pair. Et un graphe a un chemin eulérien (il peut commencer sur un sommet et terminer sur un autre) si – et seulement si – il n’a que deux sommets d’où partent un nombre impair d’arêtes.

			Si nous regardons le graphe associé aux ponts de Königsberg et que nous comptons les arêtes qui partent de chaque sommet, nous voyons que de tous partent un nombre impair d’arêtes. Par conséquent, il n’est pas eulérien (on ne peut pas concevoir un circuit, en commençant et en terminant par le même sommet, sans répéter d’arêtes, il n’y a pas de chemin eulérien – commençant et se terminant sur des sommets différents).
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			À part la devinette des ponts, l’étude du caractère eulérien ou non d’un graphe donné a des applications pour tous les problèmes de conception d’itinéraires qui impliquent de parcourir toutes les rues, comme le camion poubelle ou le facteur, mais sans passer plus d’une fois par aucune d’elles. Chaque fois que c’est possible, bien sûr, car ça ne l’est pas toujours : nous avons déjà dit que si d’un sommet partent un nombre impair d’arêtes, il est impossible de concevoir le circuit, et que s’il y a plus de deux sommets avec un nombre impair d’arêtes, c’est impossible aussi.

			Bon, et si cela se peut, comment procédons-nous ? C’est-à-dire : si le graphe de ma ville a un nombre pair d’arêtes partant de tous ses sommets, comment et par où se déroule un circuit qui ne passe pas deux fois par la même rue ? Il existe une méthode très simple pour le faire. Imaginons que tel est le graphe des rues de notre ville (c’est une très petite ville mais c’est très bien pour notre exemple) :
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			Si on compte le nombre d’arêtes qui partent de chaque sommet, on verra que pour tous, il s’agit d’un nombre pair ; on peut par conséquent faire un circuit eulérien, qui passe une – et une seule – fois par chaque arête, en commençant et en terminant par le même sommet. Dans cet exemple si simple, on peut trouver ce circuit au premier coup d’œil, mais quand le graphe correspond à des exemples réels, il est beaucoup plus grand, et on devra alors chercher le circuit à l’aide de notre algorithme. Bon, en fait, avec celui de l’Allemand Carl Hierholzer qui, soulignons-le, a démontré la partie difficile du théorème d’Euler (qui ne l’avait pas entièrement fait).

			Cherchons d’abord un circuit (ou cycle) simple (il ne passe pas par tous les sommets) qui parte, par exemple, du sommet 1. Le circuit (1, 2, 3) nous convient. Nous appellerons C l’ensemble formé par ces sommets, C = {1, 2, 3}.
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			Ensuite, effaçons ce circuit rouge et cherchons-en un autre, qui passe par quelques-uns des sommets déjà présents en C. Par exemple, le circuit (1, 5, 6). Maintenant, dans l’ensemble C, remplaçons l’élément 1, mettons les éléments (1,5, 6, 1). Ainsi C = {1, 5, 6, 1, 2 ,3}.

			
				
					[image: ]
				

			

			Effaçons de nouveau le circuit rouge et cherchons-en un, tout simple, qui passe par un quelconque des sommets de C (2, 5, 8), et remplaçons, en C, l’élément 2 par (2, 5, 8, 2) : C = {1, 5, 6, 1, 2, 5, 8, 2, 3}.
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			Effaçons le rouge et gardons, par exemple, le (3, 7, 8), et alors C = {1, 5, 6, 1, 2, 5, 8, 2, 3, 7, 8, 3}. Et enfin, le (6, 7, 4), ce qui fait que C = {1, 5, 6, 7, 4, 6, 1, 2, 5, 8, 2, 3, 7, 8, 3}. On a alors un circuit qui passe par toutes les arêtes, sans en répéter aucune, et il suffit d’ajouter un 1 à la fin de l’ensemble C. Si votre graphe n’admet pas de circuit eulérien, mais un parcours, c’est-à-dire s’il commence et se termine par des sommets différents, c’est parce qu’il a deux sommets de valence impaire : nous les appelons X et Y. Et maintenant, vous inventez un sommet Z, vous l’unissez à X et à Y sur le graphe, et vous appliquez la méthode que nous venons d’expliquer. Quand vous aurez fini, effacez de C à X et à Y, et ça y est, vous avez votre parcours.

			Vous voyez, quand je vous dis que les mathématiques servent à tout… Et à présent je vous laisse le soin de vérifier si, dans votre quartier ou votre ville, il est possible ou non de concevoir un circuit d’Euler.
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			Il y a longtemps, très longtemps, qu’on utilise les mosaïques comme élément décoratif. Il est clair que les répétitions de motifs ont toujours exercé un très fort attrait sur l’être humain. On peut déjà observer quelques-uns de ces motifs répétés sur de nombreuses peintures rupestres et, en un certain sens, nous pouvons dire que le sommet de cette décoration se trouve en Espagne, dans la merveilleuse Alhambra de Grenade.On a dit souvent que ce monument avait influencé, et de façon déterminante, l’artiste néerlandais Maurits Cornelis Escher dans ses créations. Et, tant à l’Alhambra que dans les œuvres d’Escher, la répétition joue un rôle important. Nous allons parler aujourd’hui de mosaïques dans lesquelles la répétition est l’élément fondamental, avec la beauté. Du moins d’un point de vue mathématique. Nous allons parler de mosaïques apériodiques.

			Pour comprendre ce qu’est une mosaïque apériodique, voyons d’abord ce qu’est une mosaïque périodique. Supposons qu’avec quelques modèles différents de tesselles, ou carreaux, nous sommes capables de carreler toute une surface, comme le montrent ces figures :
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			Tous ces carrelages ont en commun que les carreaux utilisés sont des triangles équilatéraux, des carrés ou des combinaisons des deux. Ils partagent encore une autre propriété : avec un seul secteur de la surface, nous avons la règle pour prolonger ce carrelage, c’est-à-dire pour le répéter jusqu’à couvrir toute la surface. En un certain sens, la clé est dans le fait qu’étant donné n’importe quel point P de ces carrelages, nous pouvons trouver deux points, Q et R, en deux directions différentes et non parallèles, de façon que, vue de n’importe lequel de ces trois points, la mosaïque soit exactement semblable. C’est ce qu’on appelle une mosaïque périodique.

			
				
					[image: ]
				

			

			Sur la figure précédente, si nous choisissons, par exemple, le point P, nous pouvons trouver Q et R, selon deux directions non parallèles et, vue des trois points, la mosaïque est identique. Mais nous pouvons faire cela en choisissant pour P n’importe quel autre point de la mosaïque. 

			Nous allons voir maintenant un exemple simple de mosaïque apériodique (c’est-à-dire non périodique), où l’on n’a utilisé qu’un type de carreaux : des triangles isocèles égaux.
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			Si nous observons (sur la figure ci-dessus) le ou les points centraux de ces mosaïques, nous verrons qu’ils ne peuvent pas être transférés : il n’y a pas d’autres points d’où la mosaïque paraisse exactement semblable : c’est ce qu’on appelle des mosaïques non périodiques, ou apériodiques. Nous savons maintenant qu’avec un triangle isocèle, on peut carreler une surface de façon périodique ou de façon non périodique. C’est la même chose avec le carré (on peut carreler une surface avec des carrés de façon périodique ou apériodique). Toutefois, si on utilise un hexagone régulier, on ne peut carreler que d’une façon, à savoir périodique : comme un rayon de ruche. Mais existe-t-il un genre de carreau (ou d’ensemble de carreaux) qui ne permette de carreler que de façon apériodique ?

			Dans la seconde moitié du siècle dernier, les mosaïques non périodiques attirèrent l’attention de plusieurs chercheurs, surtout à partir de 1960, année où le mathématicien sino-américain Hao Wang se demanda s’il existait un ensemble de carreaux apériodiques différents, c’est-à-dire si tout carrelage avec ce type de carreaux devait être, nécessairement, un carrelage apériodique. Soit dit en passant, Wang relia ce problème à l’un des théorèmes fondamentaux de la mathématique et de l’informatique théorique, à savoir le théorème d’incomplétude de Gödel. Wang conjectura qu’il n’existait pas d’ensembles de carreaux apériodiques (c’est-à-dire qu’il croyait que, quel que soit l’ensemble de carreaux utilisé pour carreler une surface, on pouvait le faire de façon périodique). Mais non.

			Quelques années plus tard, un de ses élèves (et par la suite illustre chercheur spécialiste de la théorie des graphes), Robert Berger, démontra qu’il existait bien des ensembles de carreaux apériodiques et donna un ensemble de 20 426 carreaux différents permettant de carreler une surface, mais que tout carrelage fait avec ces carreaux serait forcément apériodique. L’exemple de Berger suscita une sorte de course, parce que 20 426, c’était un sacré tas de carreaux… Berger lui-même parvint à réduire la taille de cet ensemble pour en trouver un de 104 carreaux apériodiques. C’était déjà nettement mieux, non ? Pouvait-on améliorer encore le résultat ? Oui, et ce fut Donald Knuth qui, en 1968, parvint à réduire ce nombre de carreaux à 92. Mieux encore, en 1971, Raphael Robinson présenta un ensemble de seulement 56 carreaux apériodiques. En un certain sens, tous les exemples précédents étaient semblables et partaient d’une base de carreaux carrés avec des modifications.
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			Merveilleux, non ? Bien sûr. Mais ne partez pas, ce n’est pas fini. Notre Roger Penrose n’est pas encore entré dans le saloon. Quand notre ami se mit au travail, en 1974, inspiré par certains travaux de Kepler datant de (seulement) quatre cents ans, il trouva un autre ensemble de 6 carreaux apériodiques, mais de base pentagonale. Bon, pour 6, c’était déjà fait. Mais deux ans plus tard, notre shérif atteignit le record mondial (pour le moment) avec un ensemble formé de seulement 2 carreaux apériodiques ! À cause de leurs formes, on les appelle « la fléchette » et « le cerf-volant ». Vous pouvez pleurer, laissez-vous aller, moi aussi ces histoires m’émeuvent.
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			Les voilà, tout jolis et tout simples. Évidemment, il faut carreler en se servant de ces deux carreaux et de façon que les lignes de couleur qui y sont dessinées donnent des lignes continues lorsqu’on les place, comme sur l’image suivante :
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			Si vous utilisez ces deux carreaux et respectez cette règle, vous pouvez carreler toute une surface de façon apériodique. Et en plus, ce sera beau ! Cette règle selon laquelle les couleurs doivent dessiner des lignes continues, sans coupures sur la surface, peut aussi être imposée en dessinant la fléchette et le cerf-volant de la façon suivante :
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			Il s’agit maintenant de carreler une surface avec ces deux carreaux, sans laisser de creux et sans chevauchements. Vous verrez comme votre salle de bains sera belle. C’est pour cette raison, entre autres, que les mosaïques de Penrose ont été et sont encore très étudiées. On leur a trouvé de nombreuses propriétés. Par exemple, la proportion de fléchettes et de cerfs-volants nécessaires pour carreler toute une surface est le nombre d’or, ou proportion dorée, et la suite de Fibonacci apparaît partout sur n’importe quelle mosaïque de Penrose…

			Nous reparlerons de Penrose et de ses carreaux un autre jour. Maintenant je vous fiche la paix, pour que vous puissiez vous mettre au travail. Si ça vous dit, bien sûr.
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			Vous avez souvent entendu dire que corrélation n’implique pas causalité. Et sinon, vous venez de le lire. Que signifie corrélation ? Pourquoi l’étudie-t-on ? Quand pouvons-nous conclure quelque chose lorsque nous étudions la corrélation entre deux données ? C’est à ces questions, et à d’autres, que nous allons tenter de répondre. 

			Comme nous le disions, aux États-Unis, la consommation de fromage et le golf sont fortement et directement liés, ainsi que le montre le graphique suivant :
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			La ligne rouge représente la consommation de fromage (mesurée en livres américaines, sachant que 1 livre = 453 g) par personne dans ce pays entre 2000 et 2009, et la ligne bleue les revenus (en millions de dollars) des terrains de golf durant la même période. Il a été calculé que la corrélation était de 0,989705. Qu’est-ce que ce chiffre et que nous indique-t-il ? Il s’agit d’une mesure qui, lorsqu’elle atteint des valeurs très proches de 1, indique une corrélation directe : plus la consommation de fromage augmente et plus les terrains de golf rapportent d’argent. Pourtant, à l’évidence, ces deux faits n’ont rien à voir. La consommation de fromage n’entraîne pas de revenus pour les terrains de golf, pas plus que la pratique de ce sport n’incite à la consommation du produit lacté.

			On l’a dit : corrélation n’implique pas causalité. Mais l’inverse est vrai : si une action déterminée produit un effet déterminé, l’étude des données fera apparaître une corrélation. Ce qui arrive parfois, c’est que certains tombent dans une erreur logique, connue sous le nom de « sophisme de l’affirmation du conséquent » : si A implique B, alors B implique A. Sauf que ce n’est pas vrai. L’exemple le plus simple est le suivant : s’il pleut, le sol est mouillé, mais si le sol est mouillé ce n’est pas toujours parce qu’il a plu. Nous allons faire un peu de statistique, dans un langage informel, pour essayer de l’expliquer.

			Supposez par exemple que vous êtes agriculteur et que vous évaluez la possibilité d’acquérir pour vos cultures un nouvel engrais. Supposons en outre que vous disposez d’un très grand nombre d’hectares, un peu comme la duchesse d’Albe, et que dans ce cas, avant d’utiliser l’engrais en question, vous voulez vérifier qu’il améliore réellement le rendement de vos cultures. Pour ce faire, sur une petite parcelle et durant une période déterminée, vous utilisez l’engrais, en augmentant peu à peu la dose. Vous enregistrez régulièrement deux données sur votre feuille de calcul : le rendement de la culture et la dose d’engrais administrée. Représentons maintenant ces données sur un graphique, comme celui qui suit (il s’agit d’un exemple fictif, très simple, pour simplifier l’explication) :
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			Si, quand nous représentons les données sur le graphique, nous nous retrouvons avec ce que montre le graphique 1, nous pouvons penser, effectivement, que plus la dose est élevée, mieux ça marche, non ? Eh bien non. Si nous avons ce résultat, ce que nous savons, c’est que les données sont reliées positivement (quand l’une augmente, l’autre augmente aussi, et inversement, ce qui ne signifie pas que l’une soit la cause de l’autre), mais il n’y a pas de raison pour que l’une d’elles soit responsable de l’augmentation ou de la diminution de l’autre. Causalité implique corrélation, disions-nous dans le titre, mais l’inverse n’est pas vrai. Ce raisonnement selon lequel les données sont reliées est valable parce que la distribution des points rouges est « proche » d’une droite.
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			S’il se produit quelque chose comme ce que montre le graphique ci-dessous, à savoir que les points sont très dispersés, et que leur distribution n’est pas, et de loin, « proche » d’une droite, nous n’avons rien appris. Sauf qu’ils ne sont pas reliés de façon linéaire, mais qu’il pourrait exister un autre genre de corrélation. Nous ne pouvons jamais en déduire qu’il n’y a pas de corrélation et, par conséquent, qu’il n’y a pas de causalité.
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			Le seul cas où, en principe, vous pouvez envoyer promener le marchand d’engrais est celui où, en représentant les données, vous obtenez un graphique comme le suivant :
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			Dans ce cas, il existe une corrélation négative, ce qui signifie que l’engrais affecte négativement vos cultures. Pourquoi ? Parce que la causalité impliquerait une corrélation positive. Comme nous n’avons pas une corrélation positive, mais négative, cela signifie que notre engrais n’est pas bon. Pour en revenir à l’exemple du fromage et du golf, vous pouvez consulter beaucoup d’autres données curieuses qui sont corrélées et qui n’ont rien à voir ensemble. Si, dans le cas du fromage et du golf, la corrélation est directe (plus vous mangez de fromage, plus les terrains de golf génèrent de revenus), en voici un autre où la corrélation entre la consommation de crème fraîche et les morts par inanition est inverse (plus de crème fraîche, moins de morts dues à la faim).
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			Il y a un autre graphique qui montre une corrélation inverse entre le nombre de films de Nicolas Cage et le nombre d’accidents d’hélicoptère dans lesquels les passagers sont tués.
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			Souvent, mais en toute amitié, nous autres mathématiciens faisons des plaisanteries sur les ingénieurs. Bon, et aussi sur les physiciens, les chimistes, les biologistes… Nous sommes comme ça, aucune méchanceté là-dedans. Toutefois, il faut reconnaître que le nombre de réussites connues de ces gens-là, les ingénieurs, est infini. Parmi elles, il y en a une qui me semble particulièrement curieuse : le dessin du plan du métro de Londres fait par Harry Beck, un ingénieur anglais inconnu qui est parvenu à révolutionner une partie des concepts du design au XXe siècle.

			
				
					
				

			

			En fait, les premiers plans du métro de Londres étaient des cartes de géographie, c’est-à-dire que, sur un vrai plan de la ville, on dessinait les différentes lignes du métro et leur parcours réel approximatif, ainsi que les stations, repérées d’après le plan en question.
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			Mais si vous réfléchissez un peu, et c’est ce que fit Beck autour de 1931, l’usager du métro n’a pas besoin de savoir quel parcours il fait pour aller d’une station à l’autre, mais simplement de connaître la position relative des stations (dans quel ordre elles se trouvent sur la ligne correspondante) et les stations où se croisent ces lignes, pour pouvoir prendre les correspondances. Pour le dire dans un langage un peu plus soutenu, ce dont l’usager a besoin, c’est d’un plan topologique du métro. De la sorte, sans tenir compte du parcours réel des lignes, il est possible de dessiner le plan du métro en n’utilisant que peu de directions, ce qui le rendra plus clair et plus facile à consulter par le voyageur : inutile par exemple de faire apparaître les courbes du parcours d’une partie de la ville à une autre.

			D’un point de vue mathématique, on peut comprendre qu’un plan de métro est un graphe (nous parlons souvent de graphes dans ce livre) sur lequel les stations sont les sommets et les lignes entre les différentes stations les arêtes. Un graphe représente uniquement la relation entre les sommets, si elle existe. Dans des études sur la façon d’organiser un mariage, la relation (et par conséquent l’existence d’une arête) entre deux sommets du graphe (invités à la noce dans cet exemple) met en évidence les incompatibilités pour trouver le meilleur plan de table pour le banquet. Dans le cas du métro, deux sommets (stations) seront unis (par une arête) s’il existe une ligne de métro qui conduise de l’une à l’autre.

			Et donc il s’agissait de dessiner le plan du métro de Londres de cette façon, comme un graphe, et le plus clairement possible. Mais comment ? Parce qu’un même graphe peut être dessiné de différentes façons et, en fonction de l’application que nous voulons en faire, certaines sont meilleures que d’autres. En fait, il y a tout un domaine de recherche consacré à l’optimisation des dessins de graphes, graph drawing, qui aborde des problèmes très, très compliqués, et avec de nombreuses applications. Mais pour donner un exemple simple, nous allons observer l’illustration suivante, sur laquelle apparaissent 4 graphes : I-1, I-2, I-3 et I-4.
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			Sur les dessins, nous pouvons dire que le graphe I-1 est hamiltonien ou, ce qui est la même chose, qu’il y a un chemin qui passe par tous les sommets et revient au départ, sans passer deux fois par le même sommet (très efficace pour concevoir des itinéraires de facteurs ou de camions poubelles, voir p. 233. Pour le graphe I-2 on voit tout de suite qu’il est régulier, c’est-à-dire que de tous les sommets partent le même nombre d’arêtes. Si nous regardons I-3 nous voyons qu’il est plat, c’est-à-dire qu’il peut être conçu sans croisements entre les arêtes (propriété très intéressante pour la conception de circuits). Et enfin, du dessin du graphe I-4 nous pouvons déduire que ses sommets peuvent être coloriés avec deux couleurs seulement (ce qui nous arrangerait beaucoup dans l’exemple de la noce mentionné plus haut, parce que s’il n’y avait que deux tables, cela nous épargnerait bien des ennuis).

			Vous l’avez peut-être déjà remarqué, non ? Oui, les quatre graphes sont le même, dessiné de différentes manières et, selon le dessin choisi, certaines propriétés sont plus ou moins mises en évidence. J’espère vous avoir convaincus par là de l’importance du dessin du graphe en fonction de l’application que nous voulons lui donner. Revenons au dessin du graphe associé au plan du métro de Londres.
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			Aux alentours de 1931, notre ami Harry Beck eut donc une idée : plutôt qu’un dessin géographique, ce qui serait utile, ce serait un dessin topologique, avec moins de courbes et de directions sur les lignes. Par plaisanterie, il fit son premier dessin en s’inspirant de ceux qui étaient utilisés dans les circuits électriques. Quoiqu’un peu réticents, les responsables proposèrent l’idée de Beck aux usagers, qui l’acceptèrent avec enthousiasme.

			Peu à peu, après le grand succès de son premier plan, furent introduits des changements visant à l’améliorer. C’est ainsi qu’en 1936, par exemple, il élimina les courbes et n’autorisa que des angles de 45° et de 90°.

			Apparemment, les responsables en voulurent un peu plus et, en 1940, ils lui demandèrent d’introduire des angles de 60°. Mais par la suite cette idée fut délaissée, parce qu’elle embrouillait l’affaire plus qu’autre chose.

			On peut consulter l’évolution du plan du métro de Londres et voir quelles modifications ont été successivement apportées, toujours pour rendre son utilisation plus facile, jusqu’à la version actuelle où, comme il ne pouvait en aller autrement, il est fait référence à Harry Beck comme créateur du design. Design qui, compte tenu de la quantité de merchandising qu’il a générée (t-shirts, tasses…), a probablement été l’un des plus rentables du siècle passé.

		

		



		
			
				
					[image: ]
				

			

			Dans un autre chapitre (p. 128), nous avons parlé de la croissance exponentielle et nous avons essayé de montrer que tout ce qui croît de cette façon devient plus ou moins incontrôlable. Nous allons voir aujourd’hui que ce type de croissance est plus fréquent qu’on pourrait le penser, et montrer les dangers qu’il comporte.

			L’idée de la croissance exponentielle est très bien illustrée par la légende de l’origine du jeu d’échecs : un sage invente les échecs pour un roi, et celui-ci, reconnaissant et ému, veut se montrer généreux envers celui qui lui a offert tant de moments de plaisir (avec l’invention de ce jeu, hein). Le savant se contente de lui demander de mettre un grain de riz sur la première case, deux sur la deuxième, quatre sur la suivante…

			Cette suite 1, 2, 4, 8 est ce qu’on appelle croissance exponentielle : on double chaque fois le chiffre de la case antérieure. Le problème est que,  lorsqu’on parvient à la 64e case, la quantité de riz qu’il faut placer est de 263 grains, ce qui représente, plus ou moins, quatre cents fois la production mondiale de l’année dernière, et est supérieur à la totalité de la production de riz dans toute l’histoire de l’humanité. Ou encore, si nous voulons visualiser : en empilant cette quantité en pièces d’un euro, nous aurions une pile de plus de quatre années-lumière, qui sortirait du système solaire et atteindrait presque le système stellaire suivant. Terrible.

			
				
					
				

			

			Mais peut-être certains d’entre nous pensent-ils que cela ne doit pas nous préoccuper, vu que nous n’allons jamais nous amuser à compter 2 puissance 63 grains de riz et que, si nous avions ce nombre de pièces d’un euro,  nous ne nous amuserions pas à les empiler pour en faire une jolie petite tour. Certains d’entre nous pensent peut-être que dans notre quotidien, la croissance exponentielle est quelque chose de très rare. Eh oui, effectivement, une croissance exponentielle continue est quelque chose de très rare dans la nature, parce que celle-ci se charge elle-même de faire en sorte que cela ne se produise pas, même si, dans certaines phases, cette croissance devient tout à fait habituelle.

			Pourquoi si habituelle ? Tout simplement parce que toute croissance fixe et constante en pourcentage est une croissance exponentielle, et que celle-ci ne peut jamais être durable. Il serait bon que les politiciens et les économistes soient conscients de ceci : une croissance constante et durable, par exemple une croissance du PIB sur de longues périodes, est absolument impossible. Le PIB de la Chine a augmenté de plus de 7 % par an durant plusieurs années, ce qui implique que l’économie chinoise se multiplie par deux tous les dix ans et que bien sûr, dans cent ans, la Terre n’aura plus suffisamment de ressources pour soutenir une telle croissance.

			Mais il n’est pas besoin d’une augmentation annuelle de 7 % pour avoir un taux de croissance exponentiel : quel que soit le pourcentage que nous choisissions, nous aurons un taux similaire, sauf qu’au lieu de se multiplier par deux tous les dix ans, ce sera un peu plus ou un peu moins. Pensons à une croissance quelconque, par exemple, supposons que la population de la Terre croisse chaque année de 1,7 % (elle le fait d’un peu plus : depuis 1950, le taux a été de près de 1,8 %). Cela implique que la population double en un peu plus de 41 ans – pour déterminer approximativement la croissance, il suffit de diviser 70 (ce n’est pas exactement 70, mais c’est une bonne approximation) par le pourcentage correspondant.

			Si nous sommes aujourd’hui plus de 7 milliards, dans 40 ans nous serons 14 milliards, dans 80 ans 28 milliards et dans cinq siècles, la masse de l’humanité serait égale à la masse de la Terre. Mais cette masse doit sortir de quelque part, et il semble évident qu’une planète ne puisse pas en soutenir une si importante. On pourrait penser qu’à ce moment-là, nous aurons développé une technologie qui nous permettra de coloniser d’autres planètes. C’est possible, mais il faudrait alors que le nombre de ces planètes soit très élevé car, si nous disons que la Terre n’a pas assez de ressources pour soutenir notre croissance pendant 120 ans de plus, nous ne pouvons nous limiter à en coloniser quelques-unes, vu que la croissance exponentielle de la population saturerait ces planètes en quelques années.
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			Quelqu’un pourrait dire que Malthus a déjà utilisé ces arguments à la fin du XVIIIe siècle et que ses prophéties ne se sont pas réalisées. Mais c’est que Malthus se limitait à l’étude des aliments, et que nous parlons ici du problème créé par la masse totale de l’humanité. Comme le signale le journaliste environnemental américain Alan Weisman : « Tous les quatre jours et demi, il y a un million de personnes de plus dans le monde. Ce n’est pas durable. » Non, et loin de là.

			Il est clair que nous ne pouvons garantir que nous aurons la technologie suffisante pour coloniser des milliers, des millions de planètes dans les siècles qui viennent, et nous devons donc faire quelque chose pour limiter la croissance de la population humaine. Évidemment, il existe des formules très efficaces pour empêcher cette croissance : multiplier les guerres, utiliser des armes de destruction massive, fomenter des intégrismes assassins, cesser d’investir dans les médicaments et la santé… Ou, au contraire, développer les méthodes contraceptives, faciliter les processus d’adoption, assouplir les conditions pour l’avortement… Allez, tout simplement, ce qu’on appelle le sens commun.
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			Bien sûr, il y a le Mondial de 2018, de 2022… Mais souvenez-vous de celui de 2014. À la veille de la compétition, la sélection espagnole s’était trouvée face à la mission quasi impossible de conserver son titre. Toute suggestion était donc la bienvenue pour aider Iniesta, Xavi, Xabi et compagnie. Outre une alimentation saine, du repos et de durs entraînements, une partie de cette aide peut procéder d’une discipline mathématique : la théorie des graphes, dont nous avons déjà parlé. Sans plaisanter. Il existe un certain nombre de travaux qui essaient d’étudier les tactiques de chaque équipe, ses points forts et ses faiblesses, en fonction du graphe des passes échangées par l’équipe au cours d’un match (les sommets sont les joueurs, et on dessine entre eux des flèches de différentes épaisseurs en fonction du nombre de passes qu’ils se font). Sur ce terrain, lors du Mondial de 2010, deux mathématiciens, Javier López Peña et Hugo Touchette, universitaires londoniens, ont acquis une réelle célébrité1.

			Dans leur étude, ils ont relevé toutes les passes faites lors des différentes phases de jeu et en sont arrivés à prédire le succès de l’Espagne. Ils y ont aussi analysé certains matches en particulier, en mettant en évidence, par exemple, les énormes trous existant dans les tactiques de l’Angleterre pendant son match contre l’Allemagne. Pour chaque sélection, López Peña et Touchette avaient élaboré un réseau de passes (passing network) entre les joueurs durant tout le tournoi, et analysé comment on pouvait comparer ces réseaux entre les différentes équipes. Touchette explique qu’« à chaque joueur du réseau est assignée une note dite de centralité (centrality) qui mesure à quel point il est ou non vital pour le réseau. Plus grande sera la valeur de la centralité, plus important sera l’impact sur l’équipe si, pour une raison ou pour une autre, ce joueur ne joue pas à son niveau. Ce type d’analyse est communément utilisé pour obtenir les réseaux informatiques les plus robustes, mais il peut l’être aussi pour planifier la stratégie du football ».

			Comment les chercheurs calculent-ils la centralité d’un joueur ? En fonction de plusieurs paramètres, principalement trois : proximité (closeness), intermédiarité (betweenness) et popularité (PageRank centrality). La proximité de chaque joueur est une valeur qui lui est assignée en fonction de sa distance moyenne avec le reste de l’équipe, si bien qu’un joueur bien connecté avec son équipe aura une distance moyenne petite et une proximité élevée. L’intermédiarité mesure, en un sens, l’importance de ce joueur dans les actions de jeu qui connectent deux autres joueurs de son équipe, autrement dit l’impact produit si on le retire du groupe. En ce sens, l’équipe doit faire en sorte d’avoir une distribution uniforme de cette valeur – l’intermédiarité – entre ses joueurs, pour éviter le risque de trop dépendre de quelques joueurs vedettes. Quant à la popularité, il convient de signaler que, basiquement, cette notion de centralité coïncide avec le PageRank (l’algorithme d’analyse des liens participant au système de classement des  pages web) utilisé par Google pour indexer internet, en donnant plus de « poids » à certaines pages en fonction de celles avec lesquelles elles ont des liens, par exemple. Dans le cas du football, la popularité d’un joueur se mesurera en utilisant, entre autres paramètres, la probabilité qu’un autre joueur très populaire décide de lui passer le ballon au lieu de continuer sa propre action de jeu. Évidemment, la valeur de ce dernier paramètre pour un footballeur déterminé dépend des valeurs de popularité de ses coéquipiers, et c’est pourquoi il faut les calculer ensemble.

			À part ces trois paramètres qui mesurent le rendement de chaque joueur, les auteurs de l’étude proposent de déterminer une valeur de regroupement (clustering) de l’équipe, qui mesure la tendance des joueurs de l’équipe à se grouper et à se passer le ballon les uns aux autres. Une fois ces valeurs calculées, et en utilisant les données de parties antérieures, comment a été élaborée la prédiction concernant le match Pays-Bas - Espagne, et ce, sans l’aide du moindre poulpe ?
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			Les réseaux de passes étudiés avaient révélé que les joueurs espagnols s’étaient fait un nombre étonnamment élevé de passes lors de ce tournoi (chose que, par ailleurs, sait n’importe quel amateur de football tiki-taka), presque 40 % de plus que l’Allemagne et deux fois plus que les Pays-Bas.
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			« Le jeu de l’équipe se fonde sur des passes rapides et bien réparties entre tous les joueurs, spécialement entre les milieux de terrain », dit Javier López Peña. Mais ce n’est pas tout, l’équilibre se trouvait aussi dans les passes que recevait David Villa, l’un des meilleurs buteurs du tournoi, avec une moyenne de 37 passes par match, plus que n’importe quel attaquant des autres équipes.
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			À l’inverse, le style de jeu néerlandais était clairement offensif, avec un nombre de passes entre les joueurs très bas, la majorité d’entre elles étant adressées aux attaquants. Selon López Peña, « le faible nombre de leurs passes montre que les Néerlandais préfèrent les attaques rapides, les contre-attaques, plutôt que les actions de jeu élaborées. Ils atteignent souvent leurs objectifs grâce à des actions de jeu clés telles que les coups francs directs, et se servent de leur présence physique pour bousculer leurs adversaires ».

			Avec ces données, nos chercheurs sont arrivés à la conclusion que le plus simple pour l’Espagne était de neutraliser le jeu néerlandais, et qu’ainsi la victoire reviendrait à notre sélection. 

			Nous voyons donc que notre équipe nationale pouvait compter autant sur la théorie des graphes que sur Paul le poulpe : nous ne pouvions pas perdre.

			

			
				
					1 - Javier López Peña et Hugo Touchette, « A network theory analysis of football strategies », arXiv.org, 28 juin 2012, https://arxiv.org/pdf/1206.6904v1.pdf.
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			Trois ans après sa disparition, on n’a toujours pas retrouvé l’avion de la Malaysia Airlines. L’imagination populaire a spéculé sur les possibles causes de cette disparition, et certains ont même insinué que les États-Unis avaient profité de la recherche des disparus du vol MH370 pour tester les capacités des satellites chinois et évaluer la menace des missiles communistes contre leurs porte-avions… 

			Ces considérations parallèles mises à part, et comme les mathématiques sont plus simples que la politique, la recherche de l’appareil a fourni à certains l’occasion de se demander quelles routes suivent les avions quand ils volent, routes qui ne sont pas exactement celles qu’on pourrait penser. Par exemple,  quelle route, d’après vous, serait la plus courte pour aller de Kuala Lumpur à Pékin ? On sera peut-être tenté de prendre une mappemonde et une règle et de dessiner une ligne droite entre ces deux villes, vu que nous savons depuis Euclide que la distance la plus courte entre deux points est une droite. C’est vrai, mais uniquement si nous nous déplaçons sur un espace plan et que nous utilisons la distance euclidienne, c’est-à-dire si nous mesurons la longueur du segment qui unit les deux points sur le plan.
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			Or, il se trouve que, pour le moment, nous pouvons affirmer que la Terre n’est pas un plan, mais une sphère. Bon, je sais, pas exactement une sphère, mais c’est tout comme. Et donc nous allons vous proposer d’apprendre à calculer la distance la plus courte entre deux points situés sur une sphère.

			La ligne la plus courte entre deux points de la sphère est la géodésique : la courbe qui se dessine sur la sphère si nous la coupons avec un plan passant par les deux points choisis et le centre de la sphère. C’est-à-dire que les géodésiques sont des arcs sur la sphère, correspondant à des cercles qui seraient centrés au centre de cette dernière. Si nous pensons à la sphère terrestre, par exemple, les méridiens (qui nous permettent  de mesurer la longitude) sont des géodésiques, vu que ce sont des cercles centrés sur le centre de la sphère ; alors que les parallèles (qui nous permettent de mesurer la latitude) ne le sont pas, parce que (sauf l’équateur) le cercle qui les définit n’est pas centré sur le centre de la sphère.

			
				
					[image: ]
				

			

			Le fait de choisir des parallèles et non des géodésiques (qui sont les lignes les plus courtes) pour un trajet entre deux points de la Terre a profondément marqué l’histoire de l’Espagne.

			Jadis, il était facile de savoir à quelle distance on se trouvait de l’équateur (latitude), en mesurant la hauteur du soleil ou de certaines étoiles au-dessus de l’horizon. Mais pour déterminer une position exacte sur la Terre, il était nécessaire de connaître une autre coordonnée, normalement la longitude. Le problème posé par la détermination de la longitude n’a été résolu qu’au XVIIIe siècle (grâce au développement par le Britannique John Harrison d’horloges plus précises que celles qui existaient jusque-là). Par conséquent, lorsqu’un explorateur se lançait sur un océan inconnu, comme Christophe Colomb en 1492, il ne suivait généralement pas le chemin le plus droit, la ligne géodésique (car pour la déterminer sur la sphère, il est nécessaire de connaître le point de départ et le point d’arrivée), mais naviguait en suivant un parallèle.

			Cela, ajouté aux courants marins et au fait que le Portugal se soit désintéressé de lui, fut très important pour le succès du premier voyage de Colomb. Oui, parce qu’à l’époque, la couronne portugaise avait la quasi-exclusivité des explorations et le Portugal avait lancé plusieurs expéditions. Quels problèmes ont rencontrés ces expéditions ? Et pourquoi ne sont-elles pas arrivées avant Colomb ? Parce que les Portugais voulaient voyager vers l’ouest en suivant un parallèle, et comme ils partaient de l’endroit le plus logique pour eux, le plus occidental des domaines de la couronne portugaise, à savoir les Açores, ils se retrouvaient face à ce très fort courant qu’est le Gulf Stream (et aux vents qui l’accompagnent). Cela rendait la navigation terriblement difficile, et il leur était quasiment impossible d’avancer.

			La chance de Colomb fut de ne pas être accepté par les Portugais, et de devoir demander de l’aide à la couronne de Castille qui, en la lui accordant, exigea qu’il parte d’un port castillan : ce qui fait que les dernières terres connues qu’il toucha étaient les Canaries (Gomera et Grande Canarie). Depuis les Canaries, les courants et les vents, qui tirent vers l’ouest, permirent son voyage. Et pour le voyage retour, la route choisie par Colomb passait beaucoup plus au nord, et il fut donc aidé par le Gulf Stream, qui le poussait vers l’Europe.

			Mais laissons de côté nos vieilles rivalités avec notre voisin lusitanien et revenons à la question de la route la plus courte entre Kuala Lumpur et Pékin. On pourrait être tenté de penser que la route à suivre serait une ligne unissant le point de départ et le point d’arrivée et correspondant à une ligne droite sur la carte. Ou peut-être, comme Colomb, faudrait-il voler vers l’est en suivant le parallèle de Kuala Lumpur, jusqu’à arriver à la hauteur de Pékin, pour remonter ensuite.

			Mais, comme nous l’avons déjà dit, cela ne se passe pas comme ça, parce que, à quelques restrictions près, les avions suivent la route marquée par l’arc de géodésique qui unit l’aéroport d’origine à l’aéroport de destination. Pour la route Kuala Lumpur-Pékin, la géodésique (en rouge) ressemble assez à une droite, mais ce n’est pas une droite.
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			Évidemment, la différence entre la route marquée par la géodésique et celle que nous proposerait la ligne droite sera d’autant plus nette que le vol sera plus long et que la différence de longitude entre les deux points sera plus grande. Voyez par exemple la géodésique entre Séville et Kuala Lumpur.
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			Dans la pratique, les avions ne suivent pas exactement la géodésique. Celle-ci peut en effet inclure des zones qu’il n’est pas possible de survoler, pour des raisons géographiques et/ou météorologiques, ou même en raison de normes internationales de restrictions de trafic aérien.

			Si cela vous tente, vous pouvez vous amuser à étudier des routes aériennes1 et à voler en imagination, parce qu’au train où vont les choses, bientôt nous ne pourrons plus beaucoup voyager…

			Personnellement, quand en janvier 1998 je volais vers Kuala Lumpur à bord d’un avion de la Malaysia Airlines, la seule chose qui a réellement attiré mon attention est l’attitude de tout l’équipage, bien plus aimable et sympathique que ceux de la plupart des compagnies aériennes européennes. 

 

			P. - S. : Puisque nous avons parlé de longitude et de latitude, je vous propose une vieille devinette, peut-être certains d’entre vous la connaissent-ils : un explorateur sort un matin à l’aube de sa tente, il parcourt 10 kilomètres vers le sud, puis 10 kilomètres vers l’est, et pour finir 10 kilomètres vers le nord, et se retrouve à son point de départ. Dans sa tente, il découvre un ours. De quelle couleur est cet ours ? Vous avez trouvé2 ?

			

			
				
					1 - www.gcmap.com.

				

				
					2 - mati.naukas.com/2013/10/01/al-norte-del-paralelo-38/.
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			Non, je n’invente rien : le comportement des colonies de fourmis a été modélisé en informatique pour tenter de résoudre des problèmes impossibles à traiter par les méthodes classiques. Par exemple, pour tenter de résoudre des problèmes comme celui, classique, du TSP (Travelling Salesman Problem, voir p.48). Il n’est pas rare que l’informatique imite la nature pour résoudre des problèmes. Il y a par exemple des algorithmes génétiques qui tentent de reproduire le processus évolutif décrit par Darwin et qui permet à la nature de sélectionner des espèces adaptées à leur milieu.

			Mais revenons à nos fourmis. Que peuvent-elles bien nous enseigner ? Eh bien sachez que nous pouvons apprendre des tas de choses de leur intelligence collective : elles sont flexibles, car elles s’adaptent aux perturbations internes ou externes ; elles sont robustes, car elles réalisent leurs tâches même si certains individus de la colonie sont défaillants ; elles sont décentralisées, car elles n’ont pas besoin de leader pour que ces tâches soient menées à bien ; et elles s’auto-organisent car, bien que les chemins vers leurs objectifs ne soient pas prédéfinis, elles les trouvent toujours.
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			Et tout cela en suivant des règles simples et avec une communication plus simple encore, à supposer que cela soit possible. De quoi les envier, n’est-ce pas ? Mais nous parlions de mathématiques.

			Comment un modèle mathématique peut-il imiter une colonie de fourmis ? Réfléchissons, par exemple, au problème consistant à trouver un parcours minimal sur un graphe. Nous en avons un sur lequel les sommets (points) représentent des villes et les arêtes (lignes) les routes qui les unissent, et sur lesquelles nous avons inscrit leur longueur. Nous voulons calculer le chemin le plus court du sommet A au sommet Z. Comment faisons-nous ? Évidemment, on peut le faire de façon déterministe (et en fait on ne se sert pas d’algorithmes de colonies de fourmis pour ce problème, mais nous les utiliserons quand même comme exemple) et aussi en essayant d’imiter la méthode utilisée par ces insectes pour trouver le chemin le plus court entre un aliment et la fourmilière.
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			Quand on observe une file de fourmis en train de transporter un aliment jusqu’à leur habitat, il faut savoir qu’elles suivent la trace des phéromones (des substances chimiques comparables aux hormones) laissées par celles qui les précèdent sur leur chemin, et qu’elles peuvent sentir. (Le processus selon lequel une trace laissée dans l’environnement par un individu ou agent stimule une autre action, par le même agent ou  par un autre, s’appelle stigmergie.) Si nous plaçons un obstacle au milieu du chemin, la trace des phéromones sera interrompue.

			Dès lors, les fourmis décident, de façon aléatoire, quel chemin alternatif elles vont suivre. Certaines choisiront le chemin le plus court pour éviter l’obstacle et d’autres non (celles que nous voyons souvent toutes déconcertées). Il faut savoir que la quantité de phéromones que les fourmis sécrètent quand elles se trouvent hors de la fourmilière est plus ou moins fixe. Par conséquent, la concentration de phéromones sécrétées par celles qui ont choisi le chemin le plus court est plus élevée sur ce chemin, puisqu’elles auront passé moins de temps hors de la fourmilière. Ce qui fait que la trace laissée par les fourmis « intelligentes » est plus intense et poussera les suivantes à choisir aussi ce chemin plus court, optimal. Celles qui suivront les « intelligentes » continueront, par conséquent, à augmenter cette trace de phéromones avec pour résultat, au bout d’un temps très bref, que toutes rentreront à la fourmilière par le chemin le plus court.

			Tout cela peut facilement être simulé par ordinateur et on pourra dessiner un algorithme ACO (Ant Colony Optimization ou optimisation d’une colonie de fourmis). Je n’expliquerai pas en détail comment fonctionne un ACO, mais l’idée est la suivante : si nous avons un graphe et que nous voulons calculer le chemin le plus court entre deux de ses sommets, nous « lancerons » une fourmi du premier sommet. Elle choisira alors une arête pour se déplacer vers un des autres sommets du graphe, un qui soit uni au premier, bien sûr. Pour ce faire, nous aurons assigné une quantité initiale de phéromones à chaque arête et par là même, nous doterons les arêtes d’une probabilité directement proportionnelle à la quantité de phéromones, et inversement proportionnelle à la longueur de l’arête.

			En fonction de cette probabilité assignée, la fourmi choisit la première arête de son chemin. Quand elle atteint un nouveau sommet (ce qui représenterait une bifurcation devant un possible obstacle ou une intersection de chemins), la fourmi décide, avec une très forte probabilité, de suivre l’arête qui a la plus forte trace de phéromones (nous faisons un tirage au sort en assignant la plus forte probabilité aux arêtes qui auront le plus de phéromones). Quand la fourmi arrive au sommet qui est l’objectif, nous répartissons une quantité fixe de phéromones entre les arêtes qu’elle a parcourues (plus le parcours sera long, moins chaque arête aura de phéromones). Puis nous lançons une autre fourmi, et ainsi de suite. Au bout de quelques itérations, les fourmis auront trouvé le chemin le plus court sur le graphe.

			Telle est, plus ou moins, la philosophie intrinsèque d’un algorithme ACO. Alors, la prochaine fois que nos amies envahiront votre sucrier, pensez que bon, au moins, elles apportent quelque chose au monde du calcul informatique et que nous supportons tous les jours d’autres bestioles plus nuisibles. Dont certaines marchent sur deux jambes…

			Au fait, nous certifions qu’aucune fourmi n’a subi de mauvais traitements durant l’exécution de ces algorithmes.
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			Tous, ou presque, nous admettons que le célèbre moteur de recherche a entraîné une vraie révolution dans notre travail et notre vie personnelle. Il nous conditionne d’ailleurs encore plus que nous pourrions le penser, car grâce à lui nous pouvons trouver un restaurant ou un hôtel, choisir un film ou un morceau de musique. Mais combien d’entre nous savent que le succès de cette plateforme repose sur le bon usage que font ses créateurs des outils mathématiques ?

			Peut-être que, lorsqu’il étudiait l’algèbre linéaire, la théorie des graphes et les probabilités – entre autres choses – à l’université du Michigan, Larry Page (un des deux cofondateurs de Google) n’était pas conscient du chambardement qu’il allait provoquer en appliquant ce qu’il apprenait en cours. Et peut-être que Sergey Brin (l’autre cofondateur), qui étudiait les mathématiques à plus de 800 kilomètres de Page, n’en avait pas non plus la moindre idée. Mais ils le provoquèrent, et de quelle façon !

			Il y a quelques mois, un collègue me racontait qu’un ex-élève de notre école d’informatique se plaignait en disant qu’après plusieurs années à travailler comme informaticien, il ne savait toujours pas à quoi cela lui avait servi d’étudier l’algèbre linéaire à l’université. Mon collègue lui fit cette brillante réponse : « Apparemment, les créateurs de Google, eux, le savaient, et maintenant ils passent leur temps à compter leur argent, alors que toi tu le passes à taper des programmes. » Je crois que cela mit un terme à la conversation. Mon collègue avait été assez convaincant.

			Effectivement, aujourd’hui, chacun trouve naturel de taper quelques mots sur Google et d’obtenir une infinité de résultats. Et nous nous sommes habitués à ne pas aller plus loin que la première page, parce que nous trouvons ce que nous cherchons dès les premières entrées. Mais, lorsque quelqu’un tape sur Google,par exemple, « travail El Rocío », parce qu’il est au chômage bien qu’il vive dans ce célèbre village de la province de Huelva, nous trouvons presque magique que les premières entrées soient des offres d’emploi dans ce village et, peut-être aussi, une déclaration de notre ministre du Travail. Toutefois, il est difficile de trouver « A mis obligaciones », le poème de Neruda qui contient le mot rocío1. Apparemment, Google comprend que les mots de « travail El Rocío » correspondent davantage à quelqu’un qui veut sortir des listes du chômage qu’à un amateur de poésie. Et il a raison… mais comment s’y prend-il ?

			La première chose que fait Google, c’est d’indexer toutes les pages d’internet (pour certaines plusieurs fois par jour !) puis, à partir de là, il construit un graphe dirigé. Les éléments de ce graphe sont, d’une part, chacune des pages web du monde (ce seraient les sommets du graphe) et d’autre part les liens entre ces pages (ce seraient les flèches qui vont d’une page à l’autre, si la première est liée à la seconde).
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			Avec cette information, Google assigne un numéro à chaque page d’internet, ce qu’on appelle le PageRank. Le PageRank d’une page essaie de mesurer la probabilité que quelqu’un qui s’amuse avec internet finisse par visiter cette page. Jadis, dans un langage de plage, on aurait dit qu’il essayait de mesurer la possibilité pour un surfeur occasionnel d’arriver en naviguant sur la page en question.

			Il est clair que si une page donnée a des liens avec beaucoup d’autres, son PageRank sera élevé, et on comprend que si beaucoup de gens la cherchent, c’est qu’elle doit contenir une information importante, et il est très probable qu’on finira par la visiter. Mais ce n’est pas tout : il est tout aussi clair que si votre page web est reliée à un petit nombre d’autres pages, mais que celles-ci sont très puissantes sur la Toile, votre PageRank sera lui aussi très élevé et, par conséquent, votre page apparaîtra dans les premiers choix proposés par Google.

			Avec ces deux idées en tête (et d’autres plus en relation avec des processus probabilistes), l’algorithme du PageRank construit, pour représenter le tableau des pages et des liens, ce qu’en mathématiques on appelle une matrice. 
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			Eh bien, basiquement, en réalisant des opérations algébriques sur cette matrice, on assigne à chaque page un numéro qui lui servira à postuler à un bon rang dans l’ordre des pages montrées par Google… ou non. Si vous êtes curieux de connaître en détail l’algorithme tel que l’ont présenté ses auteurs, vous pouvez le trouver ici2. Et si vous avez envie de jouer un peu, vous avez ici3 une calculatrice de PageRank pour faire des tests et, en passant, mieux comprendre l’algorithme.

			Je termine avec une page de publicité pour mes étudiants en informatique : on ne sait jamais dans quel genre de mathématiques se cache le secret de votre succès. Et si un jour vous arrivez comme Larry et Sergey en tête du classement Forbes, ne m’oubliez pas, moi qui aurai été votre professeur. Bon, en fait, j’aimerais que vous vous souveniez de moi quel que soit votre avenir.

			

			
				
					1 - Rocío : « rosée » en français.  (N. d. T.)

				

				
					2 - Sergey Brin et Lawrence Page, « The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search Engine », Stanford University, http://infolab.stanford.edu/~backrub/google.html.

				

				
					3 - https://webworkshop.net/seo-tools/pagerank_calculator.	
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			Mon vulgarisateur de mathématiques préféré est japonais, il s’appelle Jin Akiyama, et j’ai en plus la chance de l’avoir pour ami. Parmi la quantité de choses qu’il m’a apprises, une des plus étonnantes est celle que je vais vous raconter maintenant. Il s’agit de faire des mesures exactes avec une boîte de bois sur laquelle n’est tracée aucune ligne de mesure.

			
			La boîte dont nous parlons est un masu, elle est carrée, sans couvercle, et était traditionnellement utilisée au Japon pour mesurer les quantités de riz. Aujourd’hui, on se sert de petits masus pour boire le saké, ou pour mettre sur la table le sel, le poivre et autres épices.


			
				
			

		

		
			Allons-y pour le défi. Supposons que nous avons un masu d’une capacité de 6 litres et que nous voulons nous en servir pour vendre de l’eau, par exemple, mais que nos clients (qui viendront acheter l’eau avec un masu comme le nôtre) ne nous demanderont que des quantités entières, c’est-à-dire 1, 2, 3, 4, 5 ou 6 litres ; impossible de demander un litre et demi. De plus, nous tirons cette eau d’un grand réservoir en nous servant du masu, mais nous ne pouvons en tirer qu’une fois ; en revanche, nous pouvons en remettre dans le réservoir autant de fois que nous voulons. Voilà, nous sommes prêts.


			
				
			

		

			Comment faire si notre premier client nous demande un litre ? Souvenez-vous qu’il n’y a aucune marque sur le masu… En fait, si nous remplissons le masu dans le réservoir, et que nous le retournons pour vider l’eau jusqu’à ce que sa surface soit alignée sur deux des sommets de la base, ce qui nous reste est, exactement, un litre. Comme sur ce dessin.
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			Pour vérifier que ce que je viens d’affirmer au paragraphe précédent est vrai, il suffit de rappeler comment on trouve le volume d’une pyramide et d’un parallélépipède et de faire deux ou trois calculs.
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			Et si le client veut 2 litres ? Quelqu’un pourrait penser qu’il suffit d’appliquer deux fois la méthode précédente… Mais non, vieux ! Erreur ! Impossible. Parce que pour ce faire, nous devrions puiser deux fois de l’eau dans le réservoir alors que nous ne pouvons le faire qu’une fois… Alors ? Nous allons voir comment prendre 3 litres avec le masu puis, une fois cette quantité obtenue, comment en retirer 2. Pour mesurer 3 litres avec notre boîte, nous devons d’abord la remplir dans le réservoir puis la vider en l’inclinant jusqu’à faire coïncider sa surface avec une des arêtes du fond, comme sur ce dessin :
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			Cela ferait la moitié du masu et, par conséquent, 3 litres. Eh bien, nous pouvons maintenant mesurer 2 litres avec notre petite boîte : remplissons le masu, soit 6 litres, vidons-en 3 dans le réservoir en alignant la surface de l’eau sur un des côtés de la boîte. Il reste 3 litres dans notre masu. Vidons maintenant l’eau dans celui de notre client, jusqu’à ce qu’il ne reste qu’un litre dans le nôtre, comme nous savons le faire, en alignant l’eau sur les sommets. Nous aurons donné 2 litres au client et ce qui reste, hop, dans le réservoir.

			Et 4 litres ? Facile. Prenons 6 litres dans le réservoir, versons-en 3 dans le masu du client, comme précédemment, en l’alignant sur le côté. Vidons ensuite notre masu dans le réservoir, jusqu’à ce qu’il ne reste qu’un litre, en alignant la surface sur les sommets, et donnons-le au client. Désormais, vendre 5 litres est également très facile : il suffit de remplir notre masu avec 6 litres et de verser l’eau dans celui du client jusqu’à ce qu’il n’en reste qu’un dans le nôtre.

			Bon, à vous de jouer. Je vous propose un défi pour vous amuser un peu, sans boîtes cette fois, mais avec des jarres : vous disposez de 3 grandes jarres d’une capacité de 3, 5 et 8 litres. Celle de 8 litres est pleine d’eau. Votre tâche consiste à mesurer exactement 4 litres d’eau. Vous n’avez pas d’autres récipients pour travailler et les jarres n’ont aucune marque indiquant les fractions. J’attends vos réponses… 

			Et si vous voulez fabriquer votre propre masu de papier, vous pouvez apprendre à le faire en suivant ce lien1. On ne sait jamais, ça peut toujours servir. Et sinon, ça vous amusera un moment.

			

			
				
					1 - https://thespruce.com/origami-star-masu-box-instructions-4059182.	
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			S’il y a une seule bonne chose dans la situation digne de Luis García Berlanga1 que traverse notre pays bien-aimé, c’est que les conversations devant l’ascenseur, ou dans l’ascenseur même, peuvent porter sur d’autres sujets que la pluie ou le beau temps.

			À une autre époque et dans un autre pays (le XXe siècle, aux États-Unis), il y avait deux physiciens, George Gamow et son collègue Marvin Stern, qui, comme ils ne devaient pas avoir de princesse amoureuse ni d’ex-trésoriers sur lesquels ragoter un peu, se consacrèrent à l’observation de la fréquence avec laquelle l’ascenseur arrivait à leur étage (quand l’un d’eux l’appelait) depuis les étages supérieurs et/ou inférieurs. Concrètement, Gamow, qui avait son bureau au 2e étage de l’immeuble et montait souvent au 6e pour travailler avec Stern, observa que, lorsqu’il appelait l’ascenseur, celui-ci venait le plus souvent des étages supérieurs. Tiens donc. On les fabrique sur la terrasse et on les fait descendre ? Ne serait-il pas plus logique qu’ils viennent à peu près aussi souvent d’en bas que d’en haut ?

			Mais voilà que son ami Stern, quand il descendait travailler avec Gamow ou lui emprunter un Bic et qu’il appelait l’ascenseur, observait que celui-ci venait le plus souvent d’en bas et très peu souvent des étages supérieurs. Tiens donc. On les fabrique au sous-sol et on les fait monter ? Un jour, ils discutèrent de ce fait apparemment paradoxal et en arrivèrent à la conclusion qu’on construisait probablement les ascenseurs au 4e étage et que, de là, on les envoyait vers le haut et vers le bas. Oui, c’était une blague. C’étaient des physiciens, non de ces invités tire-conclusions sans rigueur qui s’étalent dans les médias.

			Eh bien le fait – avéré – que, lorsqu’on appelle un ascenseur des premiers étages d’un immeuble, il arrive plus souvent d’en haut que l’inverse, et que lorsqu’on l’appelle des derniers étages, il vient plus souvent d’en bas, n’est absolument pas paradoxal du point de vue des probabilités, même s’il peut l’être d’après l’intuition. Nous allons essayer de réfléchir aux probabilités et d’oublier, pour un temps, l’intuition : si nous supposons que deux ascenseurs se déplacent de façon uniforme sur la hauteur de l’immeuble et que nous sommes au 2e étage d’un bâtiment qui en compte sept, comme celui dans lequel travaillaient Gamow et Stern, nous avons plus d’étages vers le haut que vers le bas, ce qui fait que la probabilité que l’ascenseur soit à un étage supérieur quand nous l’appelons est plus grande que celle qu’il soit à un étage au-dessous du nôtre. Et inversement.

			Résumons : penser que lorsqu’on appelle un ascenseur d’un étage non intermédiaire de l’immeuble, la probabilité qu’il vienne d’en haut (ou d’en bas) est de 50 % est aussi rigoureux que de penser que la probabilité qu’il pleuve demain est de 50 %, car ou bien il pleuvra ou bien il ne pleuvra pas. Bon, j’essaie moi aussi de blaguer, je dis ça au cas où un des invités des médias voudrait s’en servir un jour ou l’autre… En parlant de blagues et pour finir, un de nos physiciens de l’ascenseur, Gamow, est aussi l’un des protagonistes d’une anecdote assez connue dans le monde scientifique et qui, selon moi, est très sympathique. Je vous la raconte, au cas où vous voudriez la raconter dans un ascenseur.

			M. Gamow était le directeur de thèse de Ralph Alpher. Dans un des travaux qu’ils publièrent sur les résultats de la thèse d’Alpher et qui traitait de cosmologie physique, ils suggéraient que lors du big bang, il y avait eu création d’hélium, d’hydrogène et d’autres éléments plus lourds, dans des proportions déterminées. Cet article contredisait les théories existantes sur la question, mais il se trouve qu’il est cohérent avec les théories en vigueur aujourd’hui. Ce n’est pas ça qui est drôle, mais c’est émouvant, non ? Comme les auteurs de ce travail étaient Alpher et Gamow, ça faisait un peu comme Alpha et Gamma, la première et la troisième lettre de l’alphabet grec, mais il manquait un Bêta entre les deux pour que ça fasse Alpha-Bêta-Gamma… Pas de problème : ils convainquirent un autre éminent physicien, Hans Bethe, de figurer dans l’article bien qu’il n’y ait rien écrit, pour le simple plaisir d’entendre parler de Alpher-Bethe-Gamow, qui rappelait Alpha-Bêta-Gamma. Voilà pourquoi, bien que le titre original du travail soit « The Origin of Chemical Elements », il est connu sous le nom de « αβγ paper ».

			Gamow lui-même raconta plus tard que, comme ils n’arrivaient pas à démontrer entièrement leurs hypothèses sur l’origine de ces éléments chimiques, Bethe avait sérieusement envisagé de changer de nom et de s’appeler Zacharias… Bon, vous ne direz pas que je ne vous ai pas donné de quoi passer le temps en attendant l’ascenseur. C’est mon étage. Je descends ici.

			

			
				
					1 - Un cinéaste espagnol majeur, né en 1921 et mort en 2010.
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			Étant entrée un lundi matin de bonne heure dans le bureau de tabac de mon village pour y faire un achat, j’ai été fort étonnée d’y trouver une longue queue. En observant les clients qui me précédaient, je me suis aperçue, d’abord avec joie, que presque aucun d’entre eux n’achetait de cigarettes puis, avec une certaine stupéfaction et un peu de fatigue, qu’ils étaient là pour acheter un billet de la loterie La Primitiva.

			J’ai alors été tentée de leur parler de la probabilité de trouver les six bons numéros de cette loterie (1 sur 13 983 816) pour les dissuader de dépenser leur argent à ça. Je me suis retenue. En voyant leurs visages désespérés, ces visages ridés et pâles de désillusion, j’ai compris qu’il était moins probable encore qu’ils reçoivent une aide de ce gouvernement. Je me suis tue et j’ai baissé les yeux. Mais cela m’a coûté. Surtout quand j’entends des arguments du type « Ça fait trois ans que je joue les mêmes numéros, ça va forcément être mon tour » ou « Ne me donnez pas des numéros qui se suivent, ils ne gagnent jamais  »… Enfin.

			Laissez-moi vous raconter une histoire, vous raconter ce qui s’est passé au casino de Monte-Carlo. C’était en été et on était en 1913. À la roulette de Monte-Carlo, le NOIR sortit 15 fois de suite et les joueurs réunis là commencèrent à parier sur le ROUGE, parce que c’était son tour de sortir. Mais non, en ce jour de l’été monégasque, le NOIR sortit 26 fois de suite, ce qui supposa un gain de plusieurs millions de francs pour le casino et une belle brochette d’airs idiots pour les nombreux joueurs qui avaient parié sur le ROUGE.

			Ce fait, penser qu’après de nombreux NOIRS, c’est au tour du ROUGE de sortir, ou qu’après avoir obtenu plusieurs fois pile en lançant une pièce, ce sera le tour de face, est connu sous le nom de l’erreur de Monte-Carlo. Et c’est bien cela, une erreur, une fausse croyance. Tout comme le fait de penser que, si on joue tous les jours durant des années le même numéro à la loterie, on sera chaque jour plus près de gagner.

			Eh bien non. Mais non, vous dis-je. Chaque fois qu’un tirage a lieu, qu’on lance une pièce ou qu’on fait tourner la roulette, la probabilité de trouver et/ou de gagner est la même, parce que chaque tirage ou lancement est indépendant du précédent. Quand nous lançons une pièce, chaque fois que nous la lançons, la probabilité qu’elle retombe sur face, par exemple, est de 1/2 ou de 50 %, comme vous préférez. Ce qui pousse certaines personnes, à mon avis, à faire l’erreur de Monte-Carlo, c’est qu’elles confondent la probabilité d’obtenir face au troisième lancer et la probabilité que la pièce retombe trois fois de suite sur face. Eh non, ce n’est pas la même chose.

			Lorsqu’on lance une pièce trois fois, la probabilité que la troisième fois elle retombe sur face est de 1/2 ou 50 %. Eh oui, comme au premier lancer, comme au deuxième, et comme au vingtième. La probabilité qu’on ait face trois fois de suite se calcule comme le produit de la probabilité d’avoir face au premier lancer, 1/2, par la probabilité d’avoir face au deuxième, 1/2, par la probabilité d’avoir face au troisième. Encore 1/2. Cela revient à dire que la probabilité d’avoir face trois fois de suite est de 1/8, et c’est pour cette raison, je pense, qu’au troisième lancer certaines personnes sont tentées de parier sur pile, parce qu’elles pensent que la probabilité d’avoir ce résultat n’est rien de moins ni rien de plus que 7/8. Nous voilà bien !

			Je résume et je répète : la probabilité qu’elle retombe sur face quand on lance une pièce est de 1/2, toujours, quel que soit le nombre de lancers ; la probabilité d’avoir n faces de suite est de 1 divisé par 2 élevé à la puissance n. Si la pièce n’est pas truquée, bien sûr. C’est pourquoi, si quelqu’un lance la pièce 10 fois, par exemple, et que les 10 fois elle retombe sur face, moi, au coup suivant, je parierai face. Pourquoi ? Eh bien parce que la probabilité qu’elle retombe 10 fois de suite sur face est de 1/1 024, c’est-à-dire très faible. Quelque chose me ferait soupçonner que cette pièce n’est pas très catholique…

			Et que faisons-nous si nous soupçonnons que la pièce n’est pas bien équilibrée et que nous voulons que le tirage soit juste ? Par exemple, si nous nous servons d’une pièce d’un euro pour laquelle le côté face a plus de probabilité, 56 %, de retomber que le côté pile1. Pas de problème. Nous ferons comme ceci : nous lancerons la pièce deux fois de suite, après que les deux joueurs auront choisi entre (face, pile) (d’abord face puis pile) et (pile, face). Si nous obtenons (face, face) ou (pile, pile), nous relançons la pièce. Mais avec cette méthode, les résultats (face, pile) et (pile, face) ont la même probabilité de sortir, que la pièce soit truquée ou non, et tout le monde sera d’accord.

			Une autre croyance fausse, quand on achète des billets de jeux de hasard, est celle des numéros qui ne sortent pas et des numéros qui sortent. Tous ont la même probabilité de sortir, et c’est facile à expliquer. Mais l’erreur qui attire le plus mon attention, sérieusement, par les temps qui courent, c’est celle qui provoque des queues devant les bureaux de loterie comme, par exemple, à Madrid, le célèbre Doña Manolita.

			Réfléchissons un instant : la probabilité que vous touchiez le gros lot en achetant votre billet dans ce bureau ou dans un autre est la même (c’est-à-dire presque nulle). Ce qui se passe dans des bureaux aussi célèbres que celui-là ou celui d’un village, c’est qu’ils vendent des dixièmes de presque tous, sinon de tous, les numéros de la loterie.

			C’est pour cette raison que ces deux bureaux ont tant de probabilités de donner le gros lot. Mais la probabilité que votre dixième sorte, que vous l’achetiez dans tel bureau ou tel autre, est de 1/100 000. À la loterie, les gagnants sont les vendeurs de billets et, surtout, ceux qui l’organisent, et non les retraités de mon village, ni ceux du vôtre. C’est ce qu’a bien compris le gouvernement catalan, qui est en train de perpétrer sa propre loterie…

			La loterie est comme ça et, comme on dit, il n’y a rien à y faire. Mais ce qui est sûr, c’est que tous les tirages de loterie, la Primitiva ou d’autres, sont équiprobables (ils ont la même probabilité), ils sont justes. Ce qui est préoccupant, c’est de découvrir que l’Administration use de systèmes de tirage injustes pour adjuger des collèges, des logements sociaux, et même des emplois.

			Ce sont là quelques-unes des conséquences, les unes beaucoup plus graves que les autres, de ce que l’Américain John Allen Paulos a appelé innumérisme, c’est-à-dire manque de connaissances de base en mathématiques, ou inculture mathématique. L’innumérisme est plus dangereux que les fautes d’orthographe, croyez-moi, surtout face à un homéopathe ou un banquier.

			

			
				
					1 - Debora MacKenzie, « Euro coin accused of unfair flipping », New Scientist, 4 janv. 2002, https://www.newscientist.com/article/dn1748-euro-coin-accused-of-unfair-flipping/.
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			J’imagine que chaque profession comporte, inévitablement, quelques inconvénients mineurs, qui n’en sont pas moins épuisants et agaçants.

			Dans mon cas, et dans celui de la plupart des mathématiciens je suppose, un de ces petits et néanmoins pénibles inconvénients est d’avoir continuellement à répondre à la question : « À quoi servent les mathématiques ? » (Il arrive même qu’on l’assortisse d’une interjection vulgaire.) Ou bien, pour prendre un autre exemple : « Mais qu’est-ce que c’est que ces nombres premiers que vous aimez tant ? » Et cette deuxième question est en général suivie d’une affirmation finale qui est loin d’être un assentiment, sur le degré de cinglerie de ceux qui se consacrent au noble art des mathématiques.


			
				
			

		

			Eh bien le hasard a voulu que l’actualité – Snowden, la NSA et ses intrigues – vienne à notre secours et nous aide à donner une réponse à ces questions, avec des exemples tirés des unes des journaux : les mathématiques en général et les nombres premiers en particulier ont à voir avec la cryptographie permettant le chiffrage des messages. 

			Quand nous parlons de nombres premiers, nous faisons référence aux nombres naturels (ceux qui servent à compter) plus grands que 1, qui ne sont divisibles que par eux-mêmes et par 1. Comme par exemple 2 et 3, mais pas 4, qui est divisible (pas de décimales dans le quotient) par 2. La fascination qu’ils ont exercée tout au long des siècles sur les mathématiciens est indéniable. Depuis la Grèce antique, où Euclide découvrit leur beauté et démontra qu’il y en avait un nombre infini, jusqu’à récemment, où on reparla de la démonstration de la conjecture faible de Goldbach1, qui affirme que tout nombre impair plus grand que 5 peut être exprimé comme la somme de trois nombres premiers. Par exemple, 15 = 3 + 5 + 7.

			Oui, cette conjecture, outre son importance dans la théorie des nombres, est utile pour se distraire un peu en essayant de décomposer des nombres impairs en une somme de nombres premiers, ou pour distraire les autres. En ce sens, il est aussi amusant d’utiliser le crible d’Ératosthène pour calculer les nombres premiers inférieurs à un certain entier naturel donné N.Amusant et gratuit, dites donc… ça n’est pas rien…

			Très bien, très joli, dira-t-on, mais à quoi servent les nombres premiers ? Comme on l’a dit, entre autres choses, à des techniques de chiffrage de messages, de cryptographie, avec pour objectif de protéger l’information envoyée par courrier électronique. Vous voyez ce que je veux dire…

			À la une de nos journaux, outre les scandales de présumée corruption dans notre pays, nous avons pu suivre l’affaire Snowden. Edward Snowden utilisait un compte électronique, edsnowden@lavabit.com, du serveur de courrier lavabit.com, créé en 2004, comme alternative plus sûre à Gmail pour le chiffrage des messages. Compte qu’il utilisait pour convoquer des activistes et des avocats depuis Moscou…

			Et voilà nos nombres premiers. Parmi les mécanismes de chiffrage utilisés par Lavabit pour assurer le caractère privé de ses messages, se trouvait celui de la cryptographie asymétrique, dans laquelle les nombres premiers ont beaucoup à dire. Et ils le faisaient bien, savez-vous ? Tellement bien que les agences de sécurité elles-mêmes n’ont pas réussi à déchiffrer les messages et, bien entendu, le gouvernement des États-Unis a obligé ce service de courrier sécurisé à fermer. Normal, quoi…
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			Sans beaucoup entrer dans les détails et à grands traits, je dirai que le charme de la cryptographie asymétrique réside dans le fait qu’elle comprend des opérations mathématiques telles que l’une est le contraire de l’autre, et que l’une est très simple et l’autre très compliquée. Par exemple : multiplier deux nombres premiers est une opération très simple. Toutefois, si on nous donne un nombre dont nous savons qu’il est le produit de deux nombres premiers, décomposer (« factoriser » en langage mathématique) ce nombre pour trouver les deux nombres premiers qui y sont cachés est une opération très compliquée. Très compliquée dans la mesure où cela requiert beaucoup de temps de calcul avec les ordinateurs les plus puissants qui existent.

			Si nous avons 999 809 et 404 081, tous deux nombres premiers, il est très facile d’obtenir leur produit. Mais si on nous donne le nombre 404 003 820 529 et que pour déchiffrer le code nous devons décomposer ce nombre en produit de deux nombres premiers, nous devrons, en principe, bien qu’il existe des méthodes plus sophistiquées, essayer avec tous les nombres premiers jusqu’à ce que nous trouvions le premier de celui qui le divise (en l’occurrence 404 081).

			Même si un ordinateur vérifie très rapidement si un nombre premier divise un nombre donné, nous devrions essayer avec tant de nombres premiers que, forcément, la recherche serait très très longue. Bien sûr, dans la pratique, il est conseillé de choisir de très grands nombres premiers, pour que leur produit soit un nombre très, très grand (pour plus de sûreté, il est conseillé que ce produit ait plus de 600 chiffres et non 12 comme l’exemple que nous avons proposé), et il sera ainsi plus difficile à factoriser. 

			Quelque chose comme ceci :

 

			2519590847565789349402718324004839857142928212620403202777713783604366202070 

			7595556264018525880784406918290641249515082189298559149176184502808489120072 

			8449926873928072877767359714183472702618963750149718246911650776133798590957

			0009733045974880842840179742910064245869181719511874612151517265463228221686 

			9987549182422433637259085141865462043576798423387184774447920739934236584823 

			8242811981638150106748104516603773060562016196762561338441436038339044149526 

			3443219011465754445417842402092461651572335077870774981712577246796292638635 

			6373289912154831438167899885040445364023527381951378636564391212010397122822 120720357

 

			À un poil près, bien sûr. Disons alors que dans la cryptographie asymétrique, nous pouvons envoyer à quelqu’un un message si nous connaissons la valeur du produit de deux nombres premiers que ce quelqu’un a choisis, mais pour le déchiffrer, nous devrons connaître les nombres premiers en question, chose extraordinairement compliquée.

			J’espère maintenant vous avoir convaincus que les mathématiques et les nombres premiers servent à quelque chose. M. Rajoy aurait été bien inspiré de s’y connaître un peu en chiffrage de messages pour ses communications, via SMS, avec son ex-ami et ex-trésorier. Mais il est clair que dans notre pays, nous ne connaissons pas grand-chose à la cryptographie… 

			

			
				
					1 - https://fr.wikipedia.org/wiki/Conjecture faible de Goldbach.	
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Sudoku a résoudre Sommets du graphe de base





OEBPS/Images/168.jpg





OEBPS/Images/8.jpg
COURBES DEBEZIER:

Quelle science y a-t-il

derriére les tableaux
de Picasso ?
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L'EXPLICATION
SCIENTIFIQUE DES OLAS
DANS LES STADES

Vous avez probablement déja contribué 12
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A PROPOS DE JPEG
ET DE VOS SELFIES

Tites-vous de cewx qui font des selfies pour rendre.
Teurs amis jalowx de leurs vacances >
Fh bien sachez que clest grice aux mathématiques
que ce geste devenn i courant est possible.
Diésolée, Loul ne pouvait étre parfait.
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Doses dengrais

Rendement des cultures
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COMMENT INVESTIR
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POUR EVITER
OUELQUES PROBLEMES
DE COUPLE

Une des surprises que nous réserve lavie, i nous
Tes femmes, quand nous partageons un logement avee
un homme, est e nous obliger  faire plouf |
orsque nous naus asseyons sur Ia cuverte des toileres
sans allumer la luniiére. Les premires fois,
nous ébauchons un sourire de tendresse, mais avec
e temps, ccla peut devenir agaan.
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. SOIR-LA
AMONTE-CARLO ?
Fausses croyances
etjeux de hasard

Caleuler T probabilité de gagnes aw e
deasard e demande qu'une simple opération
arichmirique. Mais 1y a encore des gens
quise fondent sus de fus critéces pour chosic
Tes numéros quils jouent.
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4 ET CES VIRUS
SIMIGNONS... ®
* POURQUOI ?
Queles mathématiques soient présentes
* dans rous les secteurs de notre vie est une évidence. *
Ou devrait en étre une. Ce qui ne Pest pas,
Cest qu'elles ont aussi beaucoup a dire sur Ia forme —\*i
géométrique des virus, et sur 'ADN (ou TARN)
qui est enroulé a lintérieur.
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Clara Grima

JE FAIS DES MATHS
EN LACANT
MES CHAUSSURES

Dessins de Raguel Gu
Traduit de Fespagnal
par Jean-Marie Saint-Lu
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Sudoku a résoudre Sommets du graphe de base





OEBPS/Images/175.jpg
A PROPOS DERIZ,
DE SAKE ET
D'UN CUBE EN BOIS

Aujourdhu, e vous propase de faire un perit tour

auJapon. Tt je vous mets an défl de mesurer precisément

des quantités de liquide i Vaide d'une simple petite boite.
Onjouc?
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SHAKESPEARE AIMAIT
BIEN LES PROBLEMES
DE LOGIQUE

Quand arrivent les salons du livre, les médias regorgent
de noms d’écrivains célébres, Cervantés et Shakespeare par
exemple. Mais tous les livres ne parlent pas de chevaliers
errants ou d'impossibles amours : il y a aussi de grands
Tivres de science. Intéressons-nous 4 un mélange
de tout cela: parlons de Shakespeare
ct delogique mathématique.
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SOIREES, SALUTATIONS
ET THEORIE DES GRAPHES
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(a) Chien (un ballon) (b) Octaédre [un ballon)
classique
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MIND THE MAP:
La logique topologique
des plans de métro

Vous prenez souvent le métro ? Vous aver dja observé
Te dessin desTignes sur un plan > A quoi vous fait-il penser >
Tfectivement, i un circuit lectrique, Clest normal
Jes plans de métro actuels ont é1é congus par un ingénieur
dlectricien. En fit il y 2 beaucoup de mathématiques
cachées dans cex enchevétrement de lignes de couleus.
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Batepses
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Plan du métra avant 1930
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COMBIEN DE SATELLITES
FAUT-IL POUR
QUE LE GPS TROUVE
VOTRE POSITION ?
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CRYPTOGRAPHIE : QUAND
SNOWDEN S'EST JOUE
DE LAMAISON-BLANCHE

ien e fa CTA et dela NSA

)
invisible en uilisant des clés générécs par des nombres
premiers avec Ia cryptographic asymetrique.
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EX-FETIT AMi
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DES DANGERS
DE LINNUMERISME

Linnumérisme (lincapacité A manier des concepts
mathématiques de base) peut nous conduire
4 des comportements pas toujours raisonnables,
notamment quand on nous présente un produic bancaire
ou qu'on nous montre un résultar danalyse médicale.
Démonstration.
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DIS-MOISITU UTILISES
TWITTER ET JE TE DIRAI
SITUTRAVAILLES

Nous connaissons tous des gens qui ont éxélcencids
etd
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VERITE
0UMENSONGE ?
Une question d'échelle

Tharrive que nous recevions des informations
nous I J
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Scores des joueurs pour [Espagne
(les deux plus élevés sont en gras)

Joueurs s i) x &

Casillas 1552 000 329 2046
Piqué 1?3 39 1146 3070
Puyol B3 28 292

Inicsta 1460 050 B854 3103
villa 868 050 589 2396
Xavi 18,28 119 1466 4647
Capdevila 150 612 10,56 29,91
Alonso 171 1,19 12,31 41,69
Ramos 1645 241 902 2205
Busquets 18,55 241 1299 353
Pedro 342 000 335 1675

€= Preximite, £, (1) = Interméziarité, x, = Popularité, 67 = Regreupement
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PEUT-ON ENTENDRE
LA FORME
[’UN TAMBOUR ?

Cette question peut paraitre absurde,
‘mais elle renferme une énigme extrémement intéressante,
et qui 8 occupé une partie de ln communaue
des mathématiciens pendant quasiment cinquante ans.
Ces gens-1a sont comme ca...
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LA TUURNEE
DU FACTEUR ET DU
CAMION POUBELLE

Celavous est déji arrivé e visiter une ville que vous ne.
commaissier pas et de passer plusiears fos au méme endroit.
Le problime est plus ennuyeus quand c'est un camion
poubelle qui passe phusicurs fois dans la méme rue,
ou encore le facteur. Les mathématiques
pevent-elles les aider
Bien évidemment.
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POURQUOI
LES TSUNAMIS ONT-ILS
UN IMPACT PLUS FORT
SUR LES PLAGES ?

Les mathématiques peuvent expliquer
beaucou; p plu: meurtrier

il se déplace beaucoup

T en haute mer.
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QUA DONC PENROSE
CONTRE LES
PERIODIQUES ?
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DETECTER UN SPAM
SURTWITTER GRACE
ALALDIDE BENFORD
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TIENDRONS-NOUS TOUS
SUR LA PLANETE ?
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Nombre de films oujoue Nicolas Cage
inversement corrélé avec
Nombre d'accidents dhélicaptére entrainant | mort des passagers
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A PROPOS DE PIGEONS,
DE CHEVEUX ET DE
RANGEES DE CHAISES

Penser-vous quil y ait 4 Madrid dews personnes ayant
exactement le méme nombre de cheven sur e crén
Vo, je suis absolument sdre que ou, Non, je ne me suis
pas amusée i compter les cheveus de tous les Madrilines,
s encore. Mais Cest ce qu'on peut déduize
du principe du pigeonnicr.
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CAUSALITE IMPLIQUE
CORRELATION
(mais l'nverse
n'est pas vrai)

Quel rapport entre la consommation de fromage
et les revenus générés par s terrains de golf >
Aucun, pas vrai ? Pourtant, si on étudie le comportement
des deux données aux Erats- Unis, il semblerait qu'elles
aillent de pair. Que doit-on en conclure ?

Rien du tout.
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A PROPOS DU LACAGE
DES CHAUSSURES

Le mathématicien est un de ces étres humains
qui peuvent en arriver a se poser des questions
méme au moment de nouer les lacets de leurs chaussures.
Ou plus précisément, sur la fagon de nouer les lacets.
Combicn existe-t-il de fagons différentes de le faire ?
Et quelle est Ia plus efficace ?
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Hauteur de a pyramide
Base dea puramide
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ETVOILA POURQUOI
LES LISTES DE CONSEILS
NE SERVENT A RIEN
e e T
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CHAOS ET METEO:
Peut-on vraiment
prédire le temps ?

Nous avons tendance a plaisanter sur les erreurs
du présentateur de la mérco ct nous n’avons pas
grande confiance en ses prévisions. Mais est-il si facile
de predire Te temps qu'il fera ? Fr comment sc fait-il
que les mathématiciens et/ou les physiciens n'aient
pas encare trouvé de formule exacte poury arriver >
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CE QUE LES FOURMIS
NOUS ENSEIGNENT
# SUR LES ALGORITHMES

Auprintemps, avec le bean temps, reviennent le saleil,
Tes allergies... et Tes fourmis !
Ces petites bestioles génantes qui envahissent
nos cuisines sont aussiTes inspiratrices d'unc classe
assez performante dalgoridimes.
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Scores des joueurs pour les Pays-Bas
(les deux plus élevés sont en gras)

Joueurs (4 [A{] x &

Stekelenburg 16,34 0,32 763 28,35
Van Der Wiel 1443 2,97 9,79 3133
Heitinga 16,23 2,67 11,06 31,34
Mathijsen 1230 1,30 10,84 33,22
V.Bronckharst 15,74 1,12 10,07 37200
Van Bommel 12,46 3,08 11,18 32,36

Kuyt 297 1,67 9,02 2206
Dc Jong 10,95 2,73 9,28 28,36
Van Persie 6,89 2,92 588 20,13
Sneijder 10,91 23r 10,32 33,77
Robben 5,91 0,16 491 23,91

€= Preximite, C,{1) = Intzrméciarité, x = Fopularité, € = Regreupement
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FOOTBALL :
Les maths font mieux
que Paul le poulpe

La Coupe du monde de football revient tous s quatre
ans. Vu qu'on ne peut phus comprer surle perit poulpe
(quil repose en pais), i e trouvera toujours des gens
pour chercher des signes dans s bizarreries de la nature.
o i e b
je propose daller voir du coeé de a scicnce
‘pous prédire les résltats du match,
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Probabilité Probabilité
Heures de précipitation Heures de precipitation
0000-01:00  10% 12:0043:00  10%
01:00-02:00 10% 13:00-14:00 10%
02000300  10% 14:004500  10%
03:00-04:00  10% 15:0046:00  10%
04000500  10% 16001200 10%
05:00-06:00 10% 17:00-18:00 10%
06:00-07:00 0% 18:0019:00  10%
07:00-08:00 0% 19002000  10%
08:00-09:00  10% 20002100 10%
09:00-40:00 0% 21:00-22:00  10%
10:0012:00 0% 22:0023:00  10%
11:00-12:00 0% 23.0000.00  10%
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GRACE A UN ARBRE
DE PERRON
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REAL MADRID
VS ATLETICO :
Qui sera le vainqueur ?

En 2014, lafinale e la Ligue des chumpions
HeFUTTA  opponé ok el ¢ I capiale

dan tous les Espagnols ont cssayé de prédire Fissue.
Vieme les mathématiciens.
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LUMBIEN UE BUNBUNS
Y A-T-IL DANS CE BOCAL ?

Avez-vous déja parié que vous devinericz combicn
il y avait de bonbans on de billes dans un bocal 2
En tout eas, vous connaissez sirement des expériences
Wintelligence collective comme celle du joker du public
dans fes jew rélévisiss du genre « Qui veur gagner
des millions 2. Voici quelques pisces pour parier sans
risque et sans dépendre des autres, en vous servant
simplement des mathématiques. Et de votre intelligence.
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APPRENEZ A RANGER
MIEUX QUE VOTRE MERE

Je ne sais pas vous, mais moi, avec arrivée des vacances
d'été, je fais le projet de passer deux ou trois jours
aranger : livres, jouets, chaussures, cables et chargeurs...
Toujours avec le méme succes, bien str.

Mais Cest que ranger est aussi difficile que de renoncer
au chocolat. Plus méme. Existe-t-il des méthodes
qui n'impliquent pas d'appeler notre meére au secours ?
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Consommation de créme fraiche par personne
inversement corrélée avec
Nombre de morts par inanition aux Etats-Unis

T e o R T

. Cavsom mation d2 créme fraiche pa person
W Sorrbrc de morts par inerition aux Etats Unis.
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LES PIGEONS SONT-ILS
PLUS INTELLIGENTS
QUENOUS ?

Thest rare que nous nous extasiions devant un pigeon.
s volariles ingrats ont pourtant des qualités
surprenantes. Une expérience fte par des chercheurs
en psychologie a montré qu'ils peuvent parfois tre plus
intelligents que les humains quand, par cxemple,
onles met face au dilemme de Monty Hall.
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UTILISEZ MOINS

DE PAPIER POUR

VOTRE CADEAU
DE SAINT-VALENTIN

Quand Ia féte des amourewx approche, certains
0 cadequ pout b personne &m
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COMMENT FAIRE |
PASSER UN CANAPE
DANS UN COULOIR
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LES AVIONS VOLENT-ILS
EN LIGNE DROITE ?
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COMMENT REUSSIR
SON SELFIE... MEME AVEC
UNE CHEMISE RAYEE






OEBPS/Images/7.jpg





OEBPS/Images/107.jpg
DONUTS ET MACHINES
ACOUDRE

Je connais peu de gens qui confoctionnent leurs virements
emc-mémes, ce qui pourrait nous faire penser que
les jons des machines & coudre sont comptés,
‘mais rien est plus éloigné de la réalité. Nous pousrons
avoir desTivees numeériques, de Targent virtuel,
dela noursiture en gélules. .. mais il faudsa toujours
fabriquer nos vétements.
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Base du masu

Base de la pyramide =
2

Hauteur de 2 pyramide = Hauteur du masu

1 Base du masu
Volume de la pyramide= —— [ ————— x Hauteur du masu]
2

Volume du masu=1litre

Volume de la pyramide =
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