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    INTRODUCTION


    Un seul événement avec un enfant, perçu dans toute sa richesse, nous offre souvent bien plus qu’une même expérimentation reproduite un millier de fois avec des centaines d’enfants. […] Cet événement peut agir comme une fenêtre par laquelle  nous obtenons un meilleur aperçu du monde qui nous entoure et que nous n’avons peut-être pas entrevu de cette façon.
Stephen Brown1


    La classe de mathématiques, quel que soit son niveau scolaire, est souvent synonyme de complexité et de perplexité. Moments de plaisir pour certains, de terreur pour d’autres, elle a fait vivre des passions tout comme elle a provoqué l’ennui. Souvenirs lointains pour plusieurs, réalité quotidienne pour les enseignants et les élèves, la classe de mathématiques est une mine d’or pour le didacticien des mathématiques. Ce que les étudiants y font est une source constante d’étonnement, de fascination et d’occasions de réfléchir. Les divers raisonnements des élèves – leurs stratégies, solutions, affirmations, erreurs, etc. – sont remplis de messages, d’idées et de questionnements sur les mathématiques.


    Mes travaux de recherche m’amènent fréquemment à être présent en classe, autant au primaire, au secondaire qu’à l’université. Dans leurs façons de faire les mathématiques, les élèves m’offrent souvent ce que j’appelle affectueusement des «perles mathématiques», à travers divers raisonnements, erreurs, questions, stratégies et solutions. Loin de n’être que de simples anecdotes, ces perles renferment des occasions de comprendre comment les élèves eux-mêmes comprennent les mathématiques, comment ils les font, mais aussi comment il est possible de les faire, de les discuter, de les questionner, etc. Il y a là, dans ce qu’ils font, et aussi dans ce qu’ils ne font pas, une source intarissable d’inspiration pour faire avancer les mathématiques et leur enseignement.


    Pour un didacticien des mathématiques comme moi, il y a de quoi être fasciné au jour le jour par toutes ces richesses qui se produisent dans ces classes. En revanche, plusieurs de ces moments d’intelligence demeurent souvent enfouis ou cachés sous les expressions «incompréhension», «non standard», «anecdote», «erreur», «hasard», «processus personnel», «conception alternative», qui sont parfois accolées aux travaux des élèves. L’intention de cet essai est de mettre en lumière plusieurs de ces perles mathématiques et d’engager, grâce à elles, des réflexions au niveau mathématique et didactique.


    Un livre et des leçons


    Le contenu de cet ouvrage tire son origine de discussions et d’événements qui surviennent dans des classes de mathématiques de tous les niveaux d’enseignement. Il se compose de 30 «leçons». Celles-ci proposent des réflexions didactiques et mathématiques voulant illustrer comment tous les Marco, Adam, Marie, Carla et Nicolas qui peuplent les classes peuvent nous aider à comprendre plusieurs notions concernant les mathématiques et leur enseignement. En d’autres mots, ces leçons nous montrent que les élèves peuvent aussi nous… enseigner!


    Dans le langage commun, une leçon est un moment dédié à l’enseignement d’un sujet précis. Aussi, l’expression «faire la leçon» signifie sanctionner, gronder, punir. Mais ces 30 leçons jouent plutôt sur deux dimensions:


    
      	Elles s’intéressent aux mathématiques et à leur enseignement, en tirant des réflexions et des réalisations à leur propos, à partir d’événements réels ayant eu lieu en classe.



      	Elles sont inspirées par les élèves qui nous communiquent, à travers leurs commentaires, questions, stratégies et solutions, comment ils voient les faits. Autrement dit, les élèves nous rappellent, par leurs idées, que notre manière de concevoir les mathématiques n’est peut-être pas toujours la seule possible.


    


    L’utilisation de l’expression «leçon» revient à dire que parfois, ce sont les élèves qui nous font la leçon en classe, en soulignant, en montrant, en rendant transparent, des éléments des mathématiques et de leur enseignement que nous avons peut-être oubliés ou encore, à l’occasion, que nous ignorons tout simplement. Ces événements nous invitent à porter une attention particulière aux façons de comprendre, de faire, de parler et de réfléchir en mathématiques, ainsi qu’à tout ce qui peut en être soutiré pour la classe elle-même.


    Ces leçons n’ont pas le but d’expliquer comment enseigner ni celui de critiquer l’enseignement. Cet essai n’est pas non plus un guide du savoir-faire en classe, avec des recommandations ou des prescriptions sur l’enseignement des mathématiques. Cela n’intéresse pas le didacticien des mathématiques, qui ne prétend pas être un «super-enseignant», comme l’exprime mon collègue Hassane Squalli, de l’Université de Sherbrooke.


    Un détour par Piaget


    Il est souvent dit, peut-être de manière rebattue, que la vérité sort de la bouche des enfants. Les plus jeunes nous offrent des occasions de comprendre le monde autrement, de nous y exposer certaines vérités que parfois nous ne voyons plus ou que nous avons manquées. Les leçons de cet essai regorgent de ces moments de «vérité» qui, en retour, soulignent des raisonnements importants qui nous échappent parfois, parce qu’ils se confondent avec ce que nous ne connaissons pas.


    Dans ses travaux, Jean Piaget, le célèbre psychologue suisse, a provoqué une mini-révolution en affirmant que les enfants ne sont pas de petits adultes. Il a abondamment insisté pour que nous ne comparions pas leurs façons de penser avec les nôtres. Les enfants ont leur compréhension du monde, ancrée dans un rationnel et une cohérence qui leur sont propres. En ce sens, Piaget a fortement argumenté la nécessité d’investiguer rigoureusement les raisonnements des enfants comme ce qu’ils sont: des raisonnements d’enfants. Force est d’admettre que Piaget s’est attardé aux erreurs de compréhension qu’ils commettent, les considérant ou les liant à des conceptions erronées ou à des connaissances non achevées et en construction. Il a bien sûr relevé que les enfants ont leurs propres cohérence et rationalité. Toutefois, les connaissances en devenir des enfants ont régulièrement été présentées comme des erreurs surprenantes, des liens non anticipés, etc., qui restaient au stade de l’anecdote, de la réaction spontanée, naïve, voire «mignonne». Rarement, les méthodes des enfants ont été considérées comme des raisonnements solides pouvant nous interroger sur nos propres raisonnements, nous amenant parfois – et pourquoi pas? – à prendre conscience que les nôtres sont peut-être tout aussi en devenir et non achevés.


    Loin de moi l’idée de critiquer Piaget. Néanmoins, la perspective adoptée dans cet ouvrage est fort différente. Les façons de faire des élèves ne sont pas examinées pour distinguer ce qui leur réussit de ce qui ne fonctionne pas, mais plutôt dans l’optique de questionner et d’éclairer notre entendement et notre enseignement des mathématiques. C’est en ce sens que les élèves peuvent nous faire la leçon.


    Une démarche de sensibilisation


    Ces leçons s’inscrivent avant tout dans une démarche de sensibilisation à cette richesse souvent cachée des façons qu’ont les élèves de faire des mathématiques. Les élèves peuvent nous être une belle source d’inspiration tout en nous aidant à réfléchir sur nos façons d’intervenir avec eux. Car, sur ce plan, nous en avons tous encore beaucoup à comprendre!


    Les leçons détaillées relèvent aussi la nature dynamique des mathématiques qui, pour nombre de personnes, revêtent un caractère austère et autoritaire, peu malléable et peu imaginatif. Le travail des élèves en classe montre bien le contraire! Les mathématiques sont flexibles et surtout pas figées; elles peuvent être pensées de façons variées, différentes des nôtres, plus habituelles et conventionnelles. Il est possible de déceler, même dans les mathématiques les plus élémentaires, de nouvelles idées ou de nouvelles approches.


    Finalement, ces leçons veulent sensibiliser les lecteurs et les lectrices aux subtilités et défis de l’enseignement des mathématiques. Il est tentant de croire que les mathématiques s’enseignent simplement en dictant des procédures à suivre, en énonçant des définitions claires et précises, en les répétant, et en guidant les élèves directement vers les supposés «bons» savoirs et «bonnes» méthodes mathématiques. Et, qu’en retour, les élèves vont comprendre comme nous le voulons. Rien ne semble plus faux! Les raisonnements si divers des élèves, et ce, dans une même classe, montrent bien qu’ils soutirent, comprennent et raisonnent chacun à leur façon ce que leur enseignant leur explique. Pourquoi cela devrait-il être autrement? Peu d’humains comprennent la même chose après avoir entendu un même discours, vu un même film, etc. Cette diversité de compréhension et de méthodes des élèves indique parfaitement comment l’acte d’enseignement est constamment à repenser, à questionner et à renouveler et qu’il ne se résume pas à quelques astuces, maximes ou prescriptions.


    Un pari et une posture


    Ma perspective est singulière. En offrant mon regard de didacticien sur le fonctionnement des élèves, sur les mathématiques et sur leur enseignement, je me sers de ces leçons pour ouvrir l’espace des possibles, comme diraient les chercheurs canadiens Dennis Sumara et Brent Davis2. Ces leçons proposent de considérer cette posture, en se plaçant à l’écoute des élèves, pour être réceptifs à leurs richesses potentielles et pour en soutirer des enseignements autant sur les mathématiques que sur, justement, leur enseignement. À l’instar de Stephen Brown, cité en exergue, je souhaite que mes propos inspirent une réflexion profonde et contribuent à secouer quelques préjugés touchant la relation qu’ont les élèves, tout comme les adultes, avec les mathématiques et leur enseignement.


    Une organisation thématique


    Les leçons abordent divers thèmes mathématiques travaillés à l’école primaire et secondaire, allant des nombres à la géométrie en passant par l’algèbre et les fractions. Courtes et synthétiques, ces leçons possèdent une structure similaire: un événement de classe est décrit et ensuite discuté, exploré et questionné. Des éléments de réflexion sont proposés en lien avec cet événement, ainsi que sur les mathématiques en jeu et leur enseignement.


    Les leçons ont été regroupées en six thématiques, dans le but de faciliter l’organisation et leur lecture: 1) L’écriture et les nombres; 2) Les nombres et les opérations; 3) La géométrie; 4) Les fractions; 5) L’algèbre; 6) Quelques généralités. Ce regroupement ne constitue pas une indication sur la manière de les lire ou de les considérer, mais simplement une organisation possible pour le lecteur voulant démêler le contenu mathématique. Chacune de ces parties est précédée d’une introduction à la thématique, permettant de saisir le fil conducteur commun aux leçons. Toutefois, ces sections n’exigent pas une lecture dans l’ordre présenté, ni en fonction de leurs thématiques: elles sont indépendantes les unes des autres…


    Et, maintenant que la table est mise, place à ces leçons!

  


  
    PREMIÈRE PARTIE
L’ÉCRITURE ET LES NOMBRES


    L’écriture en mathématiques est un enjeu de taille. Notre système d’écriture avec ses 10 symboles, les chiffres, contient certaines complexités qui apportent aussi des forces pour représenter et donner un sens aux nombres. C’est pour ces raisons que l’enseignement du système d’écriture occupe une place notable à l’école à tous les niveaux et que les enfants y sont initiés dès les premières années du primaire, voire dès la maternelle.


    Ce système d’écriture est un outil essentiel pour la communication du travail mathématique. L’écriture des nombres permet d’exprimer à d’autres (et aussi à soi-même) ce que nous avons fait et comment nous y sommes parvenus: elle communique nos mathématiques. Par souci de bien le faire, une vigilance des plus marquées est portée à l’écriture, soit à ses conventions, à ses représentations usuelles, etc., avec l’intention de s’assurer que le message est énoncé et compris correctement, autant pour l’autre que pour soi (particulièrement si le but est d’y revenir plus tard, ou encore pour l’enseignant qui corrige la copie…). Mais le système d’écriture représente davantage que la simple transmission des idées mathématiques.


    Il y a plus de 30 ans, Victor Byers et Stanley Erlwanger3 soulignaient l’importance de la forme et du contenu en mathématiques. En insistant sur leurs interrelations, ils expliquent que le contenu mathématique mène au développement de certaines écritures, un symbolisme mathématique, et que cette forme permet à ces contenus mathématiques d’avancer et d’acquérir un sens.


    Vu ainsi, notre écriture des nombres fait plus que communiquer: elle encapsule les contenus mathématiques, les nombres eux-mêmes, et leur donne vie. En réponse, ces contenus mathématiques donnent vie aux écritures mathématiques qui se développent à travers divers usages et intentions. Contenus et écritures mathématiques sont en relation dialectique: ils se complètent et s’autoenrichissent. Et, de ces allers-retours entre écriture et contenu, où chacun évolue et fait évoluer l’autre, le sens mathématique émerge. C’est précisément à cette puissance de l’écriture en mathématiques, allant bien au-delà de la communication d’idées mathématiques fixées et préétablies, que cette première partie s’attarde.

  


  
    1 LE SYMBOLISME4


    Lors de leurs premières expériences avec l’écriture des nombres, les élèves jouent avec les symboles, les chiffres, et les écrivent à leur façon, les manipulent, essaient de donner un sens à ce qu’ils représentent, etc. Pour plusieurs d’entre eux, la flexibilité est de mise lors de ces premiers pas dans le monde des chiffres, où par exemple, la quantité «treize» peut être représentée par «13», mais aussi par «31». L’ordre usuel de «13» est certainement à privilégier, mais l’écriture inversée est tolérée pendant un certain temps, car l’élève est alors en exploration de ces chiffres qui composent l’écriture des nombres. L’élève qui écrit «31» sait très bien qu’il ne parle pas de «trente et un» stylos mais bien de «treize» ou encore que le numéro qui lui a été assigné en classe, une pratique courante au Québec, est le «treize» et non le «trente et un», car ils ne sont que «dix-huit» dans sa classe de maternelle! Bien que ces inversions soient tolérées dans les débuts, bon an mal an, l’intention devient d’aider l’élève à représenter symboliquement ces nombres dans le «bon ordre». Cela s’avère crucial, non pas parce qu’il faut écrire ainsi, mais parce qu’un monde mathématique est mis à jour à travers cette écriture, à travers ce symbolisme mathématique.


    Dans une classe du premier cycle du primaire, l’enseignant demande aux élèves de sept et huit ans s’il est possible de composer des paquets de quatre avec 24 jetons. Alors qu’ils sont tous au travail, Pascal tire sur ma chemise et me dit qu’il connaît plusieurs nombres qui permettent de constituer des paquets de quatre. Il commence à me les énumérer en disant: «quatre, huit, douze, seize… vingt, vingt-quatre… vingt-huit…». Je lui signale, puisque la tâche pouvait être poussée plus loin pour lui, d’écrire ces nombres sur un bout du tableau dans le coin de la classe pour qu’ensuite, avec tout le groupe, nous regardions ce qu’il a trouvé. Une dizaine de minutes plus tard, je me rends compte que Pascal a inscrit plusieurs nombres, notés par bonds de quatre, et certains inversés, allant de 4 à… 29. Voici la liste produite par Pascal:


    
      [image: ]
    

    Suivant cette logique, et mis à part une erreur à 62 au lieu de 60 (qui «s’autocorrige» avec 68, si le bond de 64 est oublié), la robustesse des bonds numériques exécutés par Pascal est palpable. La flexibilité relative à l’ordre des chiffres dans l’écriture du nombre, où le garçon s’est davantage centré sur le nombre plutôt que sur sa traduction en écriture chiffrée, peut être perçue comme une force. Il y a en effet de quoi se réjouir de voir qu’il a mis l’accent sur les bonds et les transformations d’un nombre à l’autre, un élément au cœur du sens du nombre, et non uniquement sur l’écriture. Au-delà des inversions dans l’écriture, Pascal semble maîtriser la notion de bonds de quatre.


    Ces réjouissances laissent toutefois place à des questionnements. Nous avons regroupé ensuite la classe autour du tableau et invité Pascal à expliquer son raisonnement et ce qu’il avait développé. Pascal affirme avoir développé une suite de nombres par bonds de quatre, en les nommant oralement tout en les pointant dans sa liste: 4, 8, 12, 16… tous les élèves suivent et quelques-uns anticipent même le bond d’après… 20, 42, 28, 32, 63, 40, 44… (il a énuméré: «vingt», «vingt-quatre», «vingt-huit», «trente-deux», «trente-six», etc.). Aucun écolier ne bronche devant l’écriture inversée de Pascal, et ce, même si le tableau voisinait une grille de nombres de 1 à 100, suspendue au mur, avec tous les nombres écrits dans l’ordre conventionnel.


    Pascal soudainement s’arrête, intrigué par ses propres observations, et tente de verbaliser qu’une certaine répétition se produit dans les nombres qu’il nomme à l’oral (en effet, «quatre/huit/douze/seize/vingt/vingt-quatre/vingt-huit/etc.»). Pour tâcher de comprendre cette répétition, il nous pointe ses nombres écrits, mais n’y relève rien et s’éloigne du tableau, un peu surpris… Certains nombres se répètent, comme des 2, des 4 et des 8, mais il n’est pas possible d’y voir plus que leur répétition, qui semble être quelque peu aléatoire…


    La cloche sonne et Pascal reste un peu bouche bée. Alors que ses camarades partent manger, je reprends certaines idées avec Pascal sur son écriture. Mais il est distrait, en pensant à ses copains, et s’intéresse moins au «monsieur de l’université» qui lui parle de nombres et de leur écriture que de savoir avec qui il sera assis pour dîner.


    Comment ne pas applaudir les idées de Pascal et son aisance à trouver des bonds de quatre, mais aussi celle des autres élèves qui ont parfaitement suivi ses explications, malgré l’écriture inversée. En effet, cette inversion est peu significative pour les élèves qui déclarent sans gêne qu’il est possible d’écrire les nombres «comme on veut», car «vous avez compris, monsieur, ce que je voulais dire»! D’une certaine façon, ils ont raison, du moins sur le plan de la communication de leur travail mathématique. Les élèves, et Pascal en particulier, ont réussi à bien communiquer leurs idées mathématiques relatives aux bonds de quatre, même si l’écriture était parfois inversée.


    Sur le plan du rôle du symbolisme dans la création de sens en mathématiques, c’est une tout autre histoire. Ironiquement, c’est leur flexibilité dans l’écriture des nombres qui leur joue alors des tours. Au-delà d’être un outil de communication, une force du symbolisme est de permettre de voir plus, de produire de nouvelles idées et compréhensions mathématiques. La représentation symbolisée des concepts mathématiques et les concepts eux-mêmes vont de pair, ils évoluent ensemble, en s’influençant l’un l’autre5. Le symbolisme sert à représenter les nombres et les idées mathématiques, et ces symbolisations offrent ensuite l’accès à des nouvelles compréhensions: il est possible d’en tirer de nouvelles idées, de nouvelles possibilités, qui exigeront éventuellement un symbolisme inédit, et ainsi de suite. Cela s’applique à toute forme de symbolisme, de l’algèbre au calcul différentiel en passant par les nombres et les représentations géométriques; le symbolisme et les concepts mathématiques vont de pair et évoluent en se nourrissant mutuellement.


    Revenons à Pascal. Sa suite de nombres écrits rend saillante une force de notre système d’écriture, ouvrant la voie au développement d’une compréhension supplémentaire sur les nombres de sa suite. Comme le montrent les deux tableaux suivants, l’écriture conventionnelle met à jour la répétition des 4, 8 et des 2, 6, 0 qui forment une régularité de bonds de quatre; toutefois l’écriture inversée de Pascal laisse cette régularité plutôt opaque.


    Il est instructif de s’apercevoir que la suite de nombres de Pascal, même si elle est adéquate au niveau des nombres, ne permet pas de déduire cette régularité qui se constate par l’écriture des nombres. En fait, cette régularité se révèle aussi au niveau des mots, car Pascal a effectué une répétition dans la façon avec laquelle il nomme les nombres qu’il a écrits: le 4, le 8, le 2, etc., et qui sont constamment revenus dans sa suite orale. Mais il ne l’a pas perçue au niveau symbolique, celui de l’écriture. Et comme il ne maîtrise pas encore l’écriture des nombres en lettres («vingt-quatre», vingt-huit», etc.), il n’a pu se rabattre dessus. Sa façon d’écrire ses nombres avec des chiffres est sa seule option.


    
      
    

    Ainsi, Pascal s’en tient à des bonds de quatre, mais il n’est pas aller plus loin, voire il en a perdu l’intérêt, car aucune régularité n’est apparue. L’écriture inversée lui a joué un tour en l’empêchant de voir plus.


    La leçon à tirer n’est évidemment pas de devenir soudainement rigide et d’empêcher l’exploration flexible de l’écriture symbolique des nombres par les élèves. Bien au contraire. Pascal nous démontre que c’est justement à travers l’exploration de cette écriture que l’intérêt initial de celle-ci comme simple moyen de communication peut être dépassé. Par son travail, Pascal nous sensibilise au potentiel mathématique latent au cœur du symbolisme, ainsi qu’à la limite qui existe de le concevoir uniquement comme un moyen de représenter et de communiquer les mathématiques.


    Loin de l’idée de l’importance d’«écrire comme il le faut», Pascal nous rappelle que l’écriture mathématique porte en elle une puissance considérable pour aller au-delà de la simple communication et pour explorer le sens au cœur des mathématiques étudiées.

  


  
    2 LA FORME ET LE CONTENU6


    L’interrelation entre forme et contenu soulignée à la leçon précédente a plusieurs visages. De prime abord abstrait, ce phénomène a été concrètement illustré dans une classe de cinquième année que je visitais, où les 25 élèves avaient à répondre à la question suivante: comment partager trois pizzas également entre deux enfants (avec un dessin de trois pizzas au tableau). À peine la question posée, l’interaction suivante avec moi s’est produite:


    Daniel: Un entier et une demie.


    Moi: Comment écrirait-on ça?


    Daniel: Un et une demie!


    Moi: [J’écris «1 et ½» au tableau.] Comme ça, donc chacun a ça?


    Plusieurs élèves: Non!


    Tom: Non, ce n’est pas ça. [Il dessine avec son doigt dans les airs.] C’est 1, tu as la barre et tu as 2.


    Moi: [J’écris «» en-dessous du «½».] Comme ça? C’est vrai que c’est un peu mêlant, c’est mon habitude, des fois, nous les adultes… on l’écrit comme ça.


    La réaction spontanée des élèves nous souligne qu’il y a peut-être, dans l’écriture «½», beaucoup plus qu’une façon non habituelle d’écrire «une demie». Cette écriture ne semble tout simplement pas valide pour les élèves pour représenter une demie, nous illustrant concrètement du même coup la question de l’interrelation entre la forme et le contenu mentionnée auparavant. Ils nous exposent implicitement que si nous changeons la forme, nous changeons le contenu et alors le concept n’est plus le même. Pour ces élèves, le concept de «demie» et l’écriture «» sont indissociables, où l’écriture «» est la façon d’exprimer cette fraction, et vice-versa. Symboliser autrement la demie revient à référer à un autre concept ou, encore, à faire erreur.


    Pourquoi les écritures «» et «½» ne nous dérangent-elles pas, nous adultes faisant des mathématiques, alors qu’elles embêtent les élèves? En réalité, ils nous expriment que certaines formulations sont adéquates et d’autres non; de la même façon que nous pouvons leur signifier que certaines de leurs formulations sont adéquates et d’autres non.


    Leur réaction nous rappelle que l’écriture est importante, entre autres, pour communiquer et expliquer ce que nous faisons. Un exemple notoire est celui de l’élève qui dit: «3 fois 4 égale 12, et si on ajoute 4 ça donne 16» et le symbolise par: «3 × 4 = 12 + 4 = 16». Bien que l’élève maîtrise oralement le concept d’additions consécutives, son écriture est inadéquate. Nous lui répliquerons: «Attention, non, 3 × 4 n’est pas égal à 16», ce à quoi il répondra souvent, en haussant les épaules: «Mais je sais bien!» Nous lui soulignerons que c’est bien «3 × 4 = 16» qu’il vient d’écrire. Bien évidemment, l’élève ne pense pas que trois fois quatre égale 16. Et il ne manque pas de rigueur mathématique, puisque pour lui ce n’est pas «3 × 4 = 16» qu’il a écrit. Des mots sont absents de son écriture et du sens qu’il voulait représenter par cette égalité: il manque le «et si on» entre le 12 et le signe «+».


    Ce qui dérange dans «3 × 4 = 12 + 4 = 16» est aussi ce qui ne nous inquiète pas pour «» et «½». Dans le premier exemple, nous nous soucions de ce qui est communiqué, mais pas dans le deuxième, où nous reconnaissons la même idée dans les deux écritures; tout comme l’élève qui lit «3 fois 4 égale 12, et si on ajoute 4 ça donne 16» dans «3 × 4 = 12 + 4 = 16». La préoccupation à propos de la communication ne concerne pas la production mathématique pendant qu’elle a lieu. Elle n’est pas relative à la compréhension de l’élève: nous savons très bien qu’il ne pense pas que «3 × 4 = 16». Cette inquiétude touche la compréhension d’autrui: une autre personne, qui n’aurait pas participé à la discussion et verrait cette fausseté de «3 × 4 = 12 + 4 = 16» écrite au tableau, pourrait croire qu’il y a erreur de compréhension. De la même manière, un lecteur distrait ayant parcouru en diagonale ces mêmes lignes et voyant fréquemment apparaître l’écriture «3 × 4 = 12 + 4 = 16» pourrait penser qu’une erreur s’est glissée dans ce texte…


    Notre souci concerne en effet la communication ultérieure. Sur le moment, nous comprenons ce qui est dit, nous sommes dans l’action; en revanche, lorsque nous n’y serons plus ou que nous relirons nos notes ou des extraits de tableau, nous ne pourrons pas comprendre ni voir ce qu’il manque, nous n’entendrons plus le «et si on» entre le 12 et le signe d’addition. De la même façon, «une demie» exprimée oralement ne sera plus là pour accompagner ce bizarre «½». Les élèves voient une possibilité de s’y méprendre et admettent qu’il ne faudrait pas écrire n’importe comment cette «demie».


    Les élèves nous montrent – et nous «enseignent»! – que notre crainte du futur nous conduit parfois à avoir un discours centré sur la forme. Pour éviter les erreurs et difficultés possibles de communication produites par une certaine formalisation, notre discours se centre sur cette forme, sur une façon d’écrire… possiblement et malheureusement au détriment de la compréhension du contenu. Victor Byers et Stanley Erlwanger l’expriment ainsi: «Est-ce que l’erreur pointe vers un manque de compréhension des relations entre les concepts ou uniquement vers leurs expressions formelles7?» Mais comment faire le tri entre ce qui doit être identifié comme «écriture erronée» et «écriture adéquate»?


    La réaction des élèves nous indique leur façon de saisir notre propre rigidité, lorsque nous leur demandons d’exprimer clairement et adéquatement les mathématiques; que la forme «3 × 4 = 12 + 4 = 16» soit fausse est secondaire au besoin de conceptualiser l’égalité et ses implications («et si on»). Ces écritures sont des occasions de développer d’autres formes de représentation du contenu recherché (par exemple: «3 × 4 = 12; ➞ + 4 = 16»). Le même contenu, maintenant bonifié, peut se déployer dans un nouveau symbolisme. Idem pour la demie, qui s’exprime pour les élèves dans «1 – barre horizontale – 2», et offre visuellement une séparation claire des parties et du tout: le tout (coupé en deux parties) et la prise d’une partie qui représente la moitié de ce tout. La forme «» représente le contenu voulu, ce que «½» ne représente pas pour eux (du moins pour l’instant). Mais la relation entre l’écriture «½» et «» est flexible et évolutive – rien de rigide –, faisant naître pour l’une et l’autre des occasions de conceptualisation et de formalisation supplémentaires (il existe d’ailleurs plusieurs écritures pour représenter «une demie», telles que 1: 2 ou 50%, dans lesquelles la relation avec le tout prime, tout comme le fractionnement et le nombre de parts).


    Les élèves nous rappellent que nous leur avons peut-être communiqué, involontairement, que la forme est le concept et que le concept est sa forme. Peut-être qu’en voulant protéger la façon de symboliser, soit la forme et la façon d’écrire les mathématiques, nous avons mis de côté une dimension essentielle des mathématiques elles-mêmes: le contenu! Il n’y a pas à choisir entre un ou l’autre, puisque c’est à travers une relation dialectique entre les deux que les mathématiques se développent. Le rejet des élèves de l’écriture «½» nous montre qu’un discours du type «ça ne s’écrit pas ainsi», voire «c’est faux», peut faire perdre de vue l’interrelation dialectique entre forme et contenu, entraînant une association fautive et rigide de la forme à ce contenu.

  


  
    3 LES DÉCIMAUX8


    Les enjeux liés à l’enseignement des décimaux ne sont pas nouveaux. Dès les années 1980, les décimaux ont été largement étudiés en didactique des mathématiques9. Les difficultés de comparaison des parties décimales et entières, le sens à donner à la virgule, les obstacles rattachés à leur écriture et leurs transformations en pourcentages ou en fractions, ou encore la tendance à transformer toute écriture fractionnaire en écriture décimale sont bien connus des enseignants. Mais, en un beau matin d’automne, je ne m’attendais pas à cet échange avec Marco, un petit bonhomme en cinquième année, alors que nous travaillions la division par deux de différents nombres et avions divisé cinq en deux parties de 2,5 et 2,5.


    Marco: Je ne sais pas si ça peut marcher, mais on peut encore diviser 2,5.


    Moi: Oh, Marco, tu es aventurier, vas-y!


    Marco: 1 virgule 1 virgule 5… fois 2.


    Moi: Ça, ça donnerait 1 virgule 1 5.


    Marco: Virgule 5. Le 1, après, il y a encore une virgule.


    Moi: (surpris) Encore une virgule? Explique-nous ça.


    Marco: Attends, ah non! Un 2 je veux dire.


    Moi: Un 2…


    Marco: 1 virgule 2 virgule 5.


    Moi: Ok, attends un peu, ça [1,1,5], ça ne marche pas. 1 virgule 2…


    Marco: … virgule 5.


    Moi: Mais explique-moi ta deuxième virgule, je ne suis pas sûr de comprendre.


    Marco: C’est parce qu’après le 1 il y a la virgule, et qu’après la première virgule il y a le 2, mais le 2 on peut encore, comme, le diviser.


    Je vous épargne mon cafouillage qui a suivi pour essayer de comprendre comment donner un sens à cette réponse et aider les autres élèves à en faire autant. Mais cette idée de multiples virgules m’a hanté plusieurs heures avant que je puisse vraiment mieux comprendre ce que Marco voyait.


    En fait, Marco nous sert ici une intéressante leçon, car il nous indique le sens que nous donnons aux décimaux lorsque nous les exprimons en termes de fractionnements. Une de nos façons habituelles de parler des dixièmes, centièmes, etc., est de le faire en termes de fractionnement de l’unité: l’unité est fractionnée en 10 parties et nous les appelons des dixièmes. Dans un contexte de mesure, par exemple, nous écrivons ces nouveaux nombres «après la virgule», qui marque la séparation de ces dixièmes avec l’unité. Rien de problématique, si ce n’est l’association directe qui peut se faire entre fractionner l’unité et mettre une virgule.


    Selon cette façon de concevoir le fractionnement, le dixième est relatif à l’unité. Or, ce dixième semble pouvoir exister uniquement parce que l’unité a été fractionnée. Le dixième devient donc le dixième de l’unité, et non pas une valeur à part entière qui a sa propre écriture. Et, en parlant d’ajouter une virgule aussi après les 2 dixièmes, Marco est très clair: «C’est parce qu’après le 1, il y a la virgule, et qu’après la première virgule il y a le 2, mais le 2, on peut encore, comme, le diviser». Ainsi, s’il est possible de diviser encore ou de fractionner les 2 dixièmes, alors les centièmes sont en fonction eux aussi des dixièmes et sont un fractionnement de ces dixièmes: il faut donc aussi mettre une virgule pour indiquer que nous avons opéré un fractionnement!


    Pourtant, tous les nombres dans notre système de numération positionnel suivent le même fonctionnement: tous sont un regroupement ou un fractionnement d’une unité quelconque. En revanche, il est rare, par exemple avec le nombre 315, de parler des cinq unités comme étant obtenues par le fractionnement de la dizaine. Pourtant, c’est bel et bien le cas: autant le dixième est un fractionnement de l’unité, autant la dizaine est un fractionnement des centaines ou encore l’unité est un fractionnement des dizaines. Toutes les valeurs de position ont le même fonctionnement et s’articulent entre elles selon ces fractionnements et ces groupements. Autant nous regardons les entiers (unités, dizaines, centaines, etc.) comme des nombres à part entière sans les associer directement aux autres positions autour d’eux, autant la même chose est à faire avec la partie décimale d’un nombre.


    D’une certaine façon, se donner le droit de parler du dixième comme d’un fractionnement de l’unité impose aussi que l’unité, la dizaine, les milliers, etc., soient traduits en termes de fractionnement d’une unité plus grande. Et l’inverse est aussi vrai, l’unité est produite par le regroupement de 10 dixièmes, les milliers par le regroupement de 10 centaines, les millièmes par le regroupement de 10 dix-millièmes.


    Cette situation met en valeur une des raisons pour lesquelles les bouliers, ces objets à partir desquels des anneaux, par exemple, sont empilés dans des colonnes distinctes pour leur conférer des valeurs, sont si intéressants pour calculer: ils n’ont pas, eux, de virgule!


    
      [image: ]
    

    Dans ces bouliers, la distinction entre dixièmes, centaines, millions, etc., n’est pas effectuée, parce qu’il n’y en a pas! La virgule n’est pas un mur qui sépare la partie entière de la partie décimale au niveau de leur nature et de leur fonctionnement: elle sert uniquement de repère pour connaître la position. Toutes les positions et leurs valeurs fonctionnent de la même façon, par regroupement et par fractionnement. C’est même parce que toutes les positions s’articulent sans distinction, selon des principes de groupement et de regroupement, que la virgule est un point de repère essentiel. En ce sens, la virgule est utile, mais en même temps elle est inutile…


    Revenons à Marco et à ses deux virgules. Ma surprise devant son affirmation décrit aussi mon malaise. Or, son écriture est pleine de sens: si les parties décimales sont produites par des fractionnements, il faut l’indiquer! Et c’est la fonction de la virgule! Marco nous montre comment nous avons instauré une façon d’exprimer la partie décimale du nombre, qui est lourde de sens et qui fait perdre de vue l’élément central de notre système de numération au niveau des groupements et des fractionnements.

  


  
    4 LES CONVERSIONS D’ÉCRITURE


    La conversion d’une écriture à une autre, par exemple le passage des fractions à des décimales ou aux pourcentages, est une source fréquente de difficultés à l’école. Du primaire au secondaire, ces conversions deviennent essentielles, elles représentent une flexibilité mathématique qui permet d’aborder divers problèmes selon différentes écritures. Exercices de routine pour quelques élèves, certains autres peinent toutefois à effectuer ces conversions aisément. Ces difficultés sont significatives et soulèvent des questions et des réflexions intéressantes sur le sens de ces conversions.


    Adam, un garçon de sixième année, avait à résoudre l’opération suivante: 50 – 30%. En opérant une conversion pour 30%, Adam obtient 49,7. Bien qu’ayant réalisé avec brio la conversion de 30% à 0,3, il était tout de même dans l’erreur… En effet, s’il a tout à fait raison de convertir 30% en 0,3, dans ce contexte les 30% valent 15 et le résultat est 35 (50 – 30% = 50 – 15 = 35) et non 49,7.


    Cette situation pointe l’importance de distinguer le pourcentage comme concept de son écriture et celle de le différencier de l’écriture décimale. Le pourcentage est relatif à un tout, à une unité. La valeur numérique d’un pourcentage n’est pas fixée dans l’absolu: autant 30% peut valoir 15 dans un contexte, que 0,3 dans un autre ou encore 32 255 015 dans un troisième. Le résultat est fonction du tout de référence. En effet, 2% du produit intérieur brut (PIB) du Canada ne représente pas le même montant que 2% du PIB des États-Unis.


    À l’opposé, le nombre décimal 0,3 est toujours égal à 0,3. C’est un nombre et il se place toujours, par exemple, au même endroit sur la droite numérique.
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    C’est ce qui rend complexe le lien entre l’écriture en pourcentage et l’écriture décimale. Au niveau conceptuel, un pourcentage n’est pas un nombre et un nombre n’est pas un pourcentage. C’est la valeur calculée du pourcentage qui est un nombre, bien que cette valeur ne soit pas déterminée à l’avance. Comme le pourcentage ne peut pas être converti directement en un nombre au niveau conceptuel, et vice-versa, une petite entourloupe est nécessaire pour les relier au niveau de leur écriture.


    Cette entourloupe exige un langage différent, un peu comme en mathématiques financières avec les calculs des intérêts sur un capital investi. Par exemple, 0,3 peut se dire «0,3 de», où il devient une sorte d’indicateur d’un tout, comme s’il était relatif à un tout: des intérêts de 30% font en sorte que le capital devient 1,30 de sa valeur initiale, le tout initial étant l’unité de capital. Mais il est assez rare de parler de la sorte au troisième cycle du primaire ou au premier cycle du secondaire! En ce sens, un 30% peut être représenté en écriture décimale par 0,3 lorsque, conceptuellement, ce 0,3 devient relatif à un tout, à un «0,3 de». Ainsi, 30% ne vaut pas automatiquement 0,3, car il peut prendre une foule de valeurs numériques relatives au contexte dans lequel le pourcentage est calculé. De cette façon, indiquer directement que 30% = 0,3 est abusif.


    La conversion directe de 30% à 0,3 réalisée par Adam montre que nous les avons probablement reliés par habitude, en associant à un niveau absolu 30% et 0,3. Ce qu’Adam nous montre avec son lien «erroné», dans le contexte de la question posée, entre 30% et 0,3, est que, sans trop nous en rendre compte, nous avons tiré un lien entre les pourcentages et les nombres en passant par leurs écritures. Cette assimilation entre concept et écriture peut expliquer le lien direct établi entre 30% et 0,3 par Adam; rares sont ceux d’entre nous qui auraient répondu 50 – 30% = 50 – 0,3 = 49,7. De là, la portée de la distinction entre le concept et l’écriture. L’erreur commise par Adam souligne cette distinction entre concept et écriture, et à quel point elle peut facilement s’effacer.


    Le passage du nombre décimal 0,3 au pourcentage 30%, en l’exprimant comme un «0,3 de», est très boiteux, surtout pour les élèves du troisième cycle du primaire et du premier cycle du secondaire. Et puis, les mathématiques financières ne font pas vraiment partie de l’environnement mathématique des élèves comme Adam!


    Bien qu’il n’en ait pas été question, il est toutefois possible de montrer que le concept de fraction est central dans toutes ces conversions d’écriture. Les fractions constituent en effet un pivot pour aider à passer de l’écriture en pourcentage à l’écriture décimale. Dans les conversions, le concept de fraction est fréquemment abordé de deux façons à l’école: comme fraction partie d’un tout et comme fraction nombre. La fraction partie d’un tout, son nom l’indique, est relative à un tout et indique un fractionnement de ce tout. De même que pour le pourcentage, différentes «» peuvent ne pas signifier la même quantité. C’est aussi ce qui explique que parfois «» peut être plus grand que «», si les deux fractions ne réfèrent pas au même tout (le «» d’une pizza large représente plus de pizza que la «» d’une pizza bambino). La fraction nombre, quant à elle, est à considérer dans l’absolu. Un peu comme le nombre 0,3 est toujours au même endroit sur la droite numérique, le nombre «» est toujours plus grand que le nombre «» sur cette même droite.
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    Un pourcentage étant relatif à un tout, la fraction aussi est considérée relative à un tout dans sa conception de «fraction partie d’un tout». Ainsi, 30% se relie directement à  comme fraction partie d’un tout. La conversion de l’écriture en pourcentage à l’écriture fractionnaire peut s’accomplir adéquatement, puisque leurs concepts sont liés en étant relatifs à un tout.


    C’est ici que la fraction devient le pivot pour le passage de l’écriture en pourcentage à celle en décimale. En effet, les «» écrits en fraction peuvent autant représenter la fraction partie d’un tout que la fraction nombre, passant d’un à l’autre dans une certaine autoconversion. Ce passage de «fraction partie d’un tout» à «fraction nombre» permet la conversion en écriture décimale: 30% est  en partie d’un tout, et ces  s’écrivent comme le nombre  qui donne le nombre 0,3; et vice-versa, 0,3 donne  en nombre, et ces  en partie d’un tout valent 30%.


    Ainsi, la conversion de l’écriture en pourcentage à celle en décimale s’effectue au niveau conceptuel par l’entremise des fractions, qui se relient comme «partie d’un tout» au pourcentage, et par la suite en «fraction nombre» vers l’écriture décimale.


    Deux niveaux s’opèrent en même temps dans les conversions d’écriture, pour les rendre possibles. Dans un premier temps, au niveau conceptuel, existent les notions de «fractions partie d’un tout», de «fraction nombre», de pourcentage et de nombre. Dans un deuxième temps, apparaissent les représentations symboliques avec les écritures fractionnaires, décimales et de pourcentage. Ces trois niveaux se chevauchent dans les conversions, où il est possible de passer d’une écriture à une autre en fonction des concepts convoqués.


    C’est précisément à cet aller-retour entre les concepts (fraction, pourcentage, nombre) et à leurs écritures qu’Adam nous sensibilise. À convertir avec aisance des 30% en 0,3, ces liens en sont peut-être devenus quelque peu enfouis par nos habitudes. Nos passages fréquents d’une écriture à une autre nous ont peut-être conduits à assimiler concept et écriture. Adam nous souligne que le chevauchement entre les écritures et les concepts dans les conversions d’écriture ne va pas nécessairement de soi et mérite d’être départagé explicitement.

  


  
    5 LA PARITÉ DES NOMBRES10


    Je ne compte plus le nombre de fois où je me suis fait demander les raisons pour lesquelles la parité des nombres doit être enseignée, ou encore comment faire pour donner un sens à ce concept. Quelles que soient mes explications, elles semblent rarement convaincantes. En revanche, j’ai compris que certains élèves envisageaient l’intérêt des nombres pairs et impairs d’un tout autre œil, et d’une façon très rafraîchissante.


    C’est ce constat que j’ai tiré un beau matin de mai, alors que je réalisais, avec ma collègue Nadine Bednarz, une série d’entrevues avec des enseignantes du primaire dans le cadre d’un projet de recherche. À la suite d’une des entrevues, une enseignante est venue nous voir pour nous dire que ses élèves de quatrième année débattaient d’une question particulière.


    Dès notre arrivée dans sa classe, un élève nous a lancé: «Est-ce que 6,5 est un nombre pair ou impair?» Impossible de résister à la beauté mathématique d’une telle question! Alors, plutôt que de leur dire (et casser leur quête) que la parité concerne uniquement les nombres entiers (est-ce vraiment le cas?), nous avons eu envie d’entendre ce qu’ils en pensaient:


    
      	Moi, je pense que 6,5 est un nombre impair parce qu’il se termine par 5.



      	Moi, si je regarde le chiffre 6 avant la virgule, c’est pair!



      	6,5 c’est la même chose que 6,50; alors il devrait être pair parce qu’il se termine par 0.



      	Bien non, 6,5 c’est la même chose que 65 dixièmes. Et 65 c’est un nombre impair.



      	Oui, mais c’est aussi 650 centièmes et 650 est un nombre pair.



      	Si je le mets en fraction c’est  donc c’est impair avec 65 et pair avec 10. Il est à la fois pair et impair.



      	Mais c’est comme , et là il est pair.



      	Il serait à la fois pair et impair.



      	Peut-être que ce sont des nouveaux nombres, les nombres pairs-impairs. Des «pairins».


    


    Le premier constat à tirer est l’aisance avec laquelle les élèves parlent de la parité des nombres. Au niveau mathématique et au-delà de la parité, ils nous offrent une information très riche sur la nature des nombres en question. Pour eux, le nombre 6,5 n’est pas uniquement un 6,5 fixé et statique, il peut être transformé. Les élèves affirment que 6,5, ce sont 65 dixièmes, 650 centièmes et aussi 6,50! Et, bien que la parité concerne uniquement les nombres entiers, les enfants n’y relèvent pas une certitude mathématique, car ils veulent plutôt savoir à quel nombre ils ont affaire. En rester aux entiers semble alors réducteur, puisque la parité est un concept qu’ils estiment plus largement. Un nombre n’est pas pair, il peut se représenter par deux quantités identiques sans reste, ou non, selon la façon dont nous le représentons: en dixièmes, il est impair, en centièmes, il est pair. Et si le nombre demeure 6,5? Comme il peut être transformé, il aurait alors les deux fonctions et s’appellerait un «pairin». Quelle idée captivante tout de même! C’est en passant par différentes écritures du nombre 6,5 qu’ils ont pu identifier et justifier la parité ou la non-parité des nombres, et qu’ils en sont venus à parler du concept de nombres «pairins». Et c’est justement la non-rigidité et la créativité permises par le symbolisme qui le leur permettent.


    Évidemment, nous pourrions les contredire, leur montrer que tous les nombres entiers impairs sont ultimement et possiblement des «pairins», et qu’il vaut mieux se contenter des entiers, car leur transformation revient en définitive à établir des entiers. Toutefois, au-delà de toute réflexion mathématique, de toute justification explicative du concept, la participation réelle des élèves dans cette réflexion mathématique dépasse les simples concepts de nombres pair et impair. C’est le plaisir de se poser des questions mathématiques qui prend le dessus, c’est leur curiosité qui ressort. Quel soulagement de constater que les élèves ne considèrent pas les mathématiques comme une matière imposée, mais bien comme une discipline avec laquelle il est possible de jouer, de questionner et même de transformer. Les mathématiques n’avaient ici rien de rigide, alors que les élèves creusaient les concepts tels les dixièmes, les centièmes, les fractions équivalentes, etc., pour donner un sens au concept de parité. Ce faisant, ils montrent que les mathématiques peuvent être flexibles, qu’elles se transforment, se pensent et se discutent.


    En jouant avec le symbolisme rattaché au nombre 6,5, la parité en est devenue souple à son tour, où elle aussi se transforme, se pense et se discute. Et c’est dans cet espace que résidait leur plaisir et leur curiosité intellectuelle. Au-delà de toute justification à saveur mathématique, sociale, curriculaire ou encore didactique relative à l’importance de la parité et son enseignement, ce sont la curiosité et le plaisir qui ont été les plus convaincants pour ces élèves!

  


  
    6 LE POURCENTAGE ET LE TOUT DE RÉFÉRENCE11


    Le passage entre l’écriture fractionnaire et l’écriture en pourcentage, tel qu’abordé à la leçon 4, cause plusieurs difficultés aux élèves, souvent ancrées dans la notion de tout de référence de la fraction et du pourcentage. Cette situation est devenue saillante lors d’une séance menée avec des élèves de cinquième année sur les notions de pourcentage et de diagramme circulaire.


    À partir du diagramme circulaire suivant12, les élèves devaient trouver le nombre d’écoliers qui ont les cheveux roux, si 150 enfants fréquentent cette école.


    
      
    

    En tentant d’expliquer certaines de leurs réponses, des élèves ont proposé d’exprimer les 2% de différentes manières, dont . C’est alors que Jasmin a manifesté un certain malaise devant cette écriture:


    Jasmin: Ben, ce qui m’agace, c’est le 100 en haut.


    Moi: Celui-là, ici? [Je pointe le nombre 100 dans l’écriture de la fraction .]


    Jasmin: Oui, parce que le total de tout tout tout notre diagramme circulaire c’est 150, sur le total des écoliers.


    Moi: Tout ça, ce sont peut-être des pourcentages, mais ça représente 150 écoliers… et non pas 100. […]


    Jasmin: C’est ça qui m’agace, le 100, je sais pas d’où il sort.


    Moi: Ok, si on avait dit qu’il y avait 100 écoliers, ce serait différent.


    Jasmin: Oui, là, ça aurait marché, mais là il y a 150 écoliers.


    Nous avons ensuite entamé une discussion sur la notion de pourcentage et du tout, pour avancer sur le sens donné à l’écriture fractionnaire et à l’écriture en pourcentage. Cependant, il y a quelque chose dans la réaction de Jasmin qui mérite réflexion.


    À première vue, elle nous conduit à penser qu’il n’a pas encore développé la fluidité nécessaire pour passer de l’écriture en pourcentage à l’écriture fractionnaire, et vice-versa. Il est alors possible de croire qu’un travail supplémentaire au niveau de la traduction d’une forme d’écriture à une autre pourrait l’aider et compenser cet inconfort. Bien que cette première analyse soit tout à fait plausible, la réaction de Jasmin nous en dit encore plus sur chacune de ces formes d’écriture.


    Le lien entre «pour cent» et «sur cent» peut sembler évident à plusieurs personnes, mais Jasmin insiste sur une incompatibilité entre ces deux formes d’écriture. En cherchant les 150 écoliers (le tout) dans les , Jasmin souligne le rôle particulier du tout dans l’écriture fractionnaire, qu’il considère comme différent dans l’écriture en pourcentage.


    Sa réaction questionne d’abord le sens donné au dénominateur de la fraction. Dans sa lecture des , Jasmin associe au dénominateur de la fraction le tout de référence. Comme le tout dans le problème est de 150 écoliers, la fraction  ne peut pas, d’après lui, représenter les écoliers, car son dénominateur est 100. Cette situation l’agace. Dans le cas d’un tout continu, l’association tout-dénominateur cause rarement de problème: le tout et le dénominateur de la fraction peuvent être directement reliés. Par exemple, devant la représentation suivante de , le tout peut s’observer directement sur le dessin et le dénominateur peut se raisonner comme représentant le tout, c’est-à-dire les cinq morceaux:
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    En revanche, avec les 150 écoliers, le tout est discret, et l’association tout-dénominateur devient problématique, puisqu’il n’est pas possible de transformer physiquement les 150 écoliers en 100. Ce que Jasmin voit dans cette représentation fractionnaire des  est que le tout a soudainement changé. La situation ne peut donc pas, pour lui, être la même: le tout qui était de 150 est maintenant de 100.


    Le malaise de Jasmin laisse aussi entendre qu’il associe directement le dénominateur au découpage du tout. En effet, une façon habituelle de donner un sens au dénominateur de la fraction est de dire qu’il représente «le nombre de parties par lequel le tout a été divisé». Cette expression, bien qu’adéquate, a aussi le défaut de ne pas signaler la différence entre la valeur du tout et son découpage. Le tout devient implicitement le découpage et ces deux éléments se cristallisent dans le dénominateur de la fraction. Par exemple, bien que le dessin suivant représente les , il peut être difficile pour certains élèves de le concevoir, étant donné qu’il est découpé en huit parties:


    
      
    

    L’inconfort de Jasmin marque cette triple association entre le tout, le découpage et le dénominateur. Son malaise, d’une certaine façon, nous rappelle que les liens entre le tout, le découpage et le dénominateur dans l’écriture fractionnaire sont à nuancer davantage, car il est possible de perdre de vue ces subtilités avec un tout continu. Dans le cas d’un tout de 150 écoliers et de la fraction , une association directe entre le dénominateur, le tout et son découpage n’est plus possible. Dans la situation des 2%, 100 n’est pas le tout, mais un indicateur de ce qui est ou sera effectué sur ce même tout. Pour associer le tout et son découpage, il faut comprendre que ces 100 parties ne valent pas 1 écolier, mais plutôt (bizarrement) 1,5 écolier, à cause du redécoupage en 100 parties. C’est ce que la réaction de Jasmin nous fait saisir, soit que des différences conceptuelles notables existent entre le tout, le découpage et le dénominateur, et que celles-ci peuvent s’effacer rapidement dans les différentes écritures, si elles ne sont pas distinguées.


    Une autre dimension liée au malaise de Jasmin touche le concept de pourcentage lui-même. Pour plusieurs, le lien entre 2% et  est direct: soit par la traduction d’écriture (2% s’écrit aussi ), soit par le vocabulaire (2% se lit littéralement «2 pour cent»13). Cependant, pour les élèves qui n’ont pas ces acquis d’écriture ou de langage, la situation est bien différente. Jasmin, en quelque sorte, nous expose que, pour lui, le concept de fraction sur 100 et celui de pourcentage sont différents. Autant la question initiale ne lui posait pas de problème lorsqu’elle était abordée en termes de pourcentage, autant le lien avec les 150 écoliers n’est plus si évident quand l’aspect «pour cent» est illustré par l’écriture fractionnaire . En questionnant les 100 comme dénominateur de la fraction, Jasmin énonce qu’il n’est pas si évident que la recherche du pourcentage soit équivalente à une fraction sur cent.


    Mais qu’est-ce qu’un pourcentage? Ainsi que l’indique la leçon 4, 2% ne représente pas toujours la même valeur: il est 2% d’un tout de référence et impose de demander «2% de quoi?». Dans 2%, le tout n’est pas nécessairement 100, sinon 2% vaudrait toujours 2. Le tout auquel se réfère le pourcentage est dicté par le contexte et il varie. Mais, comme le soulève Jasmin, ce tout demeure souvent sous-entendu. Son commentaire indique que la relation avec les 100 n’est peut-être pas si évidente et que ces 2% peuvent être faussement compris comme représentant une valeur dans l’absolu.


    Ainsi, Jasmin dévoile par son malaise que certains faits demeurent cachés dans la notion de pourcentage, en particulier le sens de 100 et sa relation avec le tout de référence. Ceci peut faire en sorte que le pourcentage, les 2% dans ce cas-ci, peut devenir un objet en soi, paradoxalement en dehors de sa relation avec 100. En outre, Jasmin nous fait remarquer que la réflexion sur le tout n’est pas toujours transparente dans nos façons de parler et d’écrire les pourcentages et les fractions. Autant un pourcentage n’est pas un objet en soi, autant le tout d’une fraction n’est pas son dénominateur ni son découpage. Le pourcentage et la fraction, partie d’un tout, sont des indicateurs pour exprimer des quantités, mais ce ne sont pas ces quantités. Jasmin nous révèle que nous avons peut-être oublié ces distinctions.

  


  
    DEUXIÈME PARTIE 
LES NOMBRES ET LES OPÉRATIONS


    Le travail des nombres et des opérations démarre très tôt au primaire et accompagne les élèves jusqu’à la fin du secondaire. Toutefois, cette étude est souvent proposée de façon linéaire: tout d’abord, les nombres sont présentés, puis des opérations de plus en plus complexes sur ces mêmes nombres sont abordées. Cette démarche est conçue comme le dit l’adage selon lequel il faut apprendre à marcher avant d’apprendre à courir. Autant plusieurs parents vous raconteront que ce n’est pas tout à fait juste, car certains enfants courent beaucoup mieux qu’ils ne marchent, autant cette succession linéaire entre nombres et opérations est peut-être à repenser. En effet, les chercheures Nadine Bednarz et Bernadette Janvier ont montré, dès les années 1980, que nombres et opérations allaient ensemble, s’alimentant les uns les autres: compter est déjà un premier pas vers l’addition, compter par bonds l’est tout autant pour la multiplication (voir la leçon 1), pendant que grouper ou diviser par paquets de 10 s’arrime au fonctionnement de notre système de numération. Les leçons de cette deuxième partie abordent constamment cet aller-retour entre nombres et opérations, où les élèves illustrent leur compréhension des nombres à travers une panoplie d’opérations et de processus personnels, et vice-versa.


    Ces leçons questionnent aussi, indirectement, les algorithmes et leur place à l’école. Bien qu’il soit possible d’apprécier leur force et surtout leur efficacité, le but d’un algorithme, tel que le rappelle Paul Lockhart, est de donner une commande à une machine qui doit l’exécuter14: il est alors parfois tentant de se demander pourquoi les élèves devraient être mêlés à tout ça! Sans nécessairement vouloir participer à la polémique relative à leur enseignement, le comportement des élèves décrit dans ces leçons souligne que ces algorithmes ne représentent aucunement la seule voie pour réussir à opérer sur les nombres.


    Les façons de faire des élèves suscitent aussi des réflexions sur ce qui est entendu par «algorithme conventionnel». Un bref regard sur les pages des manuels scolaires canadiens révèle, par exemple, que ce qui est conventionnel en division au Québec ne l’est pas nécessairement en Saskatchewan ou en Alberta. Plusieurs des algorithmes dits «conventionnels» se ressemblent, bien sûr, mais ils sont aussi très différents. C’est également le cas de l’algorithme de soustraction enseigné au Québec, qui est très différent de celui utilisé en France, par exemple. Pourtant, tous ces algorithmes sont dits «conventionnels». Cette variété d’algorithmes et la façon qu’ont les élèves d’opérer sur les nombres peuvent assurément participer à la réflexion sur la place et l’importance accordées actuellement aux algorithmes à l’école. Sans les élaguer nécessairement, il est évident qu’il est possible de penser à d’autres approches, tout aussi efficaces, parfois plus accessibles ou plus riches, voire idéalement moins techniques. D’ailleurs, cette dimension technique est peu présente dans le travail des élèves des cinq leçons suivantes. Ancrés dans une compréhension à la fois personnelle et inspirante, les élèves nous exposent qu’il est possible de jouer avec les nombres en les manipulant de toutes sortes de manières.

  


  
    7 L’ESTIMATION15


    Travailler l’estimation a toujours été au programme d’études du primaire, particulièrement pour développer le sens des opérations arithmétiques et les processus de validation. Lors d’une visite dans une classe de cinquième année, les élèves débutaient avec la division des nombres. Une des questions posées était la suivante, à résoudre sans avoir recours au papier ni au crayon:


    Estimez le résultat de l’opération 918 ÷ 4.


    Après une vingtaine de secondes, presque tous les élèves voulaient proposer leurs réponses et leurs stratégies. Comment ont-ils répondu? Voici un aperçu de quelques-unes de leurs interventions:


    
      	Je mets 100 dans 4 paquets. Après 100 dans 4 paquets encore, ça fait 800. Il manque 100, donc je vais mettre 25 parce que 25 × 4, ça fait 100. Ça fait 900. Chacun a 225.



      	J’ai trouvé 218, car ça ne peut pas être 100 à la position des centaines, parce que 100 × 4, c’est 400 et je me suis dit que la réponse logique, ça pouvait être autour de 200. Pour les autres chiffres, j’ai gardé 18.



      	J’ai 220. Quand on fait la division, on sépare avec 4 cercles; 400 dans chaque cercle, c’est trop, ça fait plus que 900; 300 aussi, ça fait 1200. C’est 200, parce que ça arrive à peu près à 800. Et 230, c’est un petit peu trop, donc j’ai mis un peu moins.



      	Vu que je ne peux pas prendre le 9, je prends 8 et ça fait 2 et il reste une dizaine. J’ai divisé l’autre 8 par 4. Ça donne 202.



      	Tantôt, on avait 230 comme réponse, mais ça ne peut pas être ça, parce que ça donne 920. Je me suis dit que j’allais faire 229 × 4, mais ça me donne 916. Ça ne peut pas être 230, mais ça ne peut pas être 229, donc j’ai essayé 229,5, parce que c’est entre les deux.


    


    Quelle diversité! Quelle créativité! J’ai essayé de souligner le mieux possible leurs réponses, de les expliquer, de les comparer et de les comprendre. L’atmosphère de classe était dynamique et les enfants étaient très stimulés d’avoir à expliquer leurs stratégies, tout en demeurant attentifs à celles des autres. Une fois la période de 50 minutes terminée, nous n’avions même pas eu le temps de discuter de la moitié des stratégies d’estimation utilisées par les élèves!


    Après la période, le jeune Tristan est venu me voir. Il avait activement participé au cours, aidant même à faire comprendre les stratégies d’autres élèves. Mais, faute de temps et malgré sa main levée, il n’avait pas pu exposer sa propre stratégie. Manifestement, il voulait m’en parler. Il m’indique, tout souriant et fier de lui: «Moi, j’ai pris 3 et j’ai fait 918 ÷ 3!» Ma réponse a été: «Oh oh, intéressant!», constatant une fois de plus à quel point les approches des élèves sont inépuisables! J’ai discuté avec lui de sa stratégie, du résultat obtenu et de la façon dont il s’approche de la réponse exacte. En effet, 918 ÷ 3 est une assez bonne estimation de 918 ÷ 4.


    Tous ceux à qui j’ai mentionné la stratégie de Tristan ont réagi sensiblement de la même façon que moi: étonnement et intérêt, menant à une sorte de questionnement. «Que penser de cette stratégie d’estimation, quel sens lui donner? Fonctionne-t-elle? Est-elle une estimation acceptable? Pourquoi semble-t-elle si différente des autres stratégies?» L’approche de Tristan met en question le sens à donner à l’estimation à proprement parler, et sa pratique avec les élèves. En fait, pourquoi estimer?


    Une première raison, bien connue, pour pratiquer l’estimation concerne le développement d’un ordre de grandeur. L’élève, en estimant un calcul, obtient une appréciation de la réponse et peut agir en fonction de cet ordre de grandeur et même valider sa réponse. La prise en compte de l’ordre de grandeur peut jouer un rôle pour évaluer diverses situations, autant dans la vie courante que dans la vie scolaire: par exemple, pour avoir une bonne idée de mon salaire en fonction du nombre d’heures travaillées ou encore pour savoir si le déversement de 28 000 litres de diesel, survenu à Longueuil en 2015, est du même ordre que la tragédie du Deepwater Horizon s’étant déroulée dans le golfe du Mexique en 2010, alors que 780 millions de litres de pétrole se sont échappés dans l’océan. Dans ce contexte, diviser 918 par 3 comme Tristan l’a proposé satisfait amplement les besoins: 306 est suffisamment proche de 229,5 pour justifier cette estimation, un ordre de grandeur correct de la réponse étant obtenu (pas trop petit dans les 30 et pas trop grand dans les 3000). Tristan a en fait ensuite trouvé la réponse exacte, 229,5, et s’est dit satisfait de son estimation.


    Une deuxième raison, de nature mathématique, tient à l’idée que l’estimation permet à l’élève de développer des points de repère pour exercer des calculs. L’élève peut établir des référents avec lesquels il est à l’aise pour effectuer ses calculs et même les valider. Par exemple, plusieurs enfants ont tendance à travailler avec les multiples de 5 ou de 10 (ici, par exemple, 918 ÷ 4 se transforme en 1000 ÷ 4 ou encore en 800 ÷ 4 et 100 ÷ 4), d’autres utilisent des doubles (918 ÷ 4 devient 900 ÷ 2 et ÷ 2), ou encore une combinaison de ces méthodes et plus encore. Ces repères peuvent s’avérer très efficaces lors de divers calculs, facilitant plusieurs étapes intermédiaires, tout en permettant à l’élève de se sentir en confiance. Bien sûr, ces repères sont personnels, car travailler avec les 5 peut être aisé pour l’un et moins pour un autre, idem pour les doubles, etc. Dans ce contexte de repères, 918 ÷ 3 fonctionne très bien, puisque Tristan décèle un lien plus facile pour lui entre 900 et 3 et entre 18 et 3, ce que 4 ne lui offre pas. Tristan ne se sert pas des multiples de 5, de 10, des doubles, etc., mais des triples, tout aussi efficaces dans ce cas. Le 918 ÷ 3 de Tristan se veut alors fort valable comme estimation de 918 ÷ 4. En ce sens, quoique étrange en apparence, sa stratégie s’arrime parfaitement avec ces deux objectifs centraux pour l’estimation.


    Une autre raison pour recourir aux exercices d’estimation, peut-être plus importante encore que les autres, est que cela permet de jouer avec les nombres, comme l’énonce le Britannique John Threlfall16. D’une certaine façon, c’est ce que Tristan m’a communiqué en s’adressant à moi, après la période, satisfait d’affirmer détenir une autre solution: «Moi, j’ai pris 3 et j’ai fait 918 ÷ 3!» À bien y penser, c’était exactement ce qu’avaient accompli tous les élèves toute la période durant: ils ont joué avec les nombres, opéré avec et les ont transformés. Des 400, 400 et 100, aux ajustements de 400 à 300 à 200, en passant par les transformations de 900 en 9 et 8 (centaines), et bien plus, les élèves ont pris avantage de la plasticité des nombres en contexte d’estimation.Rien n’a semblé forcé: les enfants étaient complètement investis dans leur jeu avec les nombres. Et, en «prenant 3», Tristan a continué dans la même foulée et tenté une stratégie qui a dévoilé d’autres relations mathématiques. Et il en était heureux!


    Il est possible que, dans le cadre scolaire, 918 ÷ 3 étonne comme stratégie d’estimation de 918 ÷ 4. Toutefois, cela importe bien peu, et c’est ce que Tristan nous souligne en nous rappelant le sens au cœur de l’estimation, qui est relatif à l’idée d’ordre de grandeur et de développement de repères. Il nous rappelle aussi que l’estimation n’est pas nécessairement à restreindre au cadre scolaire ou à la vie courante: elle peut être en elle-même une activité amusante, excitante et stimulante, qui permet de jouer avec les nombres et leurs propriétés. L’aller-retour entre nombres et opérations est rendu saillant par les élèves, et le jeu d’estimation avec les nombres bonifie leur sens: 918 n’est plus le même 918 quand il s’agit de le diviser en 4, en 10 ou en 3. Des particularités transparaissent alors, qui rendent possible de s’apercevoir que 918 est proche de 900, de 800, qu’il est multiple de 3, etc. La plasticité des nombres émerge à travers les opérations à effectuer. Le plaisir de jouer avec les nombres se révèle encore à travers les diverses opérations qui permettent de les «redécouvrir», de les réinventer.


    Évidemment, «jouer avec les nombres» n’apparaîtra probablement jamais comme objectif explicite d’un programme d’études. Il serait aussi fort surprenant de voir ce jeu inscrit en tant que chapitre d’un manuel scolaire. Néanmoins, c’est dans ce jeu que Tristan et ses camarades de classe se sont investis, démontrant tout le plaisir de l’estimation qui implique un ensemble de possibilités et d’approches…

  


  
    8 LA MULTIPLICATION (NON) CONVENTIONNELLE17


    Chaque année scolaire comporte son lot de concepts mathématiques à enseigner. Ces derniers s’enchaînent, toujours plus exigeants, suivant une progression d’un niveau à l’autre. C’est le cas de la multiplication, qui voit sa complexité augmenter au fil de la scolarité: de la multiplication d’unités, aux dizaines par unités, centaines par unités, dizaines par dizaines, etc. Cette progression de la multiplication est notable, car notre algorithme conventionnel peut parfois, lorsqu’il est récité, sembler se réduire à une série d’étapes techniques. Pour 124 × 32, par exemple, il n’est pas rare d’entendre une sorte de comptine du type: 2 fois 4 donne 8, 2 fois 2 donne 4, 2 fois 1 donne 2, etc., et d’inscrire les chiffres 2, 4, 8 les uns à la suite des autres. Je suis toujours curieux de voir comment des élèves n’ayant pas encore étudié l’algorithme conventionnel de multiplication s’en sortent avec ce type de tâche. À travers leurs façons de faire, et parfois après certains blocages, j’ai fréquemment rencontré des situations très intéressantes.


    Ce fut le cas de Paul, alors en troisième année, qui m’a présenté son algorithme pour multiplier un nombre à trois chiffres par un nombre à deux chiffres18. Récemment, j’ai de nouveau demandé à Paul, désormais en début de quatrième année, de résoudre la multiplication 124 × 32 (écrite sous la forme  sur une feuille). Après quelque temps, il m’a présenté les calculs suivants:


    
        [image: ]
    

    Lorsque je l’ai interrogé sur la façon avec laquelle il avait obtenu ce résultat, Paul a fourni les explications suivantes: 32 × 100 donne 3200, 32 × 20 donne 540 (qu’il a corrigé ensuite en 640, car «32 × 2 = 64 et comme c’est multiplié par 20, il faut ajouter un 0»), 32 × 4 donne 128, et tout ceci donne 3968 (3868, corrigé de 100).


    Cet algorithme est un bel exemple de stratégie personnelle. Toutefois, qu’en comprendre mathématiquement? Cet algorithme comporte en effet certaines particularités. Dans un premier temps, le calcul de Paul semble inversé: alors qu’il est habituel de débuter «par la droite», soit avec le 4 des unités, Paul commence «par la gauche», avec le 1 des centaines. Dans un deuxième temps, plusieurs produits partiels apparaissent: 3200, 640 et 128, qui sont contrôlés et qui permettent implicitement à Paul de ne pas avoir à gérer les fameuses retenues. Toutefois, ces deux points sont mineurs, car il est courant que les jeunes élèves entament leur algorithme par le chiffre de gauche et utilisent les produits partiels à différents moments. Cet algorithme comporte néanmoins d’autres aspects mathématiques à considérer.


    En réalité, Paul étend aux nombres supérieurs à 10 l’algorithme utilisé avec les multiplicateurs inférieurs à 10. Pour résoudre , par exemple, Paul multiplie généralement 5 par chacun des chiffres composant 124, soit 1 valant 100, 2 valant 20 et les 4 unités. Le 5 est multiplié 124 fois. Paul effectue ici le même calcul, mais avec 32, qui doit être multiplié 124 fois. Le 32 est pris en entier, comme un bloc ou un seul objet, tout comme le 5; le 5 est pris en entier dans l’algorithme conventionnel pour calculer 124 × 5, et non considéré comme la somme 2 + 3, par exemple; le 32 est aussi pris en entier et non comme s’il était 30 + 2, tel que nous l’emploierions probablement pour calculer 124 × 32 avec l’algorithme conventionnel. Pour Paul, ce bloc de 32 doit être multiplié par chacune des parties de 124: 100, 20 et 4. C’est ainsi qu’il obtient 32 × 100 = 3200, 32 × 20 = 640 et 32 × 4 = 128. Ensemble, tous ces produits partiels additionnés donnent 3968.


    La richesse d’un tel processus personnel et sa relation avec l’algorithme conventionnel de multiplication méritent réflexion. En d’autres mots, la force de la proposition de Paul est de questionner l’intérêt ou l’importance de l’algorithme conventionnel. Non seulement celui de Paul est efficace, mais il possède en plus des qualités mathématiques et didactiques dont la portée est significative, voire se compare avantageusement à l’algorithme conventionnel.


    Premièrement, l’algorithme de Paul reprend ce que les élèves connaissent déjà pour multiplier un nombre quelconque par un nombre à un chiffre. Dans l’algorithme de Paul, le nombre à un chiffre peut être remplacé par n’importe quel nombre pris en bloc. Qu’il s’agisse de multiplier 124 par 5, 151, 32 ou encore 1008 ne change rien: ce nombre 32 en entier multiplie 124 (par ses parties de 100, 20 et 4). Cet algorithme réinvestit la multiplication par «un nombre à un chiffre» dans chacune des étapes.


    Deuxièmement, dans la décomposition de 124 en 100, 20 et 4 interviennent la numération et la valeur de position de chaque chiffre composant le nombre. Cela constitue une compréhension fondamentale de la multiplication: 124 n’est pas 1, 2 et 4 comme pourrait nous le faire énoncer l’algorithme conventionnel, mais bien une centaine ou 100, 2 dizaines ou 20 et 4 unités. L’algorithme de Paul met donc en avant la valeur de position. Ce travail va bien au-delà des multiplications d’unités 2 × 4, 2 × 2, 2 × 1, etc., souvent appliquées indépendamment de leur position dans le nombre à multiplier et dénuées de sens, lorsque l’algorithme conventionnel est récité mécaniquement.


    Troisièmement, le calcul des produits partiels est au cœur de l’algorithme de Paul et traduit l’une des propriétés fondamentales de la multiplication: celle qui permet à l’addition des produits partiels de la multiplication de deux nombres de fournir le produit final. Ainsi, le produit de 124 × 5 est le même que l’addition 5 × 100, 5 × 20 et 5 × 4, ou encore de 5 × 60, 5 × 60 et 5 × 4, ou encore de 5 × 20, 5 × 20, 5 × 20, 5 × 20, 5 × 20, 5 × 20 et 5 × 4, ou encore de plusieurs autres combinaisons équivalentes.


    Enfin, l’utilisation des produits partiels de la multiplication permet d’éviter les retenues, indispensables avec l’algorithme conventionnel et fréquemment vides de sens pour les élèves. L’utilisation des produits partiels épargne également l’ajout de 0 en étage, généralement perçu comme une astuce, une fois que le nombres des unités a été multiplié (voir l’exemple qui suit). Avec les produits partiels, l’étape de l’inscription des 0, difficile à comprendre, n’est même plus nécessaire.


    
      
    

    L’algorithme de Paul possède plusieurs qualités, allant de la facilité d’exécution à l’évitement de résultats erronés, avec une richesse conceptuelle sous-jacente à chacune des étapes. La conservation du sens de la multiplication se décline au niveau des valeurs de position, des produits partiels de la multiplication et de leurs recompositions. En ce sens, l’algorithme de Paul est très fécond.


    D’un côté, Paul nous rappelle de façon explicite que, pour multiplier deux nombres, il existe des algorithmes alternatifs à notre algorithme conventionnel, susceptibles d’être tout aussi, sinon plus puissants mathématiquement que ce dernier. Nous savons tous que les algorithmes conventionnels ont évolué au fil du temps et qu’ils se sont succédé les uns les autres en fonction de leurs intérêts et de leurs forces mathématiques, relativement aux époques dans lesquelles ils ont été utilisés19. En ce sens, l’algorithme de Paul nous rappelle que notre algorithme conventionnel n’est peut-être pas le plus intéressant mathématiquement. Et, que ce dernier doit être évalué à la lumière de son emploi actuel et en fonction de sa pertinence mathématique pour favoriser la compréhension des élèves.


    D’un autre côté, parce qu’il réinvestit et étend avec aisance la façon de multiplier un nombre par un nombre à un chiffre à la multiplication par un nombre à deux chiffres, l’algorithme de Paul soulève des questions relatives à l’enseignement progressif de la multiplication au cours des années scolaires. Paul illustre que la multiplication par un nombre à un chiffre ou à deux chiffres (et peut-être même plus!) ne doit pas forcément être distinguées en termes de complexité, d’autant plus que cette complexité est somme toute quelque peu superficielle.


    C’est ainsi que l’algorithme de Paul nous fait la leçon à propos des dimensions parfois tenues pour acquises dans l’enseignement de la multiplication. Il remet autant en question l’utilisation de l’algorithme conventionnel, qu’il nous permet de réfléchir à la complexité de la progression de l’enseignement de la multiplication elle-même.

  


  
    9 LES TABLES DE MULTIPLICATION20


    Les tables de multiplication ont toujours eu une place particulière dans l’enseignement des mathématiques, et ce, à tous les niveaux scolaires. Toutefois, au-delà de les «savoir», les élèves en font parfois différents usages qui soulèvent un certain nombre d’enjeux.


    Dans une classe de cinquième année, le problème suivant a été posé aux élèves21:


    L’aire d’un rectangle est de 32 cm2. Quel est son périmètre si un côté mesure le double de l’autre côté?


    Lors de la résolution de ce problème, une majorité d’élèves ont rapidement dessiné un rectangle de 8 × 4 dans leur cahier. Surpris et curieux, j’ai été impressionné par leur rapidité d’exécution. Les essais infructueux avec d’autres nombres étaient peu présents (3 × 6, 8 × 10, etc.), et pas davantage que d’autres rectangles de même famille d’aire de 32 cm2 (rectangles de 32 × 1, 16 × 2, ni avec des nombres décimaux: 5 × 6,4, par exemple).


    Alors que les élèves échangeaient leurs solutions pour résoudre le problème, je les interrogeais afin de savoir comment ils avaient trouvé 8 et 4 pour mesures des côtés du rectangle. J’ai majoritairement obtenu un «silence radio», aucun élève n’étant capable de m’expliquer la provenance de ce résultat, sinon que par une évidence: «C’est parce que ça marche!» Bien que cela leur semblait évident, pour ma part je ne comprenais pas d’où cette solution leur était venue, jusqu’à ce qu’une élève, Marie, nous fasse part de sa démarche:


    «Au début, j’ai compté sur mes doigts. Je savais qu’il y a un chiffre dans ma table des 4 qui va me donner 32.» Marie a alors compté sur ses doigts par bonds de 4: «1, 2, 3, 4 et 5, 6, 7, 8 et 9, 10, 11, 12 et 13, 14, 15, 16, et jusqu’à ce que ça tombe sur mon doigt 8 et que ça fasse 32. Donc le résultat est 8 × 4.»


    Pendant que Marie cherchait à résoudre le problème (en établissant la relation 1 pour 2 entre les mesures 4 et 8), j’ai réfléchi à son commentaire au sujet de la table de multiplication. Il est clair qu’elle connaissait ses tables. En revanche, sa façon de les utiliser était originale. En somme, elle savait par cœur les résultats de ses tables de multiplication, mais surtout elle savait dans quelle table obtenir la réponse, ici celle des 4.


    Essayons sa stratégie avec un autre exemple: Je veux savoir ce qui me donne 49. Je sais que la table des 7 possède un 49, alors je cherche, comme Marie, combien de 7 me donnent 49. Ce processus me fournit l’autre facteur de la multiplication. Bien contrôlée, la méthode offre le bon résultat.


    Ce type de «par cœur» ne me paraissait pas correspondre aux raisons habituelles alléguées pour étudier les tables de multiplication: aisance de calcul, rapidité d’exécution, flexibilité pour passer d’une multiplication à une autre, création de repères numériques pour effectuer des calculs plus complexes. Aucune de ces raisons n’était présente dans l’approche de Marie. D’un certain point de vue, sa méthode représente un niveau de connaissance des tables qui n’est pas nécessairement lié à l’efficacité: se rendre à son huitième doigt par bonds de quatre a exigé un long moment. Plusieurs de ses camarades avaient employé la même stratégie qu’elle pour établir que 8 et 4 se multiplient pour trouver 32: pour eux, 32 «appartient» à la table des 4. J’étais autant ébahi que perplexe. Puis, je me suis demandé ce que les élèves auraient répondu si l’aire du rectangle avait été de 30 cm2. Auraient-ils utilisé la table des 3? Et si c’était pour 38 cm2?


    Dans la semaine qui a suivi, alors que j’avais quelque peu oublié l’astuce de Marie avec sa table des 4, les mêmes élèves ont dû résoudre un autre problème: diviser 30 sandwichs en 4 paquets. Pour diviser les 30 sandwichs en 4, Lilia a dessiné quatre cercles au tableau et a inscrit le nombre 15 dans chacun de ces cercles.
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    Certains de ses camarades ont tout de suite vu que c’était trop, puisque le total était maintenant de 60 sandwichs. En revanche, lorsque je leur ai demandé quel était le nombre qui devait apparaître dans chacun des cercles-paquets, ils n’avaient pas de réponse et plusieurs d’entre eux demeuraient indécis. Marie a alors proposé de mettre 15 dans deux paquets et 15 encore dans les deux autres paquets, ce qui l’a conduite à calculer que 7,5 occuperait chacun des paquets. Voici une représentation de ce qui était inscrit au tableau:
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    Devant ce dessin au tableau, certains élèves ont hoché la tête, semblant en accord avec le résultat proposé par Marie, alors que d’autres se questionnaient. Soudainement, Yann a levé la main en décrétant que nous faisions fausse route «parce qu’il n’y a rien dans les tables qui égale 30 avec 4». Cette réponse a confirmé mes interrogations: Yann a eu un blocage devant un nombre absent dans la table des 4. Puisque 30 est dans la table des 3, il ne pouvait effectuer l’opération demandée.


    Ces deux événements de classe offrent matière à réflexion sur les tables de multiplication. Autant ils permettent de réfléchir au type de «par cœur» exprimé par Marie, qui connaît les résultats des multiplications et les associe à une partie de ses tables, autant le blocage de Yann en indique les limites.


    Yann souligne que ce n’est pas uniquement la recherche de la bonne réponse au moyen des tables qui détermine son travail, c’est aussi pourquoi il se trouve dans une impasse. Cette approche fait en sorte que la multiplication devient les tables de multiplication: savoir multiplier revient à connaître ses tables et à y déterminer les nombres!


    Les élèves en viennent à concevoir que les seules multiplications qui existent sont celles des tables de multiplication. Cela conduit à des réflexions plus approfondies sur l’utilité, l’importance et l’effet du travail des tables à l’école sur la perception mathématique des élèves, sur leur rapport au savoir mathématique. Tout comme la division ne se réduit pas à son algorithme de division, la multiplication ne se réduit pas aux tables! Savoir multiplier implique beaucoup plus que la connaissance des tables. La multiplication implique des relations entre les nombres (8 × 2 = 16 indique que 16 est deux fois plus grand que 8), le travail d’ordre de grandeur et d’estimation (1462 × 4 = environ 6000, car 1462 est proche de 1500 et 6000 est quatre fois plus grand), les propriétés de commutativité (3 × 6 = 6 × 3), les conservations de transformation (7 × 6 = 42, et si je double le 7 la réponse est doublée, ou conservée si le 6 est divisé en 2), l’établissement d’équivalences (9 × 12 = 3 × 36), et la liste peut continuer longtemps.


    Personne n’est surpris de constater que les élèves doivent connaître les tables de multiplication. L’effet pervers que cela peut avoir n’est toutefois pas évident, et c’est la leçon que nous servent Marie et Yann. En accordant autant d’importance à la connaissance des tables de multiplication à l’école, nous avons peut-être établi un lien trop direct entre la capacité de multiplier et ce savoir. Il existe des différences considérables entre l’aspect factuel des tables et la multiplication elle-même: assimiler l’un à l’autre est réducteur.


    Bien que nos intentions soient louables, ce que Marie et Yann nous communiquent est que l’exigence de cette connaissance des tables peut avoir des conséquences sur les compréhensions des élèves, en les éloignant des objectifs recherchés sur le plan mathématique.

  


  
    10 LA DIVISION22


    Un jour, alors que j’entre dans une classe de cinquième année où je travaille, une collègue enseignante est occupée au tableau à expliquer l’algorithme de division à sept élèves. Ils avaient visiblement du mal à suivre. C’est pourtant la récréation, mais ils persévèrent! Parmi le groupe d’élèves, je me suis étonné de reconnaître Bastien, un des plus doués de la classe en mathématiques, selon moi. Il a les yeux rivés au tableau. L’enseignante est patiente. Elle leur explique avec précision chacune des étapes à suivre de l’algorithme. Certains élèves comprennent, mais il est évident que Bastien ne saisit pas. Quelque chose lui échappe. «3 entre dans 7… multiplié par 4… descends ton 8… oui mais…» Un autre élève l’encourage: «C’est facile, tu fais ça, et ça, etc.» Bastien lui réplique en me jetant un coup d’œil: «Moi, 1284 divisé par 4, je sais que c’est 321, mais je ne sais pas comment le calculer avec votre manière de diviser!» J’ose lui répondre, depuis le fond de la classe: «Alors tu n’en as peut-être pas besoin!» Surpris par mon commentaire, il ajoute: «Et puis, par exemple, 2000 divisé par 16 donne 125.» Il écrit le calcul au tableau: 2000 ÷ 16 = 125. J’interviens à nouveau: «Comment le sais-tu?» «Parce que 16 fois 125 donne 2000, je le sais.» J’examine son équation en me demandant comment il a bien pu la penser. Il continue à sortir d’autres exemples, fier de lui, tout naturellement et avec aisance. Je lui réplique: «Moi, je préfère 8 fois 250.» Il me regarde, légèrement hésitant, puis son visage s’éclaire et il me lance un «Oh oui!».


    Il m’a bien semblé que Bastien comprend la division. Je peux l’affirmer, même à défaut de cet épisode, car à ce moment déjà trois mois s’étaient écoulés depuis le début de mon travail dans sa classe. Il était habile avec la division par 4, par 2, par 5, qu’il exécute à merveille. Il commet des fautes à l’occasion, mais qui n’en fait pas! Il joue également avec les nombres «à virgule», comme il les appelle. Cependant, un autre constat s’impose: Bastien ne saisit pas, et pas du tout, l’algorithme conventionnel de division. Alors, sait-il diviser?


    Qu’implique de «savoir diviser» en fait? Est-ce synonyme d’utiliser l’algorithme conventionnel de division? Bien sûr que non! L’algorithme est une façon de diviser, et n’est pas la division en elle-même. Il semble même périlleux de mailler les deux. Il y a, comme me disait par la suite l’enseignante, un danger de glissement quand l’un et l’autre se confondent: l’outil devient le concept. Le didacticien français Guy Brousseau parle ici de glissement méta-didactique lorsque le moyen d’enseignement devient l’objet d’enseignement23. Ce phénomène se produit souvent avec le matériel didactique en classe: les blocs multi-bases ont pour but de faire comprendre le nombre, mais ils deviennent ce qui est enseigné; les tuiles algébriques veulent aider à donner un sens aux manipulations algébriques, cependant elles deviennent ce que les élèves étudient. Évidemment, un certain temps est toujours nécessaire pour maîtriser les outils, mais il est primordial de se dégager de l’outil ou du moins de reconnaître qu’il s’agit d’un outil. L’outil n’est qu’outil et doit devenir transparent, comme une fenêtre, lorsque nous regardons à l’extérieur: au bout d’un moment, nous ne devrions plus voir l’outil ni demeurer centré sur son utilisation24.


    Pour Bastien, l’outil qu’est l’algorithme de division reste encore des plus opaques. Et, il n’est pas le seul élève à devoir travailler fort là-dessus. Au demeurant, ce n’est pas par hasard si la pertinence de l’enseignement de l’algorithme conventionnel de division est fréquemment remise en question. Cet événement avec Bastien m’a rappelé une rencontre, il y a plusieurs années en Alberta, au sujet des programmes d’études en mathématiques. À un moment, le thème de la discussion s’était tourné vers la question: «Pourrait-on éliminer l’algorithme conventionnel de division du programme du primaire?» Quelle belle question, pour déclencher des passions! Ce fut le cas, bien évidemment! Plusieurs raisons pour supprimer cet enseignement ont été évoquées, comme les réelles difficultés vécues par les élèves et les enseignants devant cet algorithme, la faible compréhension qui s’en dégage. À l’opposé, certains faisaient valoir la pertinence de l’algorithme comme savoir essentiel et de base, ou encore comme «passage obligé» de l’enseignement au primaire. Cela nous a d’ailleurs permis de remarquer que, autrefois, l’algorithme de racine carrée – tout aussi laborieux – faisait partie des programmes d’études, ce qui n’est plus le cas aujourd’hui. Son absence n’empêche pas les élèves de travailler le concept de racine carrée, tant avec une calculatrice, par le calcul mental ou par l’estimation, ni de continuer de considérer la racine carrée comme un savoir tout autant essentiel.


    Il n’est pas dit aujourd’hui que les élèves qui appuient sur la touche de racine carrée de la calculatrice, et donc qui n’utilisent pas l’algorithme pour obtenir le résultat, ne comprennent pas du tout le concept de racine carrée. Si c’était le cas, plusieurs d’entre nous en serions tout aussi responsables… Par ailleurs, il est possible de comprendre la division sans connaître l’algorithme conventionnel. L’algorithme et le concept ne sont pas un même et unique objet: la compréhension de l’algorithme n’est pas garante de la compréhension du concept, et ne pas connaître un algorithme n’implique pas une méconnaissance du concept; ce que nous démontre clairement Bastien.


    La division, tout comme la racine carrée, est une opération arithmétique de base, qui ne se réduit pas à une technique opératoire. La division comporte plusieurs sens, propriétés et raisonnements ne s’arrêtant pas à l’algorithme de division. Quelques exemples:


    
      	Les partitionnements possibles d’un nombre: si 652 est composé de 400, 200, 40 et 12 et que chacun est divisible par 4, alors automatiquement 652 est aussi divisible par 4.



      	Les transformations et équivalences: 312 ÷ 19 = 624 ÷ 38, car un nombre deux fois plus grand divisé par un autre nombre deux fois plus grand conserve le même quotient, ou encore, si je sais que 1248 ÷ 3 = 416, alors 12 480 ÷ 3 = 4160 et 624 ÷ 3 = 208 et aussi 1248 ÷ 12 = 104.



      	Les repères: 1512 ÷ 8 s’approche de 1512 ÷ 10, qui est autour de 150.



      	Les combinaisons: si je ne sais pas combien vaut 1512 ÷ 8, je peux compter 1512 ÷ 2 = 756, 756 ÷ 2 = 378 et 378 ÷ 2 = 189.


    


    Il y aurait bien plus encore à dire sur les propriétés de la division! En bref, c’est le sens de la division qui est fondamental, et non pas la technique opératoire qui lui est annexée.


    C’est justement ce sens de la division que Bastien a manifesté avec ses exemples et ses explications, particulièrement quand il est passé par l’opération inverse de la division. Ce n’est pas ce sens qui pose problème à Bastien, mais l’utilisation de l’algorithme de division lui-même. Ses difficultés avec l’algorithme cachent alors le sens qu’il donne à la division. Ce faisant, il nous indique que l’accent mis sur l’algorithme de division écarte peut-être ce qui est au cœur de la division, voire l’enterre au profit de cet algorithme. Implicitement, Bastien nous rappelle qu’il est plus que temps de se concentrer sur la division elle-même et le travail des nombres en contexte de division, plutôt que de tabler sur l’algorithme lui-même…

  


  
    11 LES NOMBRES PREMIERS ET COMPOSÉS


    2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23… Les nombres premiers ont fasciné des générations de mathématiciens. Malgré leurs efforts constants, les savants n’ont toujours pas réussi à révéler leurs secrets les plus profonds, ni à mettre au point une formule générale permettant d’identifier tous ces nombres premiers et de les prédire. À l’école, toutefois, ces nombres sont beaucoup moins mystérieux et sont étudiés au quotidien. C’est peut-être leur relation avec leurs acolytes, les nombres composés, qui elle, n’est pas toujours évidente.


    Récemment, dans une classe de sixième année, un enseignant a sondé ses élèves afin de savoir s’ils pouvaient définir un nombre premier. «C’est simple, un nombre premier est un nombre qui ne se divise pas!» a fièrement répondu Adèle. L’enseignant lui a répliqué: «Oh mais, attends Adèle, il se divise par 1 et par lui-même.» Adèle lui a rétorqué: «C’est ce que je dis, ça ne se divise pas!»


    J’ai trouvé cette interaction intrigante, d’autant qu’Adèle était très convaincue, et même convaincante, avec son idée sur les nombres premiers. Je me suis alors demandé d’où lui venait cette vision des nombres premiers et comment elle avait développé une telle certitude.


    Je me suis souvenu du travail accompli sur les arbres de facteurs avec ces élèves. Par exemple, pour le nombre 28, la production de l’arbre suivant avait été le déclencheur de discussions avec eux:
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    Certains élèves voulaient continuer à décomposer leurs nombres et à agrandir leur arbre en ajoutant une ligne de plus, comme celle-ci:
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    Alors qu’il leur était rappelé que 7 et 2 sont des nombres premiers et qu’il n’est pas nécessaire de continuer à diviser, Adèle avait affirmé: «Mais ils se divisent encore, en 1 et 7 et même en 2 et 1.» Son enseignant lui a répondu: «Oui, tu as raison, mais quand on arrive aux nombres premiers, on ne divise plus.»


    Il est possible qu’Adèle ait conclu trop rapidement que, puisque «on ne divise plus», alors les nombres premiers «ne se divisent plus». Cette idée d’arrêter de diviser dans l’arbre des facteurs explique facilement cette possible association.


    Plusieurs personnes du milieu scolaire m’ont confirmé que l’énoncé selon lequel l’arbre des facteurs s’arrête lorsque les nombres «ne se divisent plus» est une pratique langagière courante. Nous pourrions bien sûr la critiquer, en remarquant qu’elle n’est pas très rigoureuse, mais cela ne nous avancerait guère. Nous pourrions aussi croire que, par magie, l’utilisation des mots exacts guiderait la juste compréhension. Il semble plus instructif de mieux saisir la provenance et le sens qu’Adèle donne à cette situation.


    Une première idée à explorer est de considérer qu’Adèle a raison: un nombre premier ne se divise plus, car la divisibilité par 1 et par lui-même peut être considérée comme n’étant pas réellement une division. La division peut être vue comme le partage d’une quantité en parties égales. Il peut alors être surprenant d’employer le terme «division» lorsque 7 est «partagé» en une seule partie de 7, ou encore en 7 parties de 1. Puisque 7 divisé en 7 donne 1 et que 7 divisé en 1 donne 7, il n’est pas évident de constater qu’il s’agit vraiment d’une division, voire qu’un calcul a réellement été fait pour obtenir la réponse. De plus, en quoi le fait d’être divisible par soi-même et par 1 représente une particularité pour des nombres premiers soi-disant spéciaux? Tous les nombres se divisent par 1 et par eux-mêmes…


    Toutefois, cette compréhension des facteurs et des nombres premiers cache le sens des nombres composés. Un nombre composé est conçu comme le produit de deux nombres entiers (autres que 1 et lui-même). Dans l’étude des nombres, l’accent mis sur les nombres premiers écrase souvent, du même coup, les nombres composés; un concept clé dans le travail des facteurs.


    En effet, ce n’est pas parce que certains nombres obtenus dans l’arbre de facteurs «se divisent» ou «ne se divisent plus» que ce dernier doit se continuer ou non, mais bien si le dernier nombre est composé ou premier. Dans l’arbre portant sur les facteurs de 28, le 4 est composé et le 7 est premier, ce qui force la troisième ligne de 4 = 2 × 2. C’est le contraste entre nombres premiers et nombres composés qui guide la conception de l’arbre de facteurs. Par le fait même, 0 et 1 sont exclus, puisqu’ils ne sont ni premiers ni composés. De plus, l’insistance sur les nombres premiers et composés met de côté l’idée de division et de diviseurs dans l’arbre. Il s’agit en effet d’un «arbre de facteurs» et non d’un «arbre de diviseurs»! Voilà une des différences notables entre l’opération de «division» et celle de «décomposition» des nombres dans les arbres de facteurs.


    La formulation «se divise» ou «ne se divise plus» fait aussi intervenir la distinction entre division et divisibilité. Tout nombre peut se diviser, quels que soient le nombre et le diviseur. Toutefois, il est possible que la réponse à la division (le quotient), possède un reste, et donc ne soit pas un nombre entier. Affirmer qu’un nombre pair est un nombre qui se divise par 2 n’est pas tout à fait juste, bien que cette formulation soit fréquemment utilisée. En effet, le nombre 7 se divise par 2, et son quotient est 3,5. C’est encore le concept de nombre composé qui est sous-jacent. Mis à part le nombre 2, un nombre pair est un nombre composé, multiple de 2: il est le produit de 2 et d’un autre nombre entier. Le concept de divisibilité, et non de division, cache aussi celui de nombre composé: un nombre est divisible par un autre nombre s’il est composé de ce nombre! Pour revenir au nombre 7, les nombres qui répondent au critère de divisibilité par 7 sont, à l’exception de 7 lui-même, des nombres composés, soit des produits de 7 et d’un autre nombre entier. De là, la distinction importante entre divisibilité et division, qui est liée au concept de nombre composé. Ainsi, la notion de nombre composé a une portée sur celle de divisibilité des nombres.


    Les réactions d’Adèle nous sensibilisent aux concepts de nombre composé, de divisibilité et de facteurs. Ironiquement, c’est justement parce qu’elle ne le mentionne pas que ses réponses rendent saillant le concept de nombre composé en montrant qu’il est assimilé aux questions de division, de divisibilité, de nombres premiers et de facteurs. Le lien établi par Adèle entre «ne se divise plus» et les nombres premiers, provenant aussi du travail des arbres de facteurs où «il faut continuer» ou non à diviser, souligne l’importance des nombres composés. Adèle montre que cette question de nombres composés mérite d’être rendue plus explicite, et non restée enfouie sous celle des divisions et des nombres premiers.

  


  
    TROISIÈME PARTIE 
LA GÉOMÉTRIE


    S’il est fréquent d’entendre que les élèves du primaire étudient le nombre et ceux du secondaire l’algèbre, quelle place est alors accordée à la géométrie? Cette matière a été longtemps considérée au cœur des mathématiques. Pensons à Platon et à sa fameuse enseigne en haut de la porte de son académie: «Nul n’entre ici s’il n’est géomètre.»


    Il n’empêche que la géométrie a cédé le pas aux autres thèmes mathématiques et se contente aujourd’hui de ne représenter qu’un champ parmi d’autres dans le cursus scolaire. Pis encore, plusieurs de ses volets sont réduits à des calculs ou à des formules algébriques: par exemple, la somme des mesures des angles intérieurs d’un triangle revient souvent à des calculs menant à 180 degrés, les exercices sur l’aire et le volume deviennent une course aux formules, etc.


    Néanmoins, dans cette troisième partie, les comportements des jeunes et des moins jeunes font briller la géométrie comme pilier mathématique. Leurs manières de raisonner, avec aplomb et curiosité, à propos des solides, des figures et des longueurs soulèvent des interrogations pertinentes qui amorcent des réflexions sur des concepts géométriques autant simples que complexes. Les méthodes, les réactions et même les blocages des élèves nous permettent de dépasser les banals calculs et les formules ordinaires en remettant en question nos définitions et références. Les élèves ravivent certains concepts et certaines propriétés géométriques, souvent engloutis sous les calculs et les formules divers qui leurs sont associés. Les élèves nous offrent, à leur façon, un certain retour aux sources géométriques.


    Trois des cinq leçons suivantes abordent les longueurs, par leurs transformations dans les figures et les solides (par exemple: doubler le côté d’un carré, tripler la hauteur d’un cylindre). Dans l’étude de ces transformations, les changements et déformations de figures et de solides occupent une place majeure. Les questions sont alors davantage axées sur «ce qui se passe quand…» que sur «ce qui est», accordant un dynamisme fructueux à la géométrie. Dans ces leçons, les élèves nous conduisent à l’étude de ce qui se nomme fréquemment les «mathématiques de transformations». En renouvelant les questions géométriques, ces leçons s’aventurent dans cette dimension exigeante des mathématiques, mais ô combien passionnante!

  


  
    12 LE PÉRIMÈTRE25


    La distinction, certains diraient le conflit, entre l’aire et le périmètre est un thème critique qui hante l’élève du primaire jusqu’à la fin du secondaire. Une astuce souvent utilisée pour l’aider à différencier l’aire et le périmètre est d’associer l’aire à la surface et le périmètre au contour. De manière imagée, si l’aire est le terrain, alors le périmètre en est la clôture. Des élèves de cinquième année m’ont cependant montré que cette distinction comporte certaines limites, voire qu’elle génère des confusions.


    Lors d’une activité, un rectangle de 32 centimètres carrés, dont les côtés mesurent 8 et 4 centimètres, a été dessiné au tableau.
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    L’objectif des élèves était de calculer le périmètre de ce rectangle. Un premier élève propose 20, en comptant un à un les carreaux à l’intérieur du rectangle et en plaçant un point dans chacun pour garder le compte:
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    Certains de ses camarades pensent qu’il commet une erreur, car cette réponse ne prend pas en compte l’ensemble du périmètre. Quelques-uns évoquent l’idée d’un terrain dont il faut parcourir le tour complet ou encore d’une prison pour laquelle il faut s’assurer que personne ne puisse s’évader par les coins.


    Un des élèves propose alors de faire la clôture du terrain, soit de compter le tour du rectangle. Il affirme devoir faire le tour complet et prendre le côté de 8, celui de 4, l’autre de 8 et l’autre de 4, ce qui lui donne un périmètre de 24. Certains élèves sont d’accord avec cette procédure, semblable à leur pratique habituelle. D’autres le sont toutefois moins, ignorant laquelle des deux solutions proposées représente vraiment le périmètre du rectangle.


    C’est à ce moment que Julie lève la main et suggère de trancher le débat. Elle indique vouloir faire le tour de la figure pour obtenir le «vrai» contour du rectangle. Julie compte alors tous les carrés à l’extérieur du rectangle, en inscrivant également un point dans chacun d’eux, ce qui lui donne 28 cases comme périmètre:


    
      [image: ]
    

    Elle soutient que cela fait tout le tour et ferme la fameuse clôture, et que si la maison est le rectangle de 8 par 4, alors jamais la clôture ne serait placée sur la maison mais bien autour de celle-ci. De plus, ajoute-t-elle, en comptant les coins, la prison est hermétiquement fermée et les détenus ne peuvent pas s’en évader. Il s’en est suivi d’enrichissantes discussions entre et avec les élèves sur le sens à donner au périmètre à travers leurs stratégies et solutions.


    La réponse de Julie est fort intéressante, parce qu’elle nous informe des limites des explications relatives aux contours et aux surfaces offertes aux élèves pour distinguer l’aire du périmètre. Prises du point de vue du «contour», les trois solutions proposées sont recevables. Chacune décrit, en fonction de sa stratégie associée, un contour possible: 20 représente le contour interne, 24 le contour bordure, et 28 le contour externe. Certains jugeront peut-être que le contour interne de 20 décrit une conception erronée mêlant carrés unités et périmètre. Cependant, cette stratégie est bien justifiée et expliquée par l’élève en termes de contour. Que dire de la réponse de 28 de Julie? Ici aussi, cette réponse est plausible pour le contour, d’autant que cela correspond à l’idée d’entourer la figure avec la fameuse clôture. À cela s’ajoute que les élèves ayant proposé de calculer la somme des deux côtés de 8 et des deux autres de 4, pour obtenir un total de 24 (la réponse attendue) ne sont pas parvenus à expliquer en quoi leur stratégie fait mieux le contour du rectangle que celle de Julie!


    À bien y penser, si la surface est un concept mathématique, il y a tout lieu de se demander ce qu’il en est du contour. En fait, le concept associé à l’aire est bel et bien la surface et l’aire est une mesure de cette surface. En revanche, le concept associé au périmètre n’est pas le contour, mais la longueur. Le périmètre est une mesure de la longueur, et dans ce cas-ci cette longueur est relative à une figure en deux dimensions. En plus de s’éloigner du concept de longueur, l’idée de contour induit la conception non désirée selon laquelle trouver le périmètre consiste à «faire le tour». Cette idée influence la compréhension des élèves au point de penser devoir sceller les coins pour qu’il ne soit plus possible de sortir du terrain ou de la prison, en comptant tous les carrés dans les coins!


    Certains auront aussi sourcillé devant les réponses «20, 24, 28» des élèves, parce qu’elles n’ont pas d’unités. Et quelles seraient leurs unités si nous avions à leur en donner? Les nombres 20 et 28 représentent en fait des carrés unités, qui ont été comptés un à un:
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    Il est question de 20 carrés unités, soit 20 centimètres carrés, et de 28 carrés unités, soit 28 centimètres carrés. Voilà des contours en termes de surface! Le périmètre étant une mesure de longueur, ces réponses sont en conflit26. La réponse de 24 a aussi son référent, soit ses unités. Il s’agit de 24 quoi? 24 centimètres. Ces 24 centimètres représentent une longueur, mesurée avec une unité en une dimension. Si le périmètre est la mesure d’une longueur, alors il se considère aussi sur une dimension: il est possible de «déplier» cette longueur de la figure. Le périmètre du rectangle devient une longueur, et non un contour, de 24 centimètres.


    
      
    

    Les solutions des élèves nous indiquent que la notion de contour entraîne celle de figure en deux dimensions. Cela explique les différentes réponses et la difficulté de les départager. Bien que tiré d’une figure en deux dimensions, le périmètre doit s’en détacher pour être considéré sur une seule dimension, la longueur.


    
      
    

    Initialement bénigne, l’association entre périmètre et contour s’est avérée polysémique, voire problématique. Les réponses des élèves permettent d’éclairer l’impact de certaines de nos façons habituelles de parler et de comprendre le concept de périmètre: la métaphore du contour pour comprendre la notion de périmètre révèle ici ses implications et ses limites.

  


  
    13 LES TRIANGLES ET LES CARRÉS27


    C’est généralement avec les concepts de triangles, de carrés et de rectangles que les élèves font leurs premières armes en géométrie. Ils sont initiés à ces figures géométriques: ils les cherchent un peu partout autour d’eux, se questionnent sur leurs propriétés, les classent de différentes façons, etc. Ils vont notamment remarquer que le triangle a trois pointes ou sommets et trois côtés; que le carré a quatre côtés «pareils» ou égaux, ce qui le distingue du rectangle qui possède deux paires de côtés égaux; que chacun d’entre eux a des coins (des angles droits), et ainsi de suite. Cette étude est habituelle et n’a rien de bien sorcier. Toutefois, certains élèves m’ont fait remarquer que tout n’est pas si simple et qu’il y a peut-être même quelque chose qui cloche dans ce travail des figures.


    Alors que j’étais dans une classe de premier cycle du primaire, les élèves cherchaient à comprendre, ensemble, la différence entre un carré et un rectangle après en avoir dessiné un certain nombre sur leurs feuilles. Des idées concernant les quatre côtés, les quatre coins droits, les diagonales ou encore les côtés face à face étaient exprimées assez facilement par la plupart des élèves. À l’occasion, certains d’entre eux faisaient des observations en relevant la différence entre les carrés et les rectangles d’avec les triangles. Mais, lorsque nous avons abordé l’étude des triangles, les échanges ont pris une tout autre tournure. Par exemple, à partir de l’image du chat ci-dessous, les élèves devaient identifier le plus grand nombre possible de triangles28.
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    Or, plusieurs élèves ont affirmé qu’il n’y avait aucun triangle dans cette image, puisque aucune figure ne possédait trois côtés de même longueur. Certains élèves ont finalement convenu que les formes représentant la tête de l’animal et son corps sont possiblement des triangles, mais la plupart étaient loin d’être convaincus.


    Les explications des élèves étaient pourtant limpides: «Les figures doivent avoir trois côtés pareils pour être des triangles.» Je me suis alors demandé pourquoi ils s’arrêtaient à cette propriété et n’arrivaient pas à voir les autres triangles. J’ai d’abord cru que le croisement de deux triangles rendait difficile leur visibilité; le but de ces tâches comprend l’appréhension de la représentation spatiale, soit la capacité de porter son attention aux côtés indépendamment des croisements internes pour déceler les figures. Les élèves ne manifestaient aucun problème vis-à-vis ces croisements de figures: ce qui les ennuyait était que les côtés n’étaient pas de même longueur. Même les propositions de l’enseignante pour distinguer différentes catégories de triangles (côtés identiques, côtés différents, etc.) ne changeaient rien: le groupe refusait ce type de figure comme étant des triangles, car il fallait «trois côtés de même longueur»!


    Un retour sur les figures comme le carré, le rectangle et le triangle, qui sont celles avec lesquelles les élèves amorcent leur travail en géométrie, est instructif. Ce choix, à la base anodin et accessible aux élèves, a possiblement des conséquences sur leur compréhension du concept général de figure géométrique. En effet, il ne s’agit pas du même type de figure. Un triangle représente une classe générale de figures à trois côtés, alors que le carré et le rectangle sont des cas très spécifiques… de quadrilatères! De ce point de vue, il semble moins étonnant que les enfants soient à la recherche de caractéristiques du type «côtés pareils» pour identifier des triangles, puisque les carrés et les rectangles, eux, en ont; et ce sont les premières figures qu’ils explorent en géométrie.


    En effet, il est très rare que les séquences d’enseignement démarrent par les quadrilatères! Or, il est bien question de triangle, qui est analogue au quadrilatère, dès le début de ces mêmes séquences, et non pas de triangles spécifiques, tels les isocèles et les équilatéraux. Ce que ces élèves nous signalent est que l’équivalent du carré est le triangle équilatéral (il n’y en avait aucun dans le dessin du chat) et que celui du rectangle, avec ses deux paires de côtés identiques, est le triangle isocèle – et, d’ailleurs, certains élèves en ont détecté quelques-uns dans l’image du chat…


    Ainsi, les figures géométriques utilisées pour initier les enfants comportent un biais qui peut facilement passer inaperçu. Comme le montre Michael De Villiers29, les élèves entrent aisément dans le jeu de la classification et de la recherche de figures de toutes sortes en géométrie. En fait, ils le font si bien qu’ils en tirent parfois plus que ce que nous croyons leur offrir par l’étude de figures «simples»; c’est-à-dire sans les losanges, les parallélogrammes, les trapèzes et les quadrilatères quelconques, conçus alors comme étant trop compliqués à ce stade du parcours scolaire. Pourtant, c’est exactement ce qui est fait avec les triangles, présentés tous azimuts et non selon les cas particuliers (isocèle, équilatéral, etc.). En bref, par leurs réponses, les élèves rappellent que les cas particuliers de quadrilatères que sont les carrés et les rectangles sont initiés rapidement, au contraire des types de triangles.


    Les restrictions imposées par les élèves sur la présence ou non de triangles dans l’image du chat indiquent que nos choix ne sont pas sans conséquences. Ils nous sensibilisent à l’intérêt d’étudier des quadrilatères de toutes sortes, pour faire mieux ressortir ensuite l’intérêt des cas particuliers. Ce jeu du général au particulier, voire des classifications, apparaît comme une excellente occasion pour les élèves de développer leur compréhension de ces figures; un exercice plus riche qu’il n’y paraît!

  


  
    14 LA PROPRIÉTÉ MULTIPLICATIVE: LA SIMILITUDE


    L’illusion de linéarité est bien connue en enseignement des mathématiques et représente d’ailleurs un obstacle de taille pour certains élèves. Il est en effet souvent tentant, par exemple, de penser qu’en doublant le côté d’un carré, son aire double aussi. Il en va de même lorsque le périmètre d’un rectangle augmente, où il est tentant de penser que son aire augmente aussi automatiquement. Cette tendance est largement documentée en didactique des mathématiques30. Pour éviter ce piège de linéarité en distinguant les impacts d’agrandissement sur le périmètre, l’aire et le volume, le recours au principe de similitude, avec ses facteurs d’agrandissement k1, k2, k3 sur les longueurs de figures et de solides semblables, apparaît un outil fort utile. Toutefois, comme toute notion puissante, celle-ci peut en cacher d’autres…


    Lors d’un cours universitaire, des étudiants avaient à résoudre un ensemble de problèmes sur le périmètre, l’aire et le volume, dont les suivants:


     Le rapport entre le volume de deux cylindres est de . Le petit cylindre a une hauteur de 25 centimètres et le grand de 50 centimètres. Quel est le rapport de leur rayon?


     Un rectangle a un périmètre de 18 centimètres. La mesure de ses côtés est doublée. Quel est le nouveau périmètre?


    Daniel a rapidement trouvé une réponse de  pour le premier problème et de 36 centimètres pour le deuxième. Surpris par sa rapidité, je lui demande comment il s’y est pris. Il me répond tout bonnement: «C’est k3 pour les cylindres et k1 pour les rectangles.» Plusieurs de ses camarades de classe abondent dans le même sens en hochant la tête. Pris de court, comme certains diraient, je propose au groupe un autre problème, similaire, faisant intervenir la notion de volume:


     Si le rayon d’un cône est triplé et que sa hauteur est divisée en deux, que devient son volume?


    Le silence a plombé la salle. Malaise. En circulant entre les rangées, je tente d’entendre les commentaires des étudiants, attablés à résoudre la tâche. Daniel me lance: «Je ne trouve pas le k!» Nouvelle stupéfaction pour moi. Je réplique: «Le k de quoi?», générant davantage de tourments.


    Il est possible de penser que ces étudiants universitaires ne saisissent pas complètement la notion de similitude ou de transformation des figures et des solides. Toutefois, c’est le message sous-jacent à leurs réactions qui est marquant. Il concerne la propriété multiplicative sur les longueurs, soit l’effet de leur transformation dans une figure ou dans un solide. Le blocage de Daniel et de ses pairs illustre la façon dont cette notion de propriété multiplicative est submergée par celle des coefficients ou des rapports de similitude, soit k1, k2 et k3, comme ils sont nommés. Pourtant, cette notion de propriété multiplicative est ici centrale et permet justement la considération des coefficients k1, k2 et k3 lors de ces transformations.


    Par exemple, dans le problème du rectangle et de son périmètre, le doublage des mesures peut se représenter géométriquement par les modifications des longueurs, où chacune d’entre elles est doublée et produit un rectangle semblable.


    Cette transformation constitue un cas de similitude avec k1 = 2 pour déterminer l’impact sur le périmètre. Il est toutefois beaucoup plus fréquent d’avoir une situation où chacune des longueurs du rectangle est affectée par un facteur différent, ce qui ne produit donc pas un rectangle semblable et ne permet pas l’utilisation du coefficient k. Par exemple, tripler la hauteur et quintupler la largeur d’un rectangle aboutit à la situation suivante:
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    Ou encore, les transformations du quadruple en hauteur et de la moitié en largeur doublent l’aire sans nécessairement doubler le périmètre.
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    La même affirmation peut être énoncée au sujet du problème des cylindres, où la relation de 1:8 entre les volumes peut être obtenue par d’autres facteurs que le seul  pour chacune des dimensions ( ×  × ), révélant des cylindres non semblables. Par exemple, en multipliant par quatre fois son rayon et en diminuant sa hauteur de moitié, le cylindre obtenu comporte aussi un rapport de volumes de 1:8 avec le cylindre initial.
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    La liste peut continuer avec différents cylindres possédant une relation de 1:8 entre leurs volumes. Dans les cas où les transformations sur les longueurs d’une figure ou d’un solide ne sont pas les mêmes, elles ne produisent pas de formes semblables. L’effet de chacune des transformations sur les longueurs doit être considéré: c’est ici que la notion de propriété multiplicative sur les longueurs entre en jeu.


    La situation est analogue dans le troisième problème, celui du cône, où il est possible de décomposer l’effet des transformations des longueurs en deux étapes successives. À partir du cône initial , tripler le rayon produit un nouveau cône  qui possède une base 9 fois plus grande en termes d’aire.
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    Le cône  possède la même hauteur h que le cône , mais avec une base 9 fois plus grande (r2 devient (3 r)2 = 9 r2). Ce nouveau cône  est donc déjà 9 fois plus volumineux que le cône , mais une autre transformation est encore requise sur la hauteur. À partir du cône , la réduction de moitié de la hauteur h produit un troisième cône :
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    Le volume de ce cône  est aussi réduit de moitié (h devient h/2) par rapport au cône  9 fois plus volumineux que le cône initial; cela a pour effet de rendre ce cône  plus volumineux de  fois que le cône  initial. Bien que reliés par ces transformations, les cônes ,  et  ne sont pas semblables entre eux. Ainsi, les cas où chacune des longueurs d’une figure ou d’un solide sont affectées de la même façon, c’est-à-dire qu’elles produisent des figures ou solides semblables, sont des cas particuliers de transformation. Cela signifie que les transformations par les coefficients de similitude k1, k2 et k3 sont des cas particuliers de la propriété multiplicative sur les longueurs, où toutes sont affectées de la même façon.


    Bien que les trois cônes précédents ne soient pas semblables, il existe des cônes dont le rapport entre leurs volumes est le même, soit 1:9, 1:2 ou encore 1: , qui sont semblables. Dans ces cas, ceux-ci comportent respectivement un facteur k de ∛9, ∛2 et ∛, entre chacune de leurs dimensions homologues. Cela relève que la relation entre le volume des cônes ne permet en rien de présumer la similitude de ceux-ci, ce qui est vrai pour toutes les figures et tous les solides pour lesquels k1, k2 ou k3 est affirmé: chacune des longueurs doit être affectée du même facteur pour qu’ils soient semblables. La similitude entraîne des relations entre les aires et les volumes, mais cette relation n’est pas réciproque. Si deux solides sont semblables, alors leurs aires et volumes ont des relations qui peuvent s’envisager en termes de k1, k2 et k3. Mais constater des relations entre des volumes n’implique pas forcément une relation de similitude.


    C’est exactement cette approche par l’effet de la propriété multiplicative sur les longueurs qui permet de saisir ce que Daniel ne comprend pas. Elle souligne le fait que les cas de similitude interprétables par les facteurs d’agrandissement k1, k2 et k3 ne sont que des cas particuliers de l’effet de la propriété multiplicative sur chacune des longueurs. De la même façon que le carré, tel que présenté à la leçon 13, représente uniquement un cas particulier des quadrilatères, les cas de similitude des figures et solides ne sont que des cas particuliers de l’effet de la propriété multiplicative sur les longueurs.


    Le blocage de Daniel et des autres étudiants nous indique que le travail sur les facteurs d’agrandissement k1, k2 et k3 comporte le risque de dissimuler le principe général sous-jacent à ces transformations et similitudes. L’absence d’un «k» dans le problème du cône a permis de rendre cette situation explicite. Les étudiants nous soulignent en ce sens la nécessité d’étudier de façon plus générale l’effet de la propriété multiplicative sur les longueurs, afin d’éviter d’assimiler l’ensemble des situations à de simples situations de similitude.

  


  
    15 LA PROPRIÉTÉ MULTIPLICATIVE: LES CONVERSIONS D’UNITÉS DE MESURE


    Les conversions entre les unités de mesure, de millimètres carrés à décimètres carrés, de mètre cube à centimètre cube, etc., sont souvent intégrées ou associées à des séries de multiplications ou de divisions par 10, 100, 1000, etc. Cette association avec les multiplications par des puissances de 10, bien qu’efficace, rend techniques et parfois même peu compréhensibles ces conversions. Celles-ci apparaissent, par exemple, dans plusieurs tableaux présentés aux élèves, dont voici un exemple:
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    Que ce soit lors d’un travail ou d’une discussion avec des élèves, des (futurs) enseignants ou encore des conseillers pédagogiques, la présence de ce type de tableau provoque immanquablement des malaises. Ceux-ci se résument à une interrogation du type: «Pourquoi des cases vides figurent-elles entre les unités d’aire et de volume?»


    Cette question, en apparence anodine, révèle une dimension sous-jacente à la conversion d’unités. Elle expose comment celle-ci implique bien plus que des multiplications par 10, 100 ou 1000. En fait, la conversion d’unités peut se concevoir comme un cas spécifique de l’effet de la propriété multiplicative sur les longueurs.


    Prenons l’exemple de la mesure d’aire d’un rectangle. La conversion qui nous conduit d’une mesure d’aire en mètres carrés à une mesure en centimètres carrés exige plus qu’une multiplication par 100 ou 1002. Étant donné qu’un mètre est 100 fois plus grand qu’un centimètre, la mesure en centimètres d’une même longueur (par exemple, la largeur du rectangle) équivaut à une valeur 100 fois plus grande que celle en mètres.
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    Dans le passage de mètres carrés à centimètres carrés, chacune des dimensions du rectangle est affectée par le facteur de 100, autant la largeur que la hauteur du rectangle. La valeur devient alors 100 fois plus élevée en passant de mètres à centimètres en largeur et 100 fois plus élevée en passant de mètres à centimètres en hauteur.
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    Conséquemment, la conversion de mètres carrés à centimètres carrés exige une valeur de mesure d’aire équivalente à 100 × 100, soit 10 000 fois plus élevée. Le centimètre étant 100 fois plus petit comme mesure que le mètre, il est nécessaire d’en prendre 100 fois plus pour couvrir la longueur voulue (la largeur d’un rectangle, par exemple). Alors que le passage de mètres carrés à centimètres carrés implique de se référer à une mesure 10 000 fois plus petite, la valeur de mesure est 10 000 fois plus grande pour couvrir la même aire mesurée31.


    C’est analogue en ce qui concerne les mesures de volume. Par exemple, dans la conversion de décimètres cubes à mètres cubes, le décimètre cube est 1000 fois plus petit que le mètre cube.
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    En réalité, cela s’explique parce que, pour chacune des dimensions, l’unité de mesure qui est le décimètre est 10 fois plus petite que celle du mètre. En premier lieu, la valeur de la mesure pour la largeur est 10 fois plus petite lorsqu’elle est mesurée en mètres plutôt qu’en décimètres. Ensuite, elle se combine à la valeur de la profondeur qui est aussi 10 fois plus petite lorsqu’elle est mesurée en mètres, ainsi la mesure est de 10 × 10 = 100 fois plus petite qu’au début. Finalement, la mesure de la hauteur en mètres plutôt qu’en décimètres donne aussi une valeur 10 fois plus petite, qui se combine aux autres et offre une valeur pour le volume de 10 × 10 × 10 = 1000 fois plus petite lorsque le solide est mesuré en mètres cubes plutôt qu’en décimètres cubes. C’est la combinaison des trois valeurs 10 fois plus petites appliquées à chacune des trois dimensions du solide qui explique la conversion par 1000: une valeur de mesure 10 fois plus petite en largeur, 10 fois plus petite en profondeur et 10 fois plus petite en hauteur.


    Cette incursion dans le lien entre la conversion d’unités de mesure et l’effet de la propriété multiplicative sur les longueurs permet de revenir aux «cases vides», et à ce qu’elles impliquent. D’une certaine façon, la présence de ces cases est simple: la conversion d’unités d’aire ou de volume exige d’affecter chacune des dimensions par la même transformation. C’est ici que la conversion d’unités se comprend comme un cas particulier de l’effet de la propriété multiplicative sur les longueurs. Un passage de mètres carrés à centimètres carrés, par exemple, a lieu autant en largeur qu’en hauteur, et chacune des dimensions est affectée de la même façon; tout comme un passage de décimètres cubes à mètres cubes s’applique autant en largeur, hauteur et profondeur, où chacune des dimensions est affectée de façon identique. En somme, chacune des cases représente une transformation par 10 sur chacune des dimensions: 10 × 10 pour les deux dimensions des figures et 10 × 10 × 10 pour les trois dimensions des solides.


    La présence des cases vides amène à se questionner sur le sens à donner aux étapes intermédiaires d’une conversion d’unités de mesure en contexte de volume, soit les étapes qui ont lieu, bizarrement, «entre les cases», par exemple avec un bond de 10 ou de 100. Cette situation produirait une sorte d’unité hybride, telle que des dm2 × cm, ou de dm × cm2, dans laquelle une dimension ou deux seulement auraient été converties. En effet, si chacune des cases représente une transformation par 10 sur chacune des longueurs, un «arrêt» entre les bonds de 1000 signifierait que toutes les unités de mesure des dimensions du solide n’ont pas été transformées. Par exemple, la conversion de cinq décimètres cubes en centimètres cubes implique d’abord une conversion de la largeur, de décimètres à centimètres, donc une valeur 10 fois plus grande. Cette première conversion se traduirait par 50 dm2 × cm alors que la conversion n’est pas achevée.
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    Ensuite, cette conversion implique une transformation de décimètres à centimètres en hauteur, donc 10 fois plus que les 50 déjà 10 fois plus grand, ce qui donne une conversion de 100 fois plus, pour une mesure de 500, d’unités dm × cm2.
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    Finalement, la conversion de décimètres à centimètres en profondeur serait aussi affectée par un facteur de 10, produisant la mesure finale de 5000 centimètres cubes.
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    En revanche, si cette ultime conversion sur la profondeur n’est pas réalisée, la mesure serait en dm × cm2, avec seulement deux des unités de mesure des dimensions converties de décimètres à centimètres. De là, l’unité hybride de dm × cm2 se retrouvant entre les cases et donnant 500 dm × cm2.


    Ce type d’unités n’est pas admissible et n’existe pas dans notre système de mesure actuel, car l’unité de volume est homogène sur toutes ses dimensions (de la même façon qu’il n’est pas vraiment possible de générer l’aire d’un rectangle dont la largeur est mesurée en pieds et la hauteur en centimètres)32. C’est cette combinaison des conversions d’une unité à une autre sur une dimension à la fois qui explique la présence des cases vides dans le tableau relatif aux volumes: ces unités hybrides ne permettent pas d’obtenir une conversion complète d’une unité de mesure à une autre, par exemple de centimètres cubes à décimètres cubes ou de mètres carrés à décimètres carrés. En se référant au tableau de conversion des surfaces, comme pour le passage de mètres carrés à décimètres carrés, un saut de 10 ne représenterait pas une transformation complète d’une unité à l’autre.


    Ainsi, les transformations de 100 et 1000 ne sortent pas de «nulle part» et leur présence ne tient pas seulement au fait qu’elles sont reliées à l’aire (102) ou au volume (103). Elles sont le résultat d’une combinaison des transformations sur chacune des dimensions des figures et des solides. C’est ce qui produit les cases vides, impliquant des unités hybrides entre les unités standard où chacune des dimensions ne serait pas transformée de façon simultanée.


    Voilà ce que met en lumière ce questionnement récurrent sur la place et le sens de ces cases vides du tableau de conversion. Il montre que les conversions par puissances de 10 ne sont pas des formules magiques à appliquer en contexte d’aire ou de volume, mais des conséquences directes de la propriété multiplicative appliquée aux longueurs. Une fois encore, les conversions d’unités de mesure ne sont qu’un cas particulier de la propriété multiplicative sur les longueurs. Ces questionnements autour de la pertinence des cases vides soulignent les implications de l’effet de la propriété multiplicative, implications qui peuvent parfois demeurer enfouies sous une série de calculs et de multiplications par 10, 100, 1000, etc.

  


  
    16 LA PROPRIÉTÉ MULTIPLICATIVE: LES CERCLES ET LES SPHÈRES


    Il y a plus de 25 ans, Claude Janvier, un des pionniers en didactique des mathématiques au Québec, a développé des ressources didactiques liées au volume des solides33. Le titre de ses travaux en dit long sur ses intentions: Le volume, mais où sont les formules? Dans ceux-ci, Janvier réussit à mettre de côté le travail technique autour des formules de volume, voulant plutôt les étudier au niveau conceptuel, afin de leur donner un sens. Il est exact que certaines formules de volume, mais aussi d’aire, sont apprises par cœur par les élèves, sans qu’ils en saisissent le sens sous-jacent.


    C’est ce son de cloche que j’ai perçu alors que je travaillais avec des étudiants à la formation des enseignants au secondaire, lorsque le problème suivant a été posé:


     Le rayon d’un cercle mesure 8 centimètres. De combien doit-on l’augmenter pour que son aire quadruple?


    Théo, un des étudiants, m’a posé une curieuse question: «Toutes les figures en deux dimensions ont une largeur et une hauteur. Où sont ces deux dimensions dans le cercle?»


    La première réaction de ses camarades a été d’affirmer que ces deux dimensions sont comprises dans l’exposant 2 de la formule d’aire du cercle: πr2. Cependant, cette réponse a semblé insuffisante pour plusieurs, même s’ils connaissent et savent utiliser adéquatement cette formule. Celle-ci les a conduits à des questions supplémentaires du type: «Que signifie cet exposant? Que cache-t-il? D’où vient-il? Comment le voir dans le cercle?»


    Ce sont d’excellentes questions mathématiques. D’une certaine façon, ce vers quoi la question de Théo et celles qui ont suivi nous entraînent est le besoin de donner un sens à la formule d’aire du cercle. Ces questions soulignent aussi, et surtout, le besoin de comprendre ce qui se passe dans le cercle et comment les deux dimensions jouent un rôle dans cette figure.


    Une façon d’aborder cette question est, en exagérant un peu, d’imaginer que chacune des deux dimensions du cercle est couverte par un rayon. En d’autres mots, il s’agit d’imaginer que le cercle «possède» un rayon en largeur et un rayon en hauteur. Le tout se perçoit mieux si le cercle est inscrit dans un carré:
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    La formule d’aire du cercle, πr2, devient π × r × r, dans laquelle chacun des deux rayons du cercle est apparent. Bien que ce soit une vision particulière du cercle, la conception du rayon en largeur et du rayon en hauteur possède un potentiel intéressant pour aborder la question de Théo. Il est de nouveau question de l’effet de la propriété multiplicative sur les longueurs.


    Revenons au problème initial du cercle et de son rayon. Si le rayon du cercle est doublé, les «deux» dimensions du cercle en sont affectées: le rayon en largeur et le rayon en hauteur sont doublés. Cela se traduit dans la formule par: π × (2r) × (2r) = 4πr2. Le fait de conserver le cercle inscrit dans le carré illustre et explique cette formule en deux temps. Dans un premier temps, le rayon en largeur est doublé, alors que celui en hauteur demeure de la même longueur; cela donne une ellipse dont la largeur est le double de celle du cercle initial, tout en étant de la même hauteur. L’aire est doublée.
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    La formule devient π × (r) × (2r) = 2πr2, où l’aire est deux fois plus grande que l’aire initiale πr2. Dans un deuxième temps, le rayon en hauteur doit être doublé. Un cercle est (ré-)obtenu, dont «chacun des rayons est doublé». Ce dernier cercle a une aire qui est le double de celle de l’ellipse précédente et donc quatre fois l’aire du cercle initial. La formule devient π × (2r) × (2r) = 4πr2.
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    C’est le besoin de «voir» les deux dimensions du cercle, ainsi que l’effet de leur agrandissement après une transformation, qui nous mènent à travailler le cercle ainsi. Le propos n’est pas de savoir si le cercle a réellement deux rayons de dimension, mais plutôt de constater ce que cette image permet de «voir», à travers les transformations, en répondant à l’envie initiale de percevoir le cercle comme un objet en deux dimensions.


    Si cette idée est valable pour le cercle, elle peut s’étendre à la sphère, dont la formule du volume est: πr3 =  × π × r × r × r. Il est possible d’imaginer que chacune des dimensions de la sphère, un solide en trois dimensions, soit représentée par un rayon: un rayon en largeur, un rayon en hauteur et un rayon en profondeur. La sphère inscrite dans un cube peut aider à visualiser le phénomène.
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    Les «trois» rayons de la sphère permettent de visualiser ses trois dimensions. Que se produit-il si le rayon de la sphère est doublé? Au niveau de la formule, cet effet se traduit par π(2r)3 = 8 × (πr3). Comment expliquer ce «8», mis à part le fait d’avoir 23? Comme pour le cercle, la situation peut s’illustrer en trois temps. D’abord, on double un premier rayon sur la largeur. La forme obtenue est du double en largeur:


    Cet ellipsoïde possède un volume double de celui de la sphère initiale:  × π × (2r) × r × r = 2 × (πr3). Ensuite, le rayon en hauteur est doublé, passant à une sorte de galette, dont la hauteur est deux fois plus grande que celle de l’ellipsoïde, et par le fait même, son volume est doublé par rapport à celui de l’ellipsoïde.
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    Puisque l’ellipsoïde a un volume double de celui de la sphère initiale, la galette possède un volume quatre fois plus grand que celui de la sphère initiale:  × π × (2r) × (2r) × r = 4 × (πr3). Finalement, le rayon en profondeur est doublé.
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    Cette dernière transformation redonne une sphère, avec «tous ses rayons», et donc toutes ses dimensions, doublés, qui est deux fois plus volumineuse que la galette, quatre fois plus que l’ellipsoïde et huit fois plus que la sphère initiale:  × π × (2r) × (2r) × (2r) = 8 × (πr3). Le jeu entre la formule algébrique et la visualisation géométrique permet de mieux «voir», étape par étape, l’effet de la transformation du rayon de la sphère.
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    Voilà donc un aperçu des réflexions et investigations mathématiques que la question de Théo sur la double dimensionnalité du cercle fait émerger, c’est-à-dire le besoin de «voir» ce qui se passe en deux dimensions dans le cercle (et qui a été étendu à la sphère), tant au niveau géométrique qu’algébrique. Envisager les transformations du cercle et de la sphère d’un point de vue géométrique confère un sens aux formules et aux dimensions, en plus de favoriser la rencontre d’autres formes et solides tout aussi intéressants, mathématiquement parlant. Or, ce potentiel de visualisation peut être écrasé sous les formules de πr2 et πr3, qui rendent le travail plus technique que conceptuel. Bien sûr, ces formules algébriques nous aident à être très efficaces pour évaluer l’aire du cercle ou le volume de la sphère, mais elles peuvent obscurcir d’autres aspects. Les questions des étudiants montrent que la transparence de ces formules n’est pas toujours évidente. Et, au-delà de la possibilité de les travailler algébriquement, obtenir une «image» pour (sa-)voir ce que ces formules représentent géométriquement constitue un réel gain mathématique.

  


  
    QUATRIÈME PARTIE 
LES FRACTIONS


    Les fractions sont considérées, dans l’ensemble des mathématiques scolaires, comme un des sujets les plus ardus. Elles sont aussi difficiles à comprendre pour les élèves qu’à enseigner pour les enseignants. Ainsi, elles causent des soucis autant à ceux qui disent ne pas les comprendre qu’à ceux qui les comprennent. Quel casse-tête!


    Malgré toutes les difficultés connues et inimaginables que posent les fractions, une dimension moins connue concerne les bons coups réalisés par les élèves avec celles-ci. Ces bons coups mettent souvent en lumière des éléments mathématiques fort intéressants. Les leçons suivantes sur les fractions se centrent sur les réussites des élèves et leurs façons ingénieuses de les penser. Les réflexions qu’elles provoquent en viennent à questionner ce que sont les fractions elles-mêmes, ou plutôt nos propres compréhensions du concept de fraction… soulignant au passage combien il y en a encore beaucoup à en tirer.

  


  
    17 LES FRACTIONS PARTIES D’UN TOUT34


    Bien que les élèves finissent par prendre les fractions en grippe, ils démontrent souvent, lors de leurs premiers pas avec elles, une belle flexibilité de compréhension ou encore une aisance à considérer plusieurs solutions simultanément. J’ai justement eu cette impression lorsque j’ai proposé à des élèves de cinquième année de résoudre le problème suivant:


    Voici trois pizzas, qui sont à partager équitablement entre deux enfants. Quelle fraction chacun obtiendra-t-il?
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    Les élèves ont alors lancé plusieurs réponses. La première a été la représentation du partage donnant 1 pizza et  chacun:
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    Puis, un élève a proposé les  des pizzas à chacun, en coupant les pizzas horizontalement pour avoir six morceaux au total, desquels chaque enfant obtient trois morceaux.
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    Un autre élève a rapidement dit «», expliquant qu’il n’y avait qu’à joindre les traits initiaux sur chacune des pizzas pour donner quelque chose de la sorte:
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    Ensuite, un autre élève a suggéré de jumeler les coupures verticales et horizontales pour donner ceci:
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    Alors que certains élèves offraient les  des pizzas comme réponse après ce partage, un autre élève a expliqué que chacune des parties valait les  d’une pizza ( pizza et  de pizza) et donc que chaque enfant obtenait deux fois les  d’une pizza.


    Il est possible de penser que la variété des propositions des élèves représente leur incapacité à se fixer sur une seule réponse exacte et que, finalement, ils expriment ce qui leur semble possible ou ce qui leur passe par la tête. Ou encore, si la question avait été plus claire, en fixant d’emblée le tout de la fraction, davantage de réponses exactes auraient vu le jour en évitant des confusions. Toutefois, ce serait oublier l’aisance des élèves à expliquer à quel tout leurs différentes fractions faisaient référence ( des pizzas, 1 pizza entière et  pizza,  des trois pizzas). Les élèves ont fait preuve d’un vrai contrôle, voire d’une vive créativité, vis-à-vis du tout auquel la fraction peut faire référence.


    Les réponses variées des élèves sont directement liées à la relativité du tout, une notion au cœur du travail de la fraction partie d’un tout. En faisant varier le tout de référence, ces élèves soulignent que les fractions réfèrent à un tout qu’il faut nommer et qui peut partout varier. Ainsi,  n’est pas uniquement : c’est la  de quelque chose. Dans leurs propos, les élèves ont nettement exprimé que la demie dans la réponse «1 pizza et » n’est pas la même demie que dans « des trois pizzas». Comme l’a expliqué Alissa, l’une des élèves, ce n’est «juste pas le même tout!». Ce tout est à trouver, à déterminer, à nommer, pour fixer la valeur de la fraction en jeu. Il n’y a pas vraiment d’autres choix, sinon le risque de confusion entre les différentes demies est trop élevé! Une préoccupation qui devient centrale est alors celle de savoir à quel tout réfère la fraction dont il est question.


    Cette question de la relativité du tout a des conséquences mathématiques sur la façon de travailler les fractions parties d’un tout en elle-même. Par exemple, si la question est «Quelle est la plus grande fraction entre  et ?», cette relativité du tout implique que les différents touts de référence soient précisés avant même de pouvoir commencer la comparaison de  avec . En effet, il est possible que les  d’une mini-pizza et les  d’une grande pizza n’entraînent pas la même comparaison que les  et les  d’une même pizza. Dans un cas, les  représentent possiblement plus de pizza que les , mais pas dans l’autre. Un élément essentiel que nous rappellent les différentes réponses des élèves est que ces fractions ne se comparent pas dans l’absolu. Sans questionnement relatif au tout de référence, la comparaison n’est plus possible. Pour les comparer, il faut donc admettre que le tout est le même pour les deux fractions sinon la comparaison peut devenir problématique. En même temps, si ce tout est préalablement fixé ou est toujours le même pour les fractions en jeu, alors il n’est plus vraiment question de fractions parties d’un tout. Il serait plutôt question de fractions partie d’un même tout! Le concept de fraction partie d’un tout implique, tel que son nom l’indique et tel que nous le montrent les réponses des élèves, que chacune des fractions exprimées soit accompagnée de son propre tout de référence.


    Et quelle est l’implication pour les opérations sur les fractions? Si chacune des fractions est accompagnée de son propre tout de référence, faut-il aussi se demander à quel tout chacune des fractions réfère? Chercher le résultat de  +  exigerait d’identifier, avant même de pouvoir opérer, «le  de quoi?» et «le  de quoi?». Et, même si la réponse est probablement que «chacune des fractions est du même tout», les différentes réponses des élèves relèvent l’aspect fondamental de se questionner sur la nature de ce tout pour donner un sens aux fractions en jeu: c’est bien ce concept du tout qui est au cœur du travail de la fraction partie d’un tout!


    Ainsi, accepter que chaque fraction fait toujours référence au même tout est une entreprise risquée, voire trompeuse. Ce tout, d’une fraction à l’autre, et parfois à l’intérieur d’une même situation, peut être différent… ce qui rend différente la valeur de la fraction qui lui est associée. La demie n’est pas toujours la même demie, disent les élèves! Comme l’ont formulé à la blague les enseignantes avec qui ma collègue Nadine Bednarz et moi-même avons déjà travaillé: «Il y a des gros tiers et des petits tiers35!» C’est en ce sens que chaque fraction appelle à la recherche de son propre tout de référence, qui lui est relatif. Les élèves nous rappellent ici que ce sont bien des fractions parties d’un tout qui sont à l’étude, et non des fractions partie d’un même tout!

  


  
    18 L’ADDITION DE FRACTIONS


    Une bonne partie des difficultés rencontrées par les élèves devant les fractions se présentent lors des opérations. Des consignes telles que «ne pas additionner en haut et en bas», «mettre les fractions sur le même dénominateur», «simplifier la fraction», etc., sont fréquentes en classe, au point d’oublier parfois qu’il existe des façons autres d’opérer sur les fractions.


    Je pense à Tom, un petit garçon de quatrième année qui jonglait avec les fractions de manière intéressante depuis un bout de temps, mais qui n’avait jamais formellement réalisé d’opérations avec elles. Pour lui proposer un petit défi et voir comment il s’y prendrait, je lui soumets quelques additions de fractions typiques comme  +  écrites sur une feuille. «Pour 30 ça vaut 10, et  vaut 15. Ça fait 25», me répond-il du tac au tac, en écrivant sur la feuille 15 + 10= 25.


    Moi: Et ta réponse en fraction est…?


    Tom: Euh… 25, 30? [Il écrit  sur la feuille.]


    Moi: Ok, et peux-tu réduire cette fraction?


    Tom: Je vais le faire par 5. [Il écrit des bonds sur la feuille et les compte.] Ça fait . [Il l’écrit sur la feuille.]
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    Je lui propose une deuxième addition, soit  + . Il me répond: «Pour 60, c’est 30, et l’autre, 10, ça donne 40. 40 sur 60.» Lorsque je lui demande s’il peut réduire, il écrit une série de fractions équivalentes sur la feuille et conclut en me disant: «Deux tiers.»
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    Je lui en donne quelques autres, diverses, dont quelques-unes avec trois fractions. Certaines ont exigé plus de travail et de discussion, mais il y est tout de même toujours parvenu. Je termine avec  + . Après réflexion, il me répond en écrivant: «Avec 40, c’est 10 et c’est… 7, 14, 21, 28. Donc, c’est 38 sur 40. Réduit… on peut juste avec 2… .»
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    Tom est à l’aise avec les additions de fractions. De plus, son aptitude à en faire a grandi au fur et à mesure des tâches, ce qui lui a permis d’effectuer de plus en plus rapidement les opérations allant même jusqu’à faire les simplifications de lui-même, avant que je le lui demande.


    Ce qui est véritablement intéressant est que Tom nous montre, comme à la leçon 17, qu’une fraction partie d’un tout est une fraction relative à son tout de référence. Les , , , , etc., ne sont pas des valeurs dans l’absolu, déjà fixées: ces fractions sont toujours rattachées à un tout de référence, qui leur donne un sens et qui peut varier. En effet, avec sa façon pour les additionner, Tom utilise un tout de référence variable d’une tâche à l’autre, qu’il doit déterminer pour évaluer les fractions et l’addition. Le tout est choisi en fonction des différentes fractions à additionner: pour  + , Tom choisit 30 comme tout, pour  + , il a pris 60, et 40 pour  + .


    Son approche souligne que ce tout de référence, d’une part, n’est pas préétabli et peut être redéfini à chaque reprise et, d’autre part, qu’il peut être stratégiquement fixé et utilisé pour réaliser les opérations demandées. Tom illustre ainsi la richesse de la flexibilité et de la variabilité du tout de référence et sa nécessité pour évaluer les fractions et opérer sur elles. Tom nous fait aussi la leçon au sujet de l’addition de fractions en elle-même. Alors que plusieurs se réfèrent au dénominateur commun pour raisonner sur des fractionnements comparables, Tom, lui, réfère à différents touts de 30, 60, 40, etc., rendant possibles ces comparaisons. Ce tout n’est pas le dénominateur commun, c’est un tout commun aux fractions à additionner. Une fois le tout commun établi en fonction des fractions à additionner, il peut évaluer la valeur de ces fractions. Cela rend ses fractions tangibles et très concrètes:  de 30 vaut 15,  de 40 vaut 10, etc. En d’autres mots, il dégage un tout commun et non un dénominateur commun! Les fractions deviennent ensuite des valeurs à comparer avec le tout commun pour obtenir le résultat de l’addition, soit la fraction somme résultante: « vaut 10 et  vaut 15, ensemble c’est 25, soit 25 sur 30».


    Tom procède en quelque sorte à l’inverse de la méthode habituelle: il choisit son tout, trouve la valeur de chacune des fractions relativement à ce tout, les additionne et utilise la somme pour formuler la fraction finale. Il ne transforme pas les fractions , , , etc., en ayant recours à un dénominateur commun. Dans aucun cas, il n’est question de trentièmes, de soixantièmes ou de quarantièmes. L’addition de  +  n’est pas transformée en  et  pour obtenir , mais bien en 10 et 15 qui donnent 25, comparé de nouveau avec les 30, tout de départ, pour avoir . Le processus de Tom est alors très différent de la recherche du dénominateur commun, et nous devons nous rappeler qu’il est en quatrième année et que la notion de dénominateur commun… ne lui a simplement pas encore été enseignée!


    De plus, Tom nous expose que l’habitude de considérer le tout comme valant 1 – ce qui est souvent proposé – n’est pas nécessaire. Cette idée du tout qui vaut une unité ne lui sert pas. Son tout peut valoir 40, 60, 30, selon ce qui est nécessaire pour les fractions en jeu. Un tout de 1 rendrait les fractions plus petites que 1, et compliquerait inutilement son travail d’addition. Le tout de Tom se découpe en parties pour les fractions à additionner, sans passer par l’unité.


    Sa méthode fait ressortir les associations que nous faisons probablement sans nous en rendre compte au sujet des fractions. Tom souligne la possibilité et surtout la richesse de considérer chacune des fractions comme rattachée à un tout de référence, variable et à déterminer pour évaluer la fraction. Cela nous permet de relativiser l’importance de la notion de dénominateur commun et de considérer l’évaluation des fractions relativement à un tout commun. Enfin, Tom remet en question notre habitude d’associer le tout à une valeur de 1. Non pas que cette association soit erronée, mais elle n’est peut-être pas la seule adéquate. La facilité qu’a Tom pour additionner des fractions est révélatrice des compréhensions sur ces mêmes fractions et leur addition.

  


  
    19 LES FRACTIONS ÉQUIVALENTES36


    Dans une conférence prononcée à Montréal en 1988, le didacticien Guy Brousseau a soulevé positivement la dimension de l’oubli chez l’élève, qui permet aux enseignants des années suivantes de (ré-)enseigner certaines notions mathématiques de façon plus adaptée au niveau scolaire ou aux problèmes à résoudre37. Tous les enseignants ont déjà vécu la situation dans laquelle ils savent que leurs élèves ont vu certains concepts mathématiques l’année précédente, tout en paraissant ne plus s’en rappeler quelques mois plus tard… et où il faut recommencer à zéro!


    Cette situation caricaturale – une sorte de jour de la marmotte didactique! – s’est produite récemment alors que nous étudiions les fractions dans une classe de sixième année du primaire, à raison d’une fois toutes les deux semaines. À un moment, les enseignantes m’ont demandé de travailler diverses tâches de fractions avec leurs élèves, un sujet jugé difficile pour eux. Lors de cet exercice, les enfants m’ont amené, à travers leurs solutions et leurs idées, sur le terrain des fractions équivalentes, telles que  est équivalent à  qui est aussi équivalent à  (et parfois même à ) ou encore  =  =  =  (et parfois même = ), etc.


    Ces élèves avaient plusieurs façons d’établir ces équivalences. Par exemple, ils les représentaient par des dessins de pizzas ou de tablettes de chocolat, en les découpant en morceaux et en parties. Les figures suivantes, tirées de leurs travaux, témoignent de leurs façons imagées d’établir des équivalences, entre  et  ou entre  et :
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    Ce travail sur les fractions équivalentes faisait intervenir le type de raisonnement suivant sur les parties et le (re-)découpage de celles-ci: pour prendre la même quantité, puisque les morceaux sont deux fois plus petits, il faut en prendre deux fois plus; s’ils sont trois fois plus gros, il faut en prendre trois fois moins, etc. Ce raisonnement s’opérait sur les représentations dessinées et à partir de l’écriture fractionnaire (, , etc.). Tous les élèves réussissaient-ils à raisonner de la sorte et à comprendre les liens entre l’écriture, la fraction, les parties, etc.? Certes non, mais ils ont tracé, découpé des rectangles et des cercles, les ont recoupés tout en essayant de combiner les parties. Ils travaillaient fort!


    L’année suivante, je suis intervenu dans une autre école en première année du secondaire. J’ai été surpris et heureux de revoir quelques-uns de ces mêmes élèves de la classe de sixième année du primaire de l’année précédente. L’enseignant m’a lui aussi proposé d’effectuer des exercices sur les fractions, «parce qu’ils ont de la difficulté». Encore une fois, dès le début, les élèves ont rapidement ramené sur le plancher, ou plutôt sur le tableau, l’univers des fractions équivalentes!


    Toutefois, j’ai rencontré une différence ou encore un «oubli» de taille. En effet, dès les premières incursions sur les questions d’équivalences, j’ai eu la vague impression de travailler sur un tout autre concept que celui de l’année précédente, voire de gérer une autre sorte de «bête» mathématique. En quelques mois, les fractions équivalentes étaient devenues entièrement numériques. Les équivalences ne se réalisaient non plus par raisonnement sur la taille des parties, mais plutôt à coups de multiplications par deux, par trois, par quatre. Les élèves affirmaient: «Tu fais fois 3 fois 3» ou encore: «Tu multiplies en haut et en bas par le même nombre» pour produire leurs fractions équivalentes et justifier ces équivalences:  devient  en multipliant par 3 en haut et en bas,  devient  en multipliant par 2 en haut et en bas,  est équivalent à  en divisant par 3 et par 3, etc. Le discours était transformé, en suivant davantage une technique opératoire qu’un raisonnement sur le tout et ses parties. Le tableau, lui, affichait toutes sortes de calculs:
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    Que s’était-il donc passé entre la sixième année du primaire et la première année du secondaire? Où étaient ces raisonnements sur le tout et la taille de ses parties?


    La technique pour générer des fractions équivalentes par la multiplication est habituelle au secondaire. Mais ce qui m’a impressionné était que l’ensemble de la classe ne commettait plus d’erreurs! Dès qu’ils en avaient besoin, les élèves produisaient des fractions équivalentes avec cette méthode, sur leurs feuilles, au tableau ou encore à l’oral. Aucun d’eux n’a multiplié «en haut» par deux et «en bas» par trois, par exemple, car ils semblaient tous comprendre que cela ne leur permettrait pas d’obtenir une fraction équivalente: il faut «faire pareil» au numérateur et au dénominateur, m’ont-ils affirmé.


    Une autre surprise m’attendait. Quand certains élèves ont prétendu que  était équivalent à  et à , je leur ai demandé s’ils pouvaient me montrer par un dessin ou autre chose qu’un calcul arithmétique pourquoi ces fractions étaient équivalentes. Assis devant leur feuille de travail, les élèves se sont figés, étant incapables de produire quelque chose d’autre que des opérations arithmétiques pour justifier lesdites équivalences. Ces blocages ont perduré, même si leur enseignant et différents adultes observateurs présents en classe ont tenté d’aider individuellement certains d’entre eux avec des interventions du type: «Essaie avec un rectangle», «Dessine des cercles, des pizzas», «Peux-tu représenter  par un dessin?»


    Quelques-uns ont finalement réussi à effectuer des représentations imagées que nous avons étudiées au tableau. Mais plusieurs élèves sont demeurés bloqués ou encore ont rempli, en dépit de la consigne, leur feuille de nombres et de multiplications pour établir les équivalences; et ils levaient la main pour montrer qu’ils avaient fini! Tout en réussissant à générer les équivalences par leurs multiplications, les élèves n’étaient pas capables de justifier le pourquoi de l’équivalence. La technique elle-même agissait comme justificatif.


    Cette situation m’a grandement intrigué, surtout que je connaissais un bon nombre de ces élèves pour avoir travaillé avec eux sur ces mêmes problèmes quelques mois auparavant! Un premier élément à considérer est que, avec la technique de multiplier ou de diviser «en haut et en bas» par le même nombre, les élèves réussissent à produire des fractions équivalentes: ils ne se trompent plus (ou sinon très rarement). Cette situation, sans contredit, renforce l’intérêt et la force de la technique, qui leur permet d’obtenir des réponses exactes.


    Il est tentant de penser: «C’est inacceptable, car ils ne comprennent pas ce qu’ils font!», ce qui est probablement vrai pour plusieurs d’entre eux. C’est même ce que leur enseignant déplorait. En revanche, cela n’explique pas la situation. En comparant le travail fait avec les élèves lors des deux années scolaires, un aspect devient saillant. En sixième année, ces élèves se sont appliqués à générer et à donner un sens mathématique aux fractions équivalentes. Cependant, cela exigeait un lourd et dur labeur, où ils coupaient, recoupaient, combinaient, comparaient des parties souvent différentes (avec des dessins approximatifs), invalidaient ou confirmaient, etc., pour établir ces équivalences. Néanmoins, bien que le travail sur les représentations imagées et les explications-verbalisations en termes de parts (petites, doublées, équivalentes, etc.) soit axé sur des justifications mathématiques, il restait complexe. Bien entendu, les élèves s’exerçaient à donner un sens aux fractions équivalentes en réfléchissant à un niveau davantage conceptuel. Ce travail était mathématiquement riche, et les raisonnements et représentations déployés passionnants. Mais, en même temps, ce travail ne s’est pas nécessairement ni automatiquement traduit en compréhensions et réussites. À l’opposé, en première secondaire, avec une technique simple et efficace, ces mêmes élèves réalisent très vite qu’ils peuvent produire aisément ces mêmes fractions équivalentes.


    Tout ça pour ça? Plusieurs diront qu’ils préfèrent voir les élèves donner un sens et réfléchir à ce qu’ils font, même si, au bout du compte, ils se trompent. Cette approche, raisonnable, fait toutefois fi des conséquences du sentiment d’efficacité et de réussite sur les élèves. Ces derniers peuvent désormais réussir presque à tout coup ce qui leur est demandé en utilisant cette technique. Et il est ici question de fractions, cette bête noire!


    Quelle belle tension, qui fait osciller entre la recherche de solutions pour obtenir des fractions équivalentes et la tentative de donner un sens à ces fractions. Il est complexe de naviguer entre «donner un sens» et «réussir» à l’intérieur d’une dynamique scolaire où l’exigence est souvent de produire des solutions rapides et exactes. De là, la tension… déchirante. Voilà qui met en valeur la richesse de l’enseignement des mathématiques, comme l’a souligné la didacticienne polonaise Anna Zofia Krygowska:


    […] je savais très bien enseigner les fractions avant d’avoir fait mes études […] maintenant je ne sais pas du tout comment je dois faire cet enseignement et c’est là le résultat de la didactique des mathématiques. Je ne sais pas en ce sens que je suis obligée de choisir, parmi les différentes solutions possibles, celle qui est la plus adaptée à ma classe; maintenant que je connais ces possibilités, je me sens obligée de changer mes conceptions au cours de l’interaction enseignant-élève, j’ai des doutes, je vois les difficultés des élèves auxquelles je n’avais pas pensé auparavant. C’est l’embarras des richesses qui est maintenant la raison de mes inquiétudes, de mes doutes38.


    La sensibilisation à cette tension aide à mieux comprendre certaines réactions des élèves et leurs façons d’agir en mathématiques: entre vivre des difficultés et vivre des réussites sur le coup, le choix n’est pas toujours si difficile. D’une certaine façon, les élèves m’ont confronté à ce choix douloureux, lorsque je leur ai demandé de donner un sens aux fractions équivalentes et de les justifier autrement que par un calcul arithmétique.


    Une explication supplémentaire de cette tension m’a été apportée par l’enseignant de première secondaire. Il m’a confié que certains élèves associaient les dessins à l’école primaire, et que ceux-ci représentaient donc des approches de «bébé». Au secondaire, les adolescents veulent faire des mathématiques de «grands», avec des outils de «grands», et pour eux le dessin n’en fait pas partie et n’a plus sa place. Ce phénomène de «pression sociale» a déjà été documenté, par exemple, au sujet des techniques de comptage avec les doigts que certains élèves refusent d’utiliser parce qu’ils considèrent ces méthodes comme enfantines, bien qu’ils n’aient pas de façons alternatives de calculer ou qu’ils se trompent39. En accédant au secondaire, ou encore entre les années scolaires, les élèves abandonnent certaines méthodes. Pour ces élèves de première secondaire, les dessins et autres représentations (et peut-être même le matériel didactique) font partie de ces notions oubliées ou à oublier, d’autant qu’une technique nouvelle et efficace leur est devenue accessible. En ce sens, il s’agit peut-être beaucoup plus que d’un oubli mathématique d’une année à l’autre. La situation expose la tension entre la réussite et la compréhension, un enjeu de taille dans l’enseignement des mathématiques. Et c’est à cette tension, quelque peu sans solution tranchée, que ces élèves du secondaire, avec lesquels j’avais travaillé au primaire, nous sensibilisent.

  


  
    20 LA SIMPLIFICATION DE FRACTIONS


    L’événement suivant m’a été raconté par ma collègue Elaine Simmt, après une discussion avec une enseignante de première secondaire. À la fin de l’étude des fractions (incluant la comparaison, les opérations, les représentations, la densité, etc.), l’enseignante prépare un mini-test pour évaluer la compréhension de ses élèves. L’enseignante estime trop simpliste de demander directement aux élèves de réduire certaines fractions. L’idée lui vient plutôt de considérer cette composante en filigrane de son minitest: elle enlèverait un point si l’élève exprime la réponse sous une forme non simplifiée à chaque exercice portant sur les fractions, que ce soit des opérations, des représentations, etc. Et voilà, le tour est joué.


    Le minitest semble se dérouler normalement, les élèves sont très engagés dans la résolution des diverses tâches: opérations, problèmes en mots, comparaisons, etc. À la fin du cours, l’enseignante ramasse les copies pour les corriger le soir même. Elle vérifie un numéro à la fois, une copie après l’autre, pour ensuite compiler la note de chaque élève. Lorsqu’elle inscrit la note sur la copie de Billy, un de ses bons élèves en mathématiques, c’est la catastrophe. Son total est de 50%! Que s’est-il passé? s’interroge-t-elle. Il paraissait pourtant bien comprendre les fractions en classe… Stupéfaite, elle vérifie son minitest. Billy a très bien répondu aux questions, mis à part une ou deux erreurs mineures qui lui ont coûté quelques points. Mais il n’a simplifié aucune des fractions… Il a perdu un point à chacune des questions et plusieurs n’en valaient que deux. Que faire? Comment considérer ce résultat?


    Embêtée, elle rencontre Billy le lendemain pour examiner son minitest. Elle lui demande de simplifier quelques fractions (, , , , etc.) et Billy s’exécute avec brio, à l’aide de dessins et de quelques calculs. L’enseignante est encore plus mal à l’aise. Son minitest, finalement, ne lui fournit pas une représentation adéquate de la compréhension des fractions de Billy… des ajustements sont à faire…


    Au-delà de la critique du minitest, il est pertinent de réfléchir à la question de la simplification des fractions en elle-même. Ce que Billy nous montre est qu’il est possible de très bien comprendre les fractions et leurs différentes composantes (savoir opérer sur elles, résoudre des problèmes divers, les comparer, les représenter en dessin, repérer une fraction entre deux autres, etc.), sans ressentir le besoin de les réduire ou de les transformer dans leur forme la plus simple. Et pour cause, car , ,  et  sont tout autant de «bonnes» fractions, bien qu’elles puissent s’exprimer en tant que fractions équivalentes, sous leurs formes simplifiées ou non.


    Ce qui surprend, justement par sa simplicité, est que la réduction des fractions est uniquement une des composantes à maîtriser dans l’étude des fractions. Rien de plus, mais rien de moins. C’est une composante notoire, il n’y a aucun doute. Elle est utile dans certaines situations où, d’un certain point de vue, les fractions dans leurs formes simplifiées facilitent les calculs (par exemple, la recherche du dénominateur commun, le calcul mental, etc., ou encore pour obtenir un ordre de grandeur: si  est peu évocateur,  l’est davantage). Mais les autres fractions non simplifiées sont tout aussi valables. Ne pas simplifier de façon systématique les fractions ne présume en rien qu’elles ne sont pas comprises.


    Billy remet aussi en question la place privilégiée de ces fractions irréductibles dans le paysage des fractions. Bien que  soit une aussi juste fraction que , l’exprimer sous forme réduite n’est pas toujours adéquat. Par exemple, considérons la tâche suivante:


     Chez Pizza Mania, les pizzas sont rondes et toujours découpées en huit pointes identiques. Lorsque tu arrives au comptoir, tu commandes deux pointes de pizza et ton ami en commande quatre. Quelle fraction les pointes de pizza représentent-elles?


    La réponse: « +  =  = , nous avons mangé trois pointes sur quatre» n’a pas de sens, voire ne s’applique pas au problème. La réponse en termes de pizzas est bel et bien six pointes sur huit. Il se produit la même situation pour un problème de tirage de billes dans une jarre. Si la jarre, par exemple, contient uniquement six billes blanches, dire que la probabilité de tirer une bille blanche est 1 est une réponse peu éclairante. Dire qu’il y a six chances sur six de tirer une bille blanche décrit mieux la situation, parce que cette fraction non réduite porte en elle le contexte et le sens de la circonstance.


    En fait, si les fractions devaient seulement s’exprimer sous leur forme simplifiée, alors les fractions précédentes , ,  et  n’auraient pas leur raison d’être. Or, ces fractions peuvent potentiellement exprimer correctement des situations. Différents attributs, comme le montrent les problèmes des pizzas et du tirage de billes, sont même perdus avec une réponse en termes de fractions irréductibles. Si le jeu de mots est permis, il est possible de dire que les réponses  et 1 sont «réductrices», dans le sens où elles ont perdu en valeur relativement à  et !


    Comme Billy l’a bien démontré, ne pas réduire la fraction lors de la résolution d’un problème ne signifie pas qu’il n’en est pas capable, car il s’est exécuté sans difficulté quand son enseignante le lui a demandé! Ce que cette réussite-échec de Billy souligne est que la compréhension des fractions n’est pas synonyme de la capacité de les réduire, et que leur réduction n’est pas toujours pertinente ni adéquate. Ainsi, en développant le réflexe de simplifier systématiquement les fractions, nous en sommes peut-être venus à oublier leur dimension la plus importante, soit la compréhension des fractions en elle-même!


    Note


    Pour ceux qui préfèrent les fractions irréductibles et qui ne peuvent s’en passer, une solution est peut-être de s’exprimer comme l’un des enseignants avec qui j’ai travaillé: « est la réponse que j’aime,  est la réponse que j’adore!» Alors, il s’agit d’une question de préférence. Et, comme il est souvent dit, tous les goûts sont dans la nature…

  


  
    21 LA PUISSANCE DE 


    La fraction  est probablement la première à laquelle les élèves sont initiés. La moitié prend une place importante dans leurs débuts, puis perd tout aussi rapidement de son intérêt, car d’autres fractions plus «complexes» entrent en jeu: les tiers, les quarts, les cinquièmes, les sixièmes, etc. C’est à un tel point qu’il est même possible d’entendre que, si un enfant comprend uniquement les moitiés, il ne comprendra guère les fractions en général.


    À l’occasion, je me suis d’ailleurs souvent vu emboîter le pas de la  pour «passer» à d’autres fractions avec les élèves, pour augmenter le niveau de difficulté. En même temps, j’ai constaté que  intrigue plusieurs d’entre eux. Très souvent, ceux-ci, grands et moins grands, m’ont proposé, par exemple, pour déterminer une fraction entre  et , la réponse  ou encore ils m’ont expliqué que la moitié d’une barre de chocolat de 5 morceaux donne . Bien qu’ils sachent que ce type d’écriture n’est pas vraiment accepté à l’école, ils étaient à l’aise de le proposer. Au départ, j’ai interprété ces réponses comme résultant de l’habitude, comme un refuge confortable, voire facile, mais certains élèves m’ont progressivement aidé à voir plus dans ce recours à la  .


    C’est entre autres en travaillant avec Carlo, un petit garçon de quatrième année, que cette prise de conscience m’a marqué. Alors que je lui demandais ce qui arriverait si j’ajoutais  à , la conversation suivante a eu lieu:


    Carlo: Un et une moitié.


    Moi: D’accord, mais comment tu y arrives?


    Carlo: Eh bien,  c’est une moitié de plus que .


    Moi: Moitié? Moitié de quoi?


    Carlo: D’un tiers.


    Moi: Ah! Oui, ok, et ça vaut quoi la moitié d’un tiers?


    Carlo: Humm… [Il réfléchit quelques secondes.]… un sixième.


    Moi: Donc, ça fait 1 et .


    Carlo: Oui, ça marche aussi.


    Sur le coup, durant la discussion, sa réponse m’a interloqué mais j’ai essayé de la comprendre. Pourquoi ne passe-t-il pas directement aux sixièmes? Comment voit-il ce demi-tiers? Son raisonnement est assez inhabituel.


    Deux mois plus tard, je propose un exercice de soustraction, soit 5 – 2 . Sophie, une des camarades de Carlo, répond 2 et , expliquant que  +  vaut 1 et donc que de 2  à 3 il y a  auquel il faut ajouter 2 pour arriver à 5. Carlo explique ensuite avoir aussi trouvé 2 . Lorsque je le questionne sur sa méthode, il m’explique que 5 séparé en 2 donne 2  et un demi-tiers de chaque côté:


    
      [image: ]
    

    Puisque la question est de soustraire uniquement un tiers, alors le demi-tiers doit être distribué à l’autre 2  et un demi-tiers, ce qui donne 2  et 2 demi-tiers. La réponse est 2 .


    Dans les réponses de Carlo, il devient évident que son travail du tiers passe par un calcul qui a recourts à la moitié. Cette relation peut surprendre, puisque les  et  sont souvent utilisés indépendamment dans un problème et qu’ils sont peu compatibles (au niveau des dessins, des dénominateurs communs, du jeu pair-impair, de l’écriture décimale, etc.). Alors, comment Carlo les jumelle-t-il pour s’en servir comme soutien de sa résolution?


    Il est possible que Carlo envisage le fractionnement à la moitié comme point d’ancrage pour donner un sens à la notion de fractionnement elle-même. Ce système est utilisé par plusieurs élèves, qui ont de la facilité à séparer un tout en deux. Il y a donc, pour Carlo, une certaine aisance à se référer à la  dès le travail du fractionnement. C’est ce qui lui fait affirmer que  est entre  et , voire qu’entre  et  il y a aussi «3,5 et un demi» septièmes, et ainsi de suite.


    Cette aisance d’emploi de la demie par Carlo participe à son étude des fractions équivalentes. En effet, la simplification de fractions, l’atteinte de la fraction irréductible, s’arrête justement lorsque la «fraction suivante» présente une demie ou un «virgule 5»:  devient , ce qui aide à confirmer que  est irréductible, ou encore  devient simplifiée à , montrant que  le serait aussi40. Un aspect fascinant transparaît dans son usage des moitiés et du sens qu’elles permettent de donner aux fractions.


    Il est possible de déceler tout le potentiel, toute la puissance, de cette notion de  à travers les exemples donnés. Par exemple, la puissance de  se manifeste dans l’usage qu’en fait Carlo, et d’autres élèves, pour comprendre le comportement des autres fractions au niveau de leur fractionnement. Carlo s’en sert pour donner un sens aux tiers, lui permettant de conceptualiser ce fractionnement en fonction du tout: le tout fractionné en tiers donne [||], fractionné en demies donne [|] et donc aussi [ + demi-tiers |  + demi-tiers]. C’est le fractionnement en demies qui lui offre une façon de concevoir celui en tiers, et qui autorise de les mettre en relation. Cette façon de fractionner peut aussi s’appliquer aux cinquièmes et à toute autre fraction dont le dénominateur est impair: le tout se sépare en 2  et 2  cinquièmes, le tout se sépare en 3  et 3  septièmes, etc. Une réelle puissance de visualisation du fractionnement accompagne la référence à la moitié pour donner un sens aux autres fractions, dans ce qu’offre Carlo.


    De plus, la facilité de certains élèves à produire des fractions équivalentes à  telles que , , , etc., en doublant la valeur du numérateur afin d’obtenir le dénominateur, est aussi un atout pour conceptualiser les autres fractions. Il est possible de produire une panoplie de fractions équivalentes de la même façon: pour créer des tiers, il faut tripler la valeur du numérateur afin d’obtenir le dénominateur et pour obtenir des quarts, il faut quadrupler, etc. La structure du fractionnement dans la , avec son doublage, permet d’imaginer le fractionnement d’autres fractions. C’est dans ce lien en filigrane, entre la  et les autres fractions, que la puissance de la  est mise en évidence.


    Cet atout se constate aussi dans l’action de déterminer comme fraction située entre  et . Cette procédure du passage par la  souligne la notion plus compliquée de densité, pour laquelle il est toujours possible d’obtenir une fraction entre deux autres fractions. Comme avec l’infinité des nombres, où, lorsqu’un élève nomme «le plus grand nombre qu’il connaisse», il demeure toujours possible de le taquiner en lui proposant «+ 1», la création de la fraction à mi-chemin joue le même rôle: si entre  et  il y a , une autre fraction existe aussi à mi-chemin entre  et , etc. Fait remarquable, la majorité des élèves qui m’ont donné une réponse comme  ou  ont été rapidement capables de transformer cette fraction «drôlement écrite» vers  ou , montrant encore toute la pertinence de recourir à la  pour passer à d’autres fractions (un peu comme Carlo qui a accepté d’associer son 1 et 1 moitié de tiers à mon 1 et ).


    Un troisième exemple de la force de la  se rencontre avec les fractions équivalentes. Non seulement le passage à la demie permet de déceler la fraction irréductible, ce qui est déjà une stratégie efficace, mais il permet d’en produire d’autres. Lorsque je lui ai proposé de produire des fractions équivalentes à , par exemple, Carlo a répondu  et . Ces  ont tout de suite été réinvestis pour produire  et  comme autres fractions équivalentes, qui sont beaucoup plus difficiles à obtenir à partir du  initial. L’utilisation de la  ouvre ici la porte à un travail supplémentaire avec des équivalences par multiplication par 10 ou encore par 5, 20, 50, ce qui rend la recherche d’équivalences vraiment efficace.


    Ainsi, Carlo souligne cette puissance sous-jacente à la . Initialement conçue, du moins pour moi, comme une introduction peu sophistiquée pour étudier les fractions, la solution de Carlo montre tout le contraire. Par ses façons de raisonner sur la , il expose l’intérêt mathématique que peut porter cette demie afin d’accorder un sens au fractionnement. En constatant sa capacité d’étendre son utilisation à l’addition, aux fractions équivalentes, au fractionnement, à la densité, et j’en passe, il est difficile de ne pas s’en laisser convaincre…

  


  
    CINQUIÈME PARTIE
L’ALGÈBRE


    L’algèbre est reconnue comme un sujet capable de provoquer des maux de tête aux jeunes du secondaire. Si les fractions représentent leur première bête noire, l’algèbre en est probablement leur deuxième! Il en est de même pour les enseignantes et les enseignants qui tâchent de les soutenir dans leurs appropriations des concepts algébriques.


    Il y a quelques années, j’ai été examinateur externe pour une thèse doctorale portant sur l’enseignement de l’algèbre au secondaire. Le sujet de recherche générale du candidat ressemblait à: «Comment pouvons-nous aider les élèves à comprendre l’algèbre?» Bien que fort raisonnable, cette question m’est toutefois apparue unilatérale et me semblait pouvoir être complétée par une autre du style: «Comment pouvons-nous aider l’algèbre à être comprise par les élèves?» D’ailleurs, lorsque je me suis permis de la poser en séance, de petits sourires en coin et des yeux complices ont éclos sur plusieurs visages. Sans compter la réaction de stupéfaction du candidat. Il faut reconnaître que cette question est difficile.


    Comme une tentative de réponse à ma propre question, les leçons qui suivent offrent un éventail de façons de comprendre l’algèbre développées par les élèves. Elles soulignent des éléments importants qui passent souvent inaperçus à travers leur dur labeur d’élaboration de stratégies, leurs questions perspicaces, les régularités surprenantes qu’ils dénichent, etc.


    Bien que l’algèbre soit réfléchie et enseignée depuis un grand nombre d’années, les élèves nous montrent à nouveau qu’il y a beaucoup plus à comprendre à ce sujet que nous le pensons. Si l’algèbre peut parfois paraître obscure aux yeux des grands et moins grands, c’est peut-être parce qu’il nous reste encore à en saisir toute l’étendue…

  


  
    22 LA PLACE DE L’ALGÈBRE41


    L’algèbre au secondaire bénéficie d’une certaine reconnaissance sociale. De nombreuses études ont fait ressortir comment, devant diverses tâches, les solutions algébriques sont fréquemment favorisées au détriment de celles arithmétiques ou géométriques; et ce, même si elles s’avèrent incomplètes, moins efficaces ou même, parfois, fausses42.


    Cette préférence pour l’algèbre a toutefois pris un tout nouveau sens pour moi alors que je travaillais avec des enseignants du secondaire en formation continue. Ensemble, nous analysions la résolution d’un élève du système d’équations linéaires suivant43:


    
      Résous le système d’équations suivant:


      1     2(x – 3) = 1 – y


      2     2x + y = 7


      Solution de l’élève


      1 ➔ 2x – 6 = 1 – y


         ➔ 2x + y = 7


         ➔ y = 7 – 2x


      2 ➔ 2x + y = 7


         ➔ 2x + (7 – 2x) = 7


         ➔ 7 = 7, donc x = 0


      si x = 0, alors 2(0) + y = 7
          y = 7


      réponse: (0,7)

    


    Sidérée par la solution de l’élève, une des enseignantes de quatrième secondaire a proposé de consulter Daphnée, l’une de ses meilleures élèves, afin de connaître son approche pour résoudre la tâche. Dès son arrivée, la tâche et la solution de l’élève ont été exposées à Daphnée, qui nous a expliqué comment elle-même s’y prendrait pour résoudre le système d’équations. À un moment, elle nous a affirmé que:


     Si j’avais à le faire logiquement, avec le graphique, il y a alors une infinité de solutions, car les deux droites sont l’une sur l’autre. Mais, si je le fais mathématiquement en tentant d’isoler x, alors ça donne x = 0 comme pour lui et la réponse est (0,7).


    Plusieurs d’entre nous sommes restés bouche bée. Qu’est-ce que cela voulait vraiment dire? Daphnée est l’une des meilleures élèves de la classe, disaient certains, alors imaginez comment les autres réagiraient! Cette affirmation de Daphnée a en effet de quoi surprendre…


    Le commentaire de Daphnée n’indique pas seulement une préférence pour l’algèbre. Il nous communique aussi ce que les mathématiques représentent pour elle. D’une certaine façon, Daphnée nous offre une conception «algébrique» des mathématiques: pour trouver une solution «mathématique», elle a estimé qu’il fallait passer par l’algèbre. Bien que des solutions graphiques ou par tables de valeur puissent être tout aussi mathématiques que celles algébriques, la distinction exprimée par Daphnée apparaît claire: mathématiquement, c’est l’algèbre et logiquement, c’est autre chose… même si les deux solutions sont contradictoires!


    D’où cette conception «algébrique» des mathématiques peut-elle provenir? Une piste est possiblement la vision populaire des mathématiques à l’école, pour laquelle le cœur du travail mathématique serait le nombre au primaire et l’algèbre au secondaire. En effet, un regard sur le programme d’études au Québec permet d’entrevoir l’importance accordée à l’algèbre (particulièrement en comparant sa place avec celle qui est occupée dans les programmes d’études d’autres pays, comme la France).


    À titre d’exemple, dans le fameux programme de 1994 en mathématiques – programme qui a sans contredit marqué les façons d’étudier les mathématiques au Québec –, l’attention à accorder à chacun des contenus mathématiques est prescrite de façon quasi chirurgicale, à travers des tableaux de pourcentages indiquant la proportion à dédier à chaque objectif dans l’enseignement en classe. D’une année à l’autre, les pourcentages attribués aux objectifs liés à l’algèbre augmentent et s’imposent considérablement. De 25% du cursus mathématique en deuxième secondaire, la place de l’algèbre passe à 45% en troisième secondaire et de 38% à 55% en quatrième secondaire, selon les filières (par exemple, en 416 et en 436), pour occuper finalement jusqu’à 67% du programme en cinquième secondaire44.


    La place allouée à l’algèbre est significative dans l’ensemble de ce programme de mathématiques! De plus, en scrutant en détail les autres domaines mathématiques de ce programme, l’algèbre y a aussi une place implicite, avec des incursions en trigonométrie, en géométrie analytique, en mesure, en plus du travail statistique, des vecteurs, et ainsi de suite. D’une certaine manière, l’algèbre, au cours de la formation au secondaire, finit par être omniprésente45. Et pourquoi pas, pouvons-nous nous demander. Après tout, l’algèbre est un outil mathématique puissant et précis qui permet d’aborder une vaste classe de problèmes. Certes, mais son usage intense peut finir par avoir, comme l’indique Daphnée, un certain côté pervers et non désiré…


    Le commentaire de Daphnée nous montre que la forte présence de l’algèbre peut mener à ne plus la considérer comme un outil. En se référant à cette conception de l’algèbre, comme l’a fait Daphnée dans son explication, la reconnaissance de l’algèbre comme un moyen de produire des mathématiques est effacée. Le fait que les lois, le symbolisme et les structures algébriques sont utilisés pour le travail mathématique est oublié. L’algèbre finit par faire si intimement partie du processus de production mathématique qu’elle en vient à être confondue avec le processus lui-même: l’algèbre devient les mathématiques et les mathématiques deviennent l’algèbre!


    Certes, l’algèbre est puissante, peut-être même trop: elle a le défaut de ses qualités. Ainsi, en se repliant sur une solution algébrique (que Daphnée nomme «mathématique»), elle a oublié que «logiquement» la réponse était différente. Avant de produire sa résolution algébrique, Daphnée avait pourtant déjà solutionné le problème «logiquement», mais elle s’en est distanciée dès qu’elle a utilisé l’algèbre. La possibilité que la bonne réponse soit issue de sa méthode de résolution graphique avec les droites superposées est écrasée par l’algèbre. Une fois la réponse algébrique obtenue, elle devient presque automatiquement, voire mécaniquement, la solution au problème…


    C’est à cette situation que le commentaire de Daphnée nous sensibilise. Elle nous invite à (re-)prendre connaissance de la place prise par l’algèbre au fil du temps dans nos habitudes collectives en mathématiques. Cela s’est peut-être même produit sans que nous en soyons conscients. En effet, nous savons tous qu’il y a plus que l’algèbre en mathématiques et que les départements de mathématiques n’abritent pas que des algébristes! Évidemment, il serait fort mal avisé d’élaguer l’algèbre de nos programmes d’études, car c’est un outil puissant et efficace. Mais elle n’est pas le seul outil et s’y référer systématiquement comporte des dangers: si l’algèbre et les raisonnements algébriques apportent une grande richesse aux mathématiques, il serait dommage de perdre de vue la fécondité des autres sphères mathématiques. Daphnée nous rappelle l’intérêt de conserver constamment tout le panorama mathématique à l’œil…

  


  
    23 LES MANIPULATIONS ALGÉBRIQUES


    Il est souvent dit qu’une question en révèle beaucoup sur la compréhension de celui qui la pose. Ceci s’est avéré des plus vrais lors d’une visite dans une classe de troisième secondaire, où j’ai pu constater certaines compréhensions des élèves, occupés par des opérations algébriques.


    Une première question a été soulevée en début de cours, lorsque la classe a eu à effectuer l’addition des deux polynômes suivants:


    (5x2 + 7x - 11) + (6x2 + 2x + 7)


    Les élèves ont, sans difficulté, résolu la tâche et obtenu la réponse 11x2 + 9x - 4. Mais tandis que le groupe et l’enseignant abordaient un autre exemple d’addition de polynôme du même type, Chloé lève sa main et demande: «Devons-nous donner la réponse entre parenthèses?». Souriant, l’enseignant prend le temps d’expliquer que cela ne changerait rien au résultat final, en précisant que les deux polynômes initiaux auraient pu ne pas être écrits entre parenthèses. Plusieurs élèves ont alors manifesté leur perplexité, d’autant que la plupart avaient déjà écrit leurs réponses entre parenthèses.


    Une deuxième question a été posée en milieu de cours, pendant que les élèves commençaient la soustraction des polynômes suivants:


    (5x2 - 2x + 8) – (3x2 - 7x + 9)


    Comme cette soustraction avait le potentiel de causer certaines difficultés, l’enseignant s’est de nouveau appliqué à procéder étape par étape, particulièrement en ce qui concerne le signe négatif devant la parenthèse contenant le deuxième polynôme. Il en a modifié la formulation pour:


    (5x2 - 2x + 8) + - (3x2 - 7x + 9)


    … qui ensuite est devenue…


    (5x2 - 2x + 8) + (–3x2 + 7x - 9)


    Nathan a alors levé la main et a demandé s’il pouvait «laisser» le signe «–» en haut de la parenthèse. Quand l’enseignant lui a demandé pourquoi il voudrait le conserver alors que le changement de signe avait déjà été effectué, il a répondu que c’est pour l’aider à se rappeler qu’il fallait changer le signe dans la parenthèse. L’enseignant l’a prévenu que le danger était qu’il utilise son signe «–» de nouveau, en le réaffectant dans la parenthèse, mais Nathan a énoncé ne pas s’en servir, que ce n’était que sa façon de laisser des traces de sa démarche et qu’il pouvait maintenant additionner les deux polynômes (5x2 - 2x + 8) et (–3x2 + 7x - 9).


    Un premier commentaire relatif à cette situation nous suggérerait que ces élèves disent un peu n’importe quoi, qu’ils ne savent pas ce qu’ils font et surtout pourquoi ils le font. En bref, qu’ils n’accordent guère de sens aux opérations qu’ils effectuent. Toutefois, comme observateur assis au fond de la classe, ce n’est pas ce que j’ai ressenti.


    Il m’a semblé que les élèves, tous très attentifs, ne faisaient justement que donner un sens à ces expressions algébriques, qui – bien que nous puissions les trouver évidentes – peuvent se révéler obscures et techniques pour certains. Les questions de ces élèves dévoilent qu’ils ont essayé de donner un sens à ce qu’ils font. Et, à ce propos, ils ont réussi! En effet, ils ont identifié les régularités, ont cherché des méthodes, ont procédé par étapes; ils ont signalé que les polynômes étaient toujours entre parenthèses et que le signe «–» était à garder en haut de la parenthèse pour ne pas l’oublier. Évidemment, ce ne sont peut-être pas les régularités, les compréhensions et les traces de démarche que nous souhaitons qu’ils élaborent. Toutefois, elles font réfléchir à ce que nous proposons aux élèves dans ce travail sur les opérations algébriques.


    Bien qu’ils n’en tirent pas toujours les compréhensions voulues sur les manipulations de lettres algébriques, ils en retiennent quelque chose. Ils donnent un sens à des éléments qui sont peut-être pour nous anodins, ou même inutiles, parce que notre bagage particulier nous permet de distinguer ce qui importe ou pas dans ce travail algébrique.


    Pourquoi nous-mêmes ne nous arrêtons pas à ces «détails» de parenthèses et de signes? Probablement parce que nous disposons de la capacité à envisager la lettre algébrique comme un nombre et à opérer sur elle comme sur les nombres. En effet, «x» n’est pas un âge, mais bien un nombre d’années; «b» n’est pas les bâtons de hockey, mais le nombre de bâtons de hockey; «t» n’est pas la température, mais le nombre de degrés, etc. Ce n’est pas évident que les élèves distinguent explicitement les liens entre la lettre algébrique et le nombre, comme l’ont montré divers travaux46. En fait, plusieurs façons d’effectuer les opérations algébriques chez les élèves ne semblent pas avoir été faites avec l’idée de nombres en tête. L’opération (8 + 4 - 7) – (5 + 6 - 9) n’amènerait pas les élèves à demander s’ils doivent mettre leur réponse entre parenthèses, ni si le signe «–» doit être inscrit en haut de celles-ci. La réponse 5 est obtenue pour la première parenthèse et 2 pour la seconde, ce qui conduit à l’opération 5 – 2 et finalement à 3 comme résultat.


    Toutefois, devant l’écran opaque produit par l’utilisation de l’algèbre, avec ses x et y, il est facile d’oublier que la lettre algébrique n’est rien d’autre qu’un nombre. En algèbre, le x n’est pas celui de l’alphabet, il est un nombre et il est sujet aux mêmes propriétés, lois et opérations arithmétiques que les nombres, ce qui peut facilement s’oublier. Le contraire est aussi vrai, lorsque certains d’entre eux réinvestissent non pas leur compréhension des nombres en algèbre, mais leur compréhension de l’algèbre sur les nombres, avec toutes les difficultés que cela peut entraîner, alors que le nombre est maintenant vu comme une lettre47. Il n’empêche que ce type de difficultés en algèbre n’est pas nouveau et les enseignants en font l’expérience jour après jour.


    Les questions de Chloé et de Nathan appartiennent toutefois à un autre domaine, celui des conséquences implicites du travail algébrique avec les élèves. En effet, les idées exprimées par Chloé et Nathan à travers leurs questions passent la plupart du temps inaperçues, surtout parce qu’elles ne génèrent pas d’erreurs flagrantes. Ces compréhensions demeurent transparentes, n’influent pas sur la réponse finale, voire sur le processus: qui questionnerait la compréhension de Chloé si elle écrit la bonne réponse entre parenthèses? Qui décèlerait davantage qu’une faute d’inattention dans le signe «–» laissé en haut de la parenthèse par Nathan, alors qu’il donne le bon polynôme comme résultat de la soustraction? Il y a fort à parier que plusieurs d’entre nous n’y porteraient même pas attention, moi le premier. Néanmoins, pour ces deux élèves, ces deux actions sont pleines de compréhensions étoffées et tirées de régularités et de méthodes développées au fil des résolutions effectuées.


    Cette parenthèse et ce signe «–» mettent en avant l’élément obscur associé aux manipulations et opérations algébriques. Sans en tirer une prescription de ce qui devrait être fait, cela donne tout de même à réfléchir aux liens et aux usages que les élèves emploient devant le matériel à l’étude, bien malgré nous. De plus, leurs questions rappellent l’importance de créer et de maintenir de façon diligente la vision de la lettre algébrique comme étant un nombre dans la compréhension des opérations algébriques. Bien qu’ils n’aient pas commis d’erreur, c’est à la dimension nombre et lettre algébrique que les questions de Chloé et Nathan nous sensibilisent. Ils nous avertissent également du sens implicite et personnel que les élèves s’acharnent à donner aux objets algébriques étudiés.

  


  
    24 LA RÉSOLUTION D’ÉQUATIONS48 


    Résoudre une équation algébrique implique souvent d’isoler le fameux «x». Des manipulations sont effectuées, telles que «diviser des deux côtés par quatre», «soustraire six de chaque côté», etc. Après quelques-unes de ces opérations, il est possible d’obtenir «x = quelque chose» et l’équation est résolue. Toutefois, lors d’une séance de calcul mental dans un cours de mathématiques à l’université, une des étudiantes, Léa, nous montre qu’isoler x  n’est peut-être pas la seule manière de résoudre une équation…


    L’équation à résoudre est . Léa nous explique sa stratégie: elle double la , ce qui «double» toute l’équation vers . Puis, elle affirme d’emblée savoir que x vaut , car c’est la valeur, qui multipliée par  vaut 1. Sans faire la division par  et sans passer par toute autre manipulation algébrique, Léa obtient directement la valeur de  pour x.


    La plupart des étudiants ont été frappés par l’aptitude de Léa à dégager si rapidement une valeur pour x. Et, même si ses pairs reconnaissaient dans sa réponse des parties de leur propre démarche, ils ont constaté que sa façon de procéder était différente de la leur.


    Si Léa a bel et bien résolu l’équation algébrique , il faut admettre qu’elle l’a fait sans réellement isoler x et sans passer par diverses manipulations algébriques avant d’arriver à l’écriture finale de . Pour Léa,  représente en quelque sorte cette «écriture finale», obtenue après avoir transformé . En ce sens,  est pour Léa la solution, et il n’y a plus rien d’autre à faire; de la même façon que √8 peut être envisagée comme réponse finale, sans avoir besoin de la transformer en nombre décimal (en outre, ce résultat serait tronqué ou arrondi à une certaine valeur près, et donc moins précis). Avec sa stratégie, Léa introduit une différence entre trouver la valeur de x et isoler le x. Isoler le x est une des façons de déterminer la valeur de x, mais il est tout à fait possible de le faire autrement.


    D’autres équations de ce type viennent en tête et appuient la validité d’un tel principe. Par exemple, pour  ou , plusieurs d’entre nous affirmeraient immédiatement que , et ce, sans avoir à opérer une quelconque manipulation algébrique comme «diviser les deux côtés par deux» ou «soustraire un de chaque côté». Certes, cela n’implique pas que toutes les équations offrent directement la valeur de x, mais cela souligne que l’objectif de résolution d’une équation est réellement celui de trouver la valeur de x; et non pas d’isoler le x. Si la valeur de x peut être découverte sans arriver à l’étape de «x = quelque chose», alors soit, et la solution est tout autant apportée! Bien que nous les associions souvent, et avec raison, résoudre une équation telle que  ne revient pas à isoler le x dans .


    Dans son Dictionnaire des mathématiques, Stella Baruk explique que l’obtention d’une équation de la forme  _, comme , représente ce qu’elle appelle une forme lisible, qui permet d’affirmer que remplacer x par  solutionne l’équation49. Toutefois, la lecture de Léa de , ou encore celle de  ou , montre qu’une équation peut être lue directement pour obtenir la valeur de x sans nécessairement la transformer sous la forme  _. La notion de lisibilité est déterminante, car elle souligne que cette lisibilité s’applique à d’autres formes d’équations et non pas uniquement à celles de type  _, où le x est isolé. De plus, la lisibilité d’une équation est relative à celui qui résout: l’équation  peut être lisible pour certains, pas pour d’autres, tout comme  et  le sont pour certains et pas pour d’autres.


    La solution de Léa rappelle aussi le concept de lecture globale proposé par Nadine Bednarz et Bernadette Janvier50. Elles montrent, avec des exemples tels que , que certains élèves plongent tête première dans la résolution de l’équation et sont confrontés à de lourdes manipulations algébriques. Elles contrastent cette approche avec celle d’autres élèves, qui lisent globalement l’équation et en déduisent directement que , car «on ajoute la même chose de chaque côté».


    Le message de Léa, par sa lecture de , n’est pas qu’isoler le x est une étape inutile. Elle nous rappelle seulement qu’à force de se concentrer sur cette approche dans nos résolutions d’équations, nous avons peut-être fini par les associer, voire les superposer. La stratégie de Léa souligne qu’isoler la valeur de x n’est pas un passage obligé dans la résolution d’équations, et représente encore moins son objectif. Avec sa lecture, Léa exprime qu’il existe des équations de forme lisible, qui permettent d’obtenir la valeur de x sans avoir à passer par plusieurs manipulations algébriques.

  


  
    25 LES ÉQUATIONS ÉQUIVALENTES51


    La résolution d’équations entraîne plusieurs manipulations algébriques pour obtenir la ou les valeurs (souvent de x) qui sont solutions de l’équation. Certaines de ces manipulations algébriques sont parfois devenues si habituelles que leurs applications ne sont plus remises en question et deviennent automatiques. Pourtant, s’interroger à leur sujet peut permettre de soulever des réflexions fructueuses, en rendant explicites certaines dimensions qui demeurent souvent cachées. C’est ce qui s’est produit lors d’une séance de résolution d’équations par calcul mental, où diverses équations ont été proposées à des étudiants universitaires.


    Deux des équations à résoudre étaient:  et . Pour l’une comme pour l’autre, la stratégie utilisée par Victor, un des étudiants, a été de «retourner» l’équation afin que x apparaisse au numérateur. Les équations sont alors respectivement devenues  et . L’explication qu’il a donnée était que cette intervention rendait l’équation plus facile à résoudre, lui permettant par la suite de la manipuler aisément pour arriver à  pour l’une et  pour l’autre.


    Cette transformation initiale de l’équation, bien qu’en apparence inoffensive, soulève un certain nombre de questions au sujet de l’équivalence des équations obtenues. Il est en effet possible de se demander si ces équations, soit  avec  et  avec , sont bel et bien équivalentes entre elles. Parce que les deux équations  et  ont chacune la contrainte que x soit différent de 0, la transformation d’inversion change leurs conditions de résolution. Par exemple, en passant de  à , la première équation possède une condition absente dans la deuxième forme . Il faut en effet exclure la solution x = 0. Ainsi, la résolution de  implique clairement deux conditions: la valeur de x doit être différente de 0 et telle que, lorsque 6 est divisé par x, le résultat soit . Dans la deuxième égalité (), seule la deuxième condition demeure (x = 0 n’a pas à être exclu). Donc, bien qu’elles préservent l’ensemble solution, il n’est pas possible d’affirmer que ces deux équations sont équivalentes, car leur champ des possibilités pour x n’est plus le même52. Idem pour , obtenue à partir de .


    Cette situation rend explicite ce qu’impliquent les équations équivalentes. La définition habituellement utilisée est que deux équations sont équivalentes si elles possèdent le même ensemble solution. Toutefois, dans cette idée d’ensemble solution, ce que la stratégie d’inversion proposée par Victor met en avant est que le champ des possibilités de cet ensemble solution doit aussi être conservé pour que les deux équations soient équivalentes.


    La transformation inversant numérateur et dénominateur proposée par Victor est-elle problématique? La réponse n’est pas évidente: d’une certaine façon, oui; d’une autre, non; cela dépend de l’équation en question. Dans le cas présent, puisque les ensembles solutions demeurent inchangés, cette inversion ne cause pas de problème, au niveau de la réponse du moins. Mais cette inversion peut devenir problématique dans d’autres cas. Par exemple, les deux équations  et  n’ont pas le même ensemble solution, bien qu’elles apparaissent s’obtenir aussi par inversion. L’ensemble solution par la transformation d’inversion de l’une à l’autre n’est pas conservé. C’est le cas également des équations  et , obtenues par inversion. Des problèmes apparaissent, puisque  possède la contrainte que , bien que cette équation n’ait pas de solution. Alors que, pour ,  ne fait pas seulement partie du champ des possibilités pour x, il représente sa solution. Ainsi, la transformation de  à  change autant le champ des possibilités de l’ensemble solution que l’ensemble solution lui-même. Ce que ces exemples indiquent est que cette transformation d’inversion peut fonctionner dans certains cas, mais pas dans d’autres. La validité des transformations et manipulations possibles est en ce sens relative à l’équation en question, ce qui signifie qu’elles ne sont pas valides en tant que telles.


    Le questionnement sur la transformation proposant d’inverser l’équation peut s’étendre à une autre méthode, bien établie et fréquemment nommée le «produit croisé» (ou «le produit des extrêmes est égal au produit des moyens»). Par exemple, pour les équations  et , des étudiants ont proposé de les transformer en  et en  comme première étape de résolution. Avec cette transformation, les équations produites ont la même solution que les initiales, soit  et  respectivement. Dans les deux cas,  est dans le champ des possibilités de  ou , ce qui implique que ces équations ne sont pas complètement équivalentes aux équations initiales  et  qui traînent la condition de . La même situation se constate pour d’autres équations, telle , ayant comme restrictions  et , qui serait transformée par le produit croisé en  pour qui  et  ne font plus partie des contraintes à respecter.


    Néanmoins, des difficultés émergent avec les équations  et , lorsque le produit croisé est appliqué sur chacune d’elles. Dans les deux cas, l’équation devient , qui a pour solution . Cette situation est problématique, car x ne peut pas valoir 0 et ne peut pas représenter la solution de l’équation. Une analyse plus poussée semble donc nécessaire.


    Cette situation fait intervenir la notion de transformations régulières, soit les transformations qui permettent l’écriture d’une équation équivalente à une autre53. L’idée de transformation régulière met à profit les deux conditions de l’obtention des équations équivalentes mentionnées plus haut. Pour être considérée comme régulière, une transformation doit satisfaire cette double condition, c’est-à-dire maintenir l’ensemble solution et le champ des possibilités de cet ensemble solution. Les transformations, comme l’inversion de l’équation ou le produit croisé, qui maintiennent l’ensemble solution sans nécessairement maintenir son champ des possibilités, sont dites non régulières, puisqu’elles ne permettent pas de produire des équations équivalentes (ceci étant, elles peuvent être fort utiles lorsqu’elles sont employées avec précaution). À ces transformations s’ajoutent les transformations non valides, qui transforment l’ensemble solution et souvent même son champ des possibilités. Le tableau suivant résume la situation:


    
      
    

    Ces distinctions montrent que le même produit croisé peut être valide et régulier ( vers ), valide et non régulier ( vers ) ou encore non valide ( vers  ou vers ). Le jugement sur la validité ou non des transformations varie en fonction de son effet sur l’ensemble solution et dépend de l’équation elle-même: cela constitue un aspect essentiel à garder en tête lors des diverses manipulations algébriques. Cette situation souligne la nécessité de la vigilance lors des manipulations algébriques, s’éloignant d’un travail mécanique et automatique. La validité de certaines manipulations dépend de l’équation elle-même, et les opérations effectuées sans précaution peuvent produire des résultats non désirés ou non valides.


    Toutes ces réflexions mathématiques signalent des dimensions importantes touchant la résolution d’équations, les équations équivalentes, ainsi que les stratégies usuelles de résolution, telles que le produit croisé. Ces notions sont rarement mises à l’épreuve parce qu’elles sont utilisées par habitude, alors que, pourtant, elles peuvent occasionner des changements majeurs de l’ensemble solution. Par sa stratégie toute simple suggérant d’inverser l’équation, Victor a permis d’ouvrir la voie à une réflexion sur l’exigence de vigilance devant les diverses manipulations algébriques employées lors de la résolution d’équations.

  


  
    26 LES FAMILLES D’ÉQUATIONS ÉQUIVALENTES54


    Seymour Papert a déjà affirmé que la compréhension mathématique avance au rythme des problèmes et des questions posés55. J’en ai eu une preuve manifeste lors d’un séminaire universitaire sur les mathématiques scolaires, où les participants discutaient des stratégies d’élèves pour résoudre des équations.


    Un exemple? L’équation  peut être résolue de la façon suivante:


    (1) 


    (2) 


    (3) 


    Notre discussion s’est orientée sur le fait que chaque étape de résolution correspond à la production d’une équation équivalente aux autres (voir la leçon 25). Alors que nous insistions sur cette idée, Alice nous a désarçonnés par de curieuses questions: «Si chacune de ces équations est équivalente aux autres, cela signifie-t-il que toutes les équations ayant  comme solution sont équivalentes entre elles? Mais, si ces équations sont équivalentes, résolvons-nous toujours les mêmes équations?»


    Revenons sur la résolution de l’équation . Les étapes de résolution partagent en effet quelque chose de commun: elles sont équivalentes entre elles. L’équation initiale , l’équation intermédiaire  et l’équation finale  produites pour la résolution ont en effet le même ensemble solution, soit . C’est d’ailleurs parce que ,  et  ont comme solution la même valeur de x que ces différentes équations permettent la résolution de .


    Le processus de résolution de  prend fin à la troisième étape, où ; non pas parce que  représente la réponse recherchée, mais parce que cette réponse rend explicite que x prend la valeur 3. En ce sens, une particularité de l’équation  est de rendre visible la valeur de x dans l’équation, c’est-à-dire que l’équation a une forme «lisible», tel que nous l’avons vu à la leçon 24. Ainsi, malgré sa forme épurée,  est, tout comme l’équation , une équation tout simplement équivalente à l’équation initiale .


    Cela dit, nous n’inventons rien en affirmant que la résolution de  est permise par la production d’équations équivalentes d’une étape à l’autre. Néanmoins, l’affirmation selon laquelle la résolution d’équations est la production successive d’équations équivalentes, jusqu’à l’obtention d’une forme lisible comme , implique justement que chaque équation soit équivalente à l’autre. Toutes ces équations appartiennent à une famille d’équations équivalentes, soit la famille d’équations admettant 3 comme valeur de x. Ce type d’équations équivalentes à  possède une infinité de variantes équivalentes: que ce soit , , , ou encore , , , , etc. Toutes ces variantes font partie de la même famille d’équations équivalentes et sont donc équivalentes entre elles, ce qui se traduit en affirmant que résoudre l’une ou l’autre de ces équations revient… à la même chose! Résoudre  est équivalent à résoudre  ou encore , etc. Bien que différentes au départ et faisant intervenir diverses formes au cours de la résolution, les équations appartenant à la même famille d’équations d’équivalence sont, au niveau de leur résolution, les «mêmes» équations56.


    Nous nous sommes demandé combien de fois nous avions résolu l’équation  dans notre vie! Une centaine de fois? Sans doute! Que ce soit , , , , etc., chaque fois il s’agit des mêmes équations! Puisque  est une réponse assez commune obtenue à la fin d’une résolution, nous avons certainement résolu cette équation de nombreuses fois sans même nous rendre compte qu’il s’agissait encore une fois de résoudre la même équation! Un constat comique et tout autant troublant, vous en conviendrez…


    Cette réflexion sur  prend une autre tournure lorsqu’elle s’intéresse à la nature des équations proposées à l’école. Sans nous en rendre compte, nous donnons fréquemment les mêmes équations à résoudre aux élèves! Faut-il s’en inquiéter? Probablement pas, car c’est souvent ce qui s’est fait historiquement. Par exemple, considérons une des premières traces du travail algébrique sur les tablettes babyloniennes. La tablette BM13901, conservée au British Museum de Londres, affiche les problèmes suivants57:


    
      
    

    L’historien Victor Katz58 fait remarquer que chacun de ces problèmes possède la même réponse: puisque les Babyloniens travaillaient en base 60, les valeurs  et 30 sont conçues comme étant des réponses équivalentes. Si nous reprenons ce que nous avons affirmé pour , ces équations à résoudre sont elles aussi toutes les mêmes…


    Pourquoi avoir posé aussi souvent le même problème, soit la même équation? L’hypothèse de Katz est que le but de ces problèmes est de s’exercer aux méthodes de résolution, et non de trouver la solution. La solution étant la même (ici  ou 30), c’est la pratique de résolution qui représente l’objectif visé (la réponse devenant un outil de validation).


    Est-il possible de conclure la même chose au sujet des équations actuelles qui se retrouvent dans les manuels et les cahiers et dont le résultat est le même, tel que ? Est-ce que nous aussi subordonnons la recherche de la réponse à la pratique de résolution d’équations?


    Ce sont ces réflexions qu’ont fait naître les questions d’Alice sur l’équivalence des équations. Bien qu’elles soient surprenantes à plusieurs égards, ses questions nous obligent à interroger le sens du processus de résolution d’équations, en plus de mettre en avant la notion de familles d’équations équivalentes. Ces réflexions sur les équations équivalentes, toutes de même famille par surcroît, font sourire à l’idée que nous avons peut-être eu à résoudre régulièrement la même équation, donnée sous diverses formes. Comme pour les anciens, c’est la pratique de résolution en algèbre qui semble être l’objectif central, bien davantage que la recherche d’une réponse en elle-même, qui s’avère souvent la même de toute façon!

  


  
    27 LA RACINE CARRÉE ET LA VALEUR ABSOLUE59


    La racine carrée d’un nombre est souvent définie comme un nombre qui, multiplié par lui-même, donne le nombre initial. Ce type de définition ne cause pas vraiment de problèmes pour les nombres naturels ou encore en géométrie (formes, solides, théorème de Pythagore, etc.). Toutefois, cette définition se complique quand les élèves du secondaire sont confrontés aux nombres négatifs, aux fonctions et aux résolutions algébriques. Les notions de radical, de racines doubles, de racines positives, etc., changent la donne.


    Dans le cadre d’une séance de calcul mental avec des étudiants universitaires, j’ai soumis l’équation suivante: . Une fois que différentes stratégies, des plus simples aux plus élaborées, ont été proposées par les étudiants, Olivier a levé la main pour expliquer comment il était arrivé à +/-3, à travers un chemin tortueux. Il a d’abord transformé l’équation  en , obtenant 3 comme valeur de x. Toutefois, puisqu’il était en situation de calcul mental, il a expliqué savoir que ses réponses sont souvent données trop hâtivement et manquent de précision. Il a décidé de vérifier sa réponse et a constaté, déconcerté de ne pas y avoir pensé avant, que (3)2 et (-3)2 donnent 9. Il a ajusté sa réponse pour +3 et -3.


    La surprise d’Olivier vise directement la différence entre le calcul de la racine carrée de 9 et la résolution de . En dehors des nombres naturels, la recherche de la racine carrée d’un nombre ne revient pas à faire l’inverse d’élever un nombre au carré même si elle est souvent définie ainsi. Extraire la racine carrée d’un nombre donne toujours un nombre positif et donc √9 ne peut prendre qu’une seule valeur, soit 3. En revanche, les deux nombres +3 et -3 élevés au carré égalent 9. C’est la différence de solution entre √9 et x2 = 9 qui mène aux notions de radical et de racine positive60.


    Ensuite, la réponse d’Olivier va bien au-delà des notions de radical, d’opération √⧠ et de racine positive. Sa résolution met au jour une dimension occultée lors de l’étude de la racine carrée en résolution d’équations algébriques, soit la valeur absolue.


    La solution d’Olivier se traduit par écrit de la façon suivante, une fois l’équation  transformée en :


    Solution – initiale


    
      
    

    Ou encore, en prenant en compte son ajustement:


    Solution – ajustée


    
      
    

    Quelque chose cloche dans chacune de ces solutions. La solution initiale n’offre ni la réponse ni l’ensemble solution. La √⧠ semble directement calculée comme si elle était l’inverse du carré ou, encore, comme une façon efficace d’éliminer le carré de x en effectuant la même opération «des deux côtés» de l’équation. Le problème est qu’une des réponses est perdue dans cette transformation et que l’ensemble solution en est modifié. La solution ajustée est tout aussi problématique. Bien que les deux solutions +3 et -3 soient conservées, le passage de l’étape (2) à l’étape (3) n’est pas adéquat: √9 donne 3 et non +/-3. Néanmoins, cela nous conduit à nous demander d’où provient le signe +/-. La réponse d’Olivier annonce certains éléments de la résolution qui demeurent cachés.


    En fait, la solution d’Olivier indique que derrière le traitement de la racine carrée se cache le concept de valeur absolue. Des sous-étapes implicites existent entre chacune des étapes de (1) à (3) des deux solutions, que nous avons tendance à laisser enfouies et qui peuvent ne pas être transparentes pour tous les élèves. Ce sont ces sous-étapes qui sont directement liées au concept de valeur absolue.


    Dans la solution initiale, parce que la racine de x2 doit avoir une valeur positive, pour passer de (1) à (2), bien que ,  n’est pas égale à x, mais bien à |x|. Cette valeur positive est |x|, car x seul peut être positif autant que négatif. De là, . Ainsi, une sous-étape absente est celle de , qui mène à l’étape suivante . Mais parce que nous ne connaissons pas la valeur de x, cette indétermination doit être conservée avec la valeur absolue. De cette nouvelle étape , elle devient , car . L’étape qui suit, relative à l’élimination de la valeur absolue, donne un double choix pour x. Ainsi, x peut être soit +3 ou –3. De là découle l’étape (3) de la solution ajustée, soit .


    En d’autres termes, la valeur négative ou positive du 3, le +/-3, ne provient pas de √9 qui donne toujours la valeur positive de 3: elle provient de la racine carrée de x2. Ce nombre est |x|, car x peut être positif ou négatif. Ainsi, c’est en retirant la valeur absolue que le signe positif ou négatif apparaît. Conséquemment, la combinaison des solutions se résume à ce qui suit, avec l’ajout des étapes intermédiaires (1,5) et (2,5).


    
      
    

    Ce que la réponse et la réaction d’Olivier nous indiquent est que ce travail avec la valeur absolue est souvent mis de côté, au profit d’opérations qui semblent fonctionner, mais qui ensemble sont problématiques. Encore plus, ses réactions relèvent qu’à force d’effectuer ce type de résolution, par habitude, nous avons peut-être fini par associer la racine carrée avec l’obtention d’un +/-, alors que ce +/- est le résultat d’une valeur absolue. Et cela se produit, particulièrement, parce que cette association, ce raccourci, nous pose très rarement des problèmes.


    La solution et la réaction d’Olivier illustrent que la valeur absolue reste souvent enfouie entre √⧠ et +/-, lors des résolutions algébriques impliquant la racine carrée. À force de garder le concept de valeur absolue en arrière-plan, dans un premier temps s’est glissée une association problématique entre l’opération de la racine carrée et la double réponse obtenue avec +/-. Dans un deuxième temps, à cause de l’association, l’opération racine carrée en est venue à être perçue comme l’opération inverse d’élever au carré; comme si le fait de prendre la racine carrée dans l’équation  permettait «d’éliminer le 2» de x2. C’est ainsi qu’Olivier nous rappelle la place centrale de la valeur absolue dans les résolutions algébriques impliquant la racine carrée.

  


  
    SIXIÈME PARTIE
QUELQUES GÉNÉRALITÉS


    Enfin, sont abordées dans les trois dernières leçons des dimensions générales de l’enseignement des mathématiques: celles qui croisent l’ensemble des contenus mathématiques et qui touchent au fonctionnement quotidien de la classe de mathématiques.


    Dans ces ultimes leçons, les élèves nous exposent la façon dont ils conçoivent les mathématiques et leurs relations avec elles. Il s’agit de ce que certains appellent le rapport au savoir. À travers des événements relatifs aux pratiques d’évaluation, ces leçons se rejoignent en particulier quant aux réflexions et aux questionnements qu’elles suscitent au sujet de diverses habitudes de classe. Ce qui se passe en classe, ce que les élèves y font, permettent de réfléchir et de remettre en question ce qui peut paraître courant voire banal dans une classe de mathématiques.


    Ces trois leçons explorent également d’autres thématiques, de près ou de loin, implicitement ou explicitement. Ainsi, chaque lecture peut faire émerger de nouvelles idées et perspectives inédites sur cette même classe de mathématiques. En ce sens, peut-être plus de trois leçons sont-elles contenues dans ces trois dernières leçons…

  


  
    28 LES MATHÉMATIQUES COLLECTIVES61


    Je mets ici en contraste deux événements qui nous permettent d’interroger une façon de voir les mathématiques présente dans la vie quotidienne comme à l’école. La première se produit dans un supermarché, la deuxième en classe de première secondaire.


    Au supermarché, un client se présente aux caisses pour payer ses achats. Le commis lui indique le total à payer: 2,34 dollars. Comme nous n’utilisons plus les pièces d’un sou, l’employé doit arrondir le montant. Mais il ignore comment s’y prendre. Un malaise s’installe. Sa voisine de caisse perçoit l’embarras de son collègue et lui souffle: «2,35». Le client tend un billet de 10 dollars. Le commis est contrarié à nouveau et hésite sur la somme à rendre (sa caisse n’arrondit pas). Il remet 5,65 dollars au client qui lui fait remarquer qu’il manque deux dollars, augmentant son embarras. La voisine intervient une nouvelle fois et rappelle au commis qu’il doit remettre 7,65 et non 5,65 dollars. Le client, voulant bien faire, sort 35 sous de son porte-monnaie et les donne au caissier «pour compléter». C’en est trop pour l’employé et c’est sa voisine qui tranche abruptement: «Donne-lui juste 8 dollars!»


    Que comprendre de cette situation? Une première réaction peut consister à remarquer à quel point certaines mathématiques sont utiles au fonctionnement quotidien et à la vie en général. Savoir additionner, soustraire, arrondir, etc., sont des compétences essentielles à tous et à toutes. Voilà un exemple pertinent de réponse à la question classique des élèves concernant l’utilité des mathématiques: «Vous en aurez besoin pour différentes situations de calculs dans la vie!»


    Toutefois, une autre leçon se dessine. Pourquoi le commis a-t-il manifesté un malaise lorsqu’il ne savait pas quel montant remettre? Pourquoi n’a-t-il pas demandé de l’aide? Pourquoi a-t-il cru important de savoir lui-même calculer? C’est une évidence, diront certains, il faut être capable de compter soi-même! Cette scène révèle une foule d’informations sur notre conception des mathématiques, qui sont souvent perçues comme une activité solitaire, à réaliser sans aide. Pourtant, le commis pouvait tout à fait solliciter de l’aide ou demander au client ce qu’il en pensait. Il y a fort à parier que ces options ne lui sont même pas passées par la tête. Sa voisine montre qu’elle partage les mêmes attentes, elle se sent tout aussi gênée par le blocage de son collègue.


    Cette situation donne l’impression que de ne pas arriver à résoudre seul est un signe direct d’incompétence. Pourtant, savoir demander de l’aide et l’utiliser peut aussi être envisagé comme une compétence centrale à maîtriser dans la vie de tous les jours… et en mathématiques! Il n’est pas non plus souhaitable que le caissier prenne les remarques du client ou de sa voisine au pied de la lettre, sans réfléchir et sans accomplir lui-même ses démarches. La situation appelle un certain sens critique et une réflexion mathématique. Évidemment, le temps que cela nécessite en discussion, calculs, questions, etc., pourrait être pris en compte, mais est ici hors propos.


    Voici la deuxième situation (rapportée par ma collègue Elaine Simmt). Dans une classe de première secondaire, lors d’une période d’examen, Simon, un élève, se lève, copie en main, et se dirige vers une camarade. L’enseignante l’interpelle immédiatement en voulant savoir ce qu’il fait debout. Sans malice, Simon répond qu’il veut demander à Fanny ce qu’est un hexagone (une information utile pour répondre à une des questions). «Pourquoi tu veux faire ça pendant un examen?» rétorque l’enseignante. «Mais parce que, elle, elle le sait», lui dit-il.


    Le contraste entre la réaction du commis et celle de Simon est frappant! Les mathématiques sont-elles le résultat d’un travail individuel ou d’un travail collectif? Comme l’a démontré la didacticienne Leone Burton62, les mathématiciens travaillent constamment en équipe: soit ils coopèrent, main dans la main, sur le même problème; soit ils collaborent, utilisant les forces de chacun, afin de résoudre individuellement différentes parties d’un même problème pour ensuite les réunir en un produit unique. Le mythe du mathématicien ermite, caché dans son coin à œuvrer seul, semble bel et bien révolu.


    À peu de choses près, les raisons pour lesquelles les mathématiciens travaillent en équipe sont les mêmes que dans le monde scolaire. Et elles sont nombreuses! Ce «travail-ensemble» stimulerait la motivation et l’engagement dans la tâche, l’approfondissement de ses propres compréhensions en les expliquant à d’autres, l’augmentation du nombre d’avenues prises pour résoudre les problèmes, le partage de la charge de travail, les bénéfices de la combinaison de partenaires débutants et expérimentés, le sentiment d’appartenance à une équipe, la persévérance pour ne pas laisser tomber l’équipe, l’acceptation de l’aide des autres lors d’une incompréhension, etc. La liste des atouts pourrait continuer longtemps.


    L’activité mathématique authentique – si elle peut s’appeler ainsi – et l’étude des mathématiques en classe semblent, sous cet angle, beaucoup plus connectées qu’il n’y paraît. Demander de l’aide, agir ensemble, utiliser l’expertise de l’autre sont aussi porteurs pour les différentes situations de la vie courante qu’en mathématiques. Toutefois, cette perspective exige une distance avec la vision dite solitaire ou individuelle des mathématiques. Elle nécessite le développement d’un rapport au savoir différent de celui que manifeste le commis, et plus proche de l’attitude «surprenante» de Simon en situation d’examen.


    Si les mathématiques sont une activité qui se réalise de façon communautaire et qui gagne à s’accomplir dans l’entraide, tant en collaborant qu’en coopérant, cela transforme possiblement notre manière de les penser et de les enseigner! Ces situations engagent une réflexion concernant la place et le sens que la collaboration et la coopération peuvent prendre en mathématiques. D’une certaine façon, les actions de Simon accentuent le fait que le travail en groupe, en classe ou ailleurs suivi d’une évaluation individuelle peut sembler fort contradictoire. Au contraire de notre commis, Simon avait peut-être déjà entamé une réflexion sur cette contradiction… et tant pis pour la réprimande!

  


  
    29 LA FEUILLE AIDE-MÉMOIRE63


    Nous savons tous que la feuille aide-mémoire et la pratique d’examens sont susceptibles d’aider les élèves à réussir aux examens. Leur utilisation peut aussi s’avérer utile en d’autres circonstances. C’est ce que j’ai remarqué lors d’une visite dans une classe de quatrième secondaire, où Victoria, l’une des élèves, s’est servi de sa feuille aide-mémoire et de ses expériences lors d’examens d’une façon originale.


    Avec les élèves et l’enseignante avec qui je collaborais, nous travaillions les notions de géométrie analytique. À un moment, un élève est intervenu pour souligner que le triangle rectangle, dessiné dans le plan cartésien au tableau, possédait un angle de 45 degrés au sommet.


    
      [image: ]
    

    Si une partie de la classe a reconnu la même chose, quelques élèves ont émis des réserves, d’autant plus que celui qui était intervenu ne pouvait pas fournir d’explications pour justifier sa remarque. Devant cette divergence, l’enseignante et moi avons invité l’ensemble des élèves à réfléchir à la situation, seuls ou en équipe, afin de déterminer si l’angle du triangle était de 45 degrés ou non, tout en leur demandant de développer des arguments pour convaincre leurs pairs. Après cinq minutes de travail, les élèves ont été invités à partager leurs trouvailles avec la classe.


    Victoria prend alors la parole. Elle sort de son sac d’école sa feuille aide-mémoire sur laquelle est tracé un triangle rectangle isocèle avec des angles de 45 degrés. En le comparant avec le triangle au tableau de quatre et trois comme mesures de côté, Victoria nous explique qu’il n’est pas possible d’affirmer directement que la valeur de cet angle est de 45 degrés, parce que ce triangle, ajoute-t-elle, n’est pas isocèle comme celui de sa feuille aide-mémoire (avec les deux côtés égaux). Pour Victoria, l’angle de 45 degrés découle des côtés isométriques du triangle: les mesures de côtés identiques produisent l’angle de 45 degrés et comme les mesures des côtés du triangle au tableau ne sont pas les mêmes, nous ne pouvions pas savoir si l’angle mesure 45 degrés.


    La discussion avec les élèves a continué, avec certains arguments pour et d’autres contre l’idée d’un angle de 45 degrés dans le triangle; ceux-ci faisaient intervenir la mesure des différents côtés du triangle, la diagonale d’un rectangle, l’angle de 90 degrés, la somme des mesures d’angles, etc. Un peu plus tard, un élève prend la parole pour suggérer que l’angle en question doit être de 45 degrés, puisque la diagonale d’un rectangle coupe ce rectangle en deux parties égales, ce qui implique que ses angles de 90 degrés deviennent eux aussi coupés en deux angles égaux valant chacun 45 degrés. Mais son argument n’a pas fait non plus l’unanimité.


    Victoria est revenue à la charge et a proposé un contre-exemple à l’affirmation de la diagonale du rectangle. Elle a expliqué au groupe que, lors d’examens, ils étaient souvent confrontés à des triangles rectangles qui n’ont pas des angles de 45 degrés, par exemple des triangles rectangles avec des angles de 32 degrés et de 58 degrés. Elle s’est même rendue au tableau pour dessiner un de ces triangles rectangles avec des angles de 32 et de 58 degrés. Puis, elle l’a «complété» pour former un rectangle.
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    Elle a continué en déclarant que la diagonale coupe en deux ce rectangle, sans toutefois que les angles obtenus soient de 45 degrés chacun, car ils sont de 32 et de 58 degrés. Victoria a permis, d’une certaine façon, de clore une partie du débat sur l’angle de 45 degrés. La séance s’est poursuivie avec d’autres exemples et d’autres explications, permettant d’appuyer et de conclure sur le fait que l’angle n’est pas de 45 degrés dans ce triangle rectangle.


    Tout d’abord, c’est l’usage que Victoria a fait de sa feuille aide-mémoire et de ses expériences d’examens qui est matière à réflexion. Si la feuille aide-mémoire est souvent employée pour se souvenir des formules, des définitions importantes ou pour exemplifier un type de démarche, Victoria l’a utilisée tout autrement: cet aide-mémoire lui a permis de raisonner sur l’angle de 45 degrés et de donner un sens au triangle en question. Elle a réinvesti cet outil dans un autre contexte (en dehors d’une période d’examen) et avec une autre intention (le triangle de sa feuille aide-mémoire et ceux des examens n’étaient évidemment pas destinés à aider à la détermination de la nature des angles d’un triangle dans un autre problème!).


    Victoria se sert de cet outil non pas pour valider une réponse, mais pour s’opposer à une réponse donnée. Elle n’a pas réfuté que l’angle était de 45 degrés, mais a souligné que nous ne pouvions pas l’affirmer directement. En somme, elle nous dit que si le triangle était isocèle, nous pourrions énoncer que l’angle est de 45 degrés. Mais, puisqu’il n’est pas isocèle, nous ne pouvons pas attester du 45 degrés. Victoria a ensuite proposé un contre-exemple avec le découpage de l’angle de 90 degrés en deux angles égaux par la diagonale d’un rectangle, mais sans prétendre non plus que l’angle du triangle est ou non de 45 degrés. Elle a simplement indiqué son désaccord puisqu’elle connaissait des cas de triangles rectangles où l’angle n’est pas nécessairement de 45 degrés, soit son exemple avec les angles de 32 et de 58 degrés.


    Ici encore, Victoria complète son argumentation en énonçant que rien ne nous dit que la diagonale d’un rectangle coupe nécessairement l’angle de 90 degrés en deux angles de 45 degrés. D’une certaine façon, Victoria nous fournit des contre-exemples à l’état pur, tels que les conçoit le célèbre philosophe des mathématiques Imre Lakatos, dans son essai sur les processus de preuves en mathématiques64. Bien que ces contre-exemples ne donnent pas de réponse, ils rabrouent les arguments qui ne fonctionnent pas nécessairement (sans offrir une solution alternative pour l’angle). Ce que Victoria montre avec ses contre-exemples est que les arguments utilisés ne permettent pas de confirmer que l’angle est de 45 degrés. Victoria fait preuve d’aisance avec ce type de contre-exemple, qui n’offre pas une réponse franche en retour.


    Victoria souligne que l’utilisation de la feuille aide-mémoire et les pratiques d’examens peuvent offrir plus que des informations sur les questions et les notions mathématiques susceptibles d’apparaître aux examens futurs: ils apportent une expérience supplémentaire en mathématiques, une occasion de plus d’en faire et d’y penser. Une feuille aide-mémoire, comme outil simple, peut participer à la formation mathématique des élèves, faire évoluer leurs compréhensions mathématiques; et pas uniquement les assister lors d’un examen. La feuille aide-mémoire, tout comme la pratique d’examens, a proposé à Victoria des configurations de triangles qui lui ont permis de raisonner sur d’autres configurations et d’en dégager ses contre-exemples. Victoria nous montre ici que l’enrichissement du bagage mathématique des élèves se fait aussi à travers toute une variété d’expériences au cœur des cours de mathématiques, et ce, même à travers celles qui semblent des plus banales.

  


  
    30 LES EXPLICATIONS ET LA COMPRÉHENSION


    Un élève devant expliquer son raisonnement ou sa stratégie de résolution d’un problème est une scène des plus fréquentes en classe de mathématiques. Dans ces explications, une foule de détails demeurent souvent cachés. C’est alors à l’enseignant que revient la tâche d’essayer, tant bien que mal, de les mettre à jour. Toutefois, ce processus est tout sauf simple… En voici un exemple.


    Dans une classe de primaire, une enseignante propose une tâche de calcul mental: 70 – 34. Une élève, Romie, expose sa solution impliquant de compléter 34 jusqu’à 70.


    Romie: J’ai besoin de 30 pour me rendre à 70, mais comme j’ai ajouté 6, ma réponse est 36.


    L’enseignante: Tu as pris 30 de 34 et tu l’as additionné à quoi?


    Romie: [Elle hésite.] Au 30… 30 et 34, c’est ça, oui, je les ai additionnés.


    L’enseignante: Ah, donc tu as fait 34 + 30, qui te donnent 64. [Elle écrit 34 + 30 = 64 au tableau.] Et tu as ensuite additionné 6 à 64. [Elle écrit + 6 en indice de 64.]
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    Romie: Non… 4 et 6 ensemble.


    L’enseignante: Ah, tu as fait 30 + 30 et 4 + 6. [Elle écrit les deux égalités au tableau.]
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    Romie: [Elle paraît mal à l’aise.] Bien… pas vraiment, mais un peu, en effet. C’était clair pour moi, tantôt. 30 et 4, c’est 34 et les deux autres, c’est 36.


    L’enseignante: Ah, tu les as additionnés ensemble. [Elle encercle les nombres au tableau.]
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    Romie: Oui, un peu, mais … je suis mêlée, là… je ne sais plus quel 30 j’ai pris pour additionner.


    L’enseignante: Bon, ok, ce n’est pas tout à fait ça, mais ça marche quand même.


    Romie: Je ne sais pas trop comment l’expliquer…


    À la lecture des interactions entre Romie et l’enseignante, il est possible de voir que Romie est assez claire dans sa démarche et que l’enseignante l’a peut-être mal suivie, causant un peu de confusion chez Romie. En même temps, à travers les propositions de l’enseignante, Romie n’a pas pu clarifier sa stratégie, comme si elle lui échappait tout à coup. Mais cela apporte peu à notre compréhension de ce qui s’est passé.


    Une autre façon de donner un sens à cette situation de classe est de prendre conscience de la difficulté d’expliquer un raisonnement. En effet, Romie, qui a résolu la tâche, finit par avoir des difficultés à expliquer sa façon de procéder, voire à comprendre ses propres explications. Elle a réussi à effectuer l’opération 70 – 34, mais elle rencontre des embûches lorsqu’elle doit fournir des explications détaillées, avec des mots ou des symboles, sur ce qu’elle a fait. Cette situation se serait probablement aussi produite si Romie avait eu à laisser des traces de sa démarche sur une feuille: c’est manifestement complexe pour elle de cibler les traces de l’enseignante qui s’arriment avec sa stratégie ou encore d’en proposer d’autres. Bien que complémentaires, comprendre et expliquer s’avèrent ici deux tâches différentes.


    Cette situation aide à s’apercevoir que demander à un élève d’expliquer son raisonnement ou d’en laisser des traces implique un travail supplémentaire en mathématiques. La résolution de 70 – 34 est une première tâche; l’explication sur cette façon de résoudre en est une autre. Il est évidemment possible de réussir l’une et non l’autre: il arrive autant qu’un élève comprenne une notion et ne puisse pas l’expliquer qu’un élève puisse clairement expliquer sa compréhension, mais qu’elle soit erronée. C’est cette distinction que le travail de résolution de Romie et son travail d’explication subséquent rendent explicite.


    Établir une distinction entre la compréhension et l’explication de cette compréhension, donc les concevoir comme deux activités mathématiques différentes, remet en question une partie de nos pratiques d’évaluation. Que ce soit sous un angle formatif ou sommatif, nous évaluons ce que les élèves font en fonction de ce qu’ils réussissent à nous expliquer (et de ce que nous arrivons à en comprendre), autant à l’oral qu’à l’écrit. Mais la réflexion précédente signale les limites associées à cette approche. En évaluant la compréhension des élèves en fonction de ce qu’ils nous expliquent, nous n’évaluons pas nécessairement leur compréhension mathématique, mais plutôt leur habileté à l’expliquer, ce qui est fort différent. Nous évaluons davantage les aptitudes des élèves à exprimer leur compréhension mathématique que leur compréhension elle-même; bien qu’encore une fois ces deux activités soient complémentaires.


    Ainsi, pour prendre le cas d’une tâche typique d’examen en mathématiques, la consigne «Laisser des traces de votre démarche» ou encore «Expliquer comment vous vous y êtes pris pour résoudre» constitue une tâche supplémentaire à la résolution du problème initial. (L’idée qu’une demande d’explication représente une seconde tâche est aussi mise en lumière par le fait que plusieurs enseignants ressentent fréquemment le besoin d’enseigner aux élèves comment laisser des traces claires et structurées de leurs raisonnements.)


    Ces traces ne peuvent pas être assimilées à la compréhension de l’élève, mais plutôt à son habileté à l’expliciter. Bien entendu, les explications de l’élève sont souvent les seuls éléments auxquels nous avons accès pour l’évaluer, surtout lors d’un examen. Ce qui peut être troublant est de prendre conscience que les évaluations sont davantage relatives aux habiletés d’explication des élèves qu’à leur compréhension mathématique. Ceci s’applique tant à nos affirmations de leurs succès que de leurs difficultés, voire de leurs échecs…


    Il ne s’agit pas ici de critiquer nos pratiques d’évaluation. Toutefois, faire la distinction entre comprendre et expliquer peut nous sensibiliser aux succès et aux difficultés vécus par les élèves. Il est tout autant possible de se réjouir de leurs succès que d’être empathiques envers leurs difficultés (d’explication) en mathématiques.


    Par ses tentatives d’explication, Romie nous sensibilise au fait que comprendre un problème et expliquer cette compréhension sont deux activités qui valent la peine d’être distinguées, et non pas réduites l’une à l’autre. En voulant faire la soustraction 70 – 34, Romie nous mène à être encore plus sensibles aux difficultés vécues par certains élèves. En effet, il est possible qu’ils comprennent une notion sans qu’ils puissent clairement l’expliquer. Ce qui n’a pas tout à fait à voir avec des difficultés en mathématiques, mais plutôt avec la difficulté de bien expliquer ces mathématiques, ce qui est fort différent…

  


  
    CONCLUSION


    Comme le répète mon collègue Tom Kieren de l’Université de l’Alberta, ce que les élèves font en classe de mathématiques mérite d’être pris au sérieux. J’espère que les événements rapportés dans cet ouvrage en sont une preuve vivante et concrète.


    Formuler une conclusion après les richesses mathématiques déployées par les élèves et les questionnements qui en émergent n’est pas simple. Mais, maintenant que ces 30 leçons de la classe de mathématiques sont assimilées, de nouvelles questions peuvent toutefois être abordées, telles que: Pourquoi ce livre? Qu’est-ce qu’il nous apprend? Ce type de questions auraient pu figurer dès l’introduction, mais elles n’auraient pas eu la même teneur qu’ici, à la fin, avec tout l’ancrage que ces leçons apportent. Ces questions et leurs réponses servent à boucler la boucle, à compléter cet essai. Pour aborder ces questions, je ne prends pas la posture d’un auteur qui veut discourir sur la pertinence de son livre, mais plutôt celle d’un invité, qui répond en expliquant la genèse de l’ouvrage et de ses idées. Ces réponses ont donc un côté personnel sur la démarche sous-jacente au livre et à son écriture.


    Pourquoi ce livre?


    Parce que je n’avais pas le choix! Je ne pouvais pas demeurer insensible à tout ce que les élèves m’enseignent par leurs façons de faire des mathématiques. L’écriture de cet ouvrage s’est imposée à moi en réaction au discours fréquent, et souvent négatif, envers les capacités et compréhensions des élèves. Ce discours est parfois très dur envers eux et leurs (façons de faire en) mathématiques, et cadre peu avec ce que je retire de mes expériences en classe.


    Bien évidemment, les élèves relèvent au jour le jour des défis en mathématiques, certains d’entre eux comprennent peu et d’autres semblent même complètement perdus, mais ils expérimentent des choses intéressantes en travaillant souvent très fort pour comprendre et avancer en mathématiques. Plutôt que d’y voir uniquement des difficultés et des incompréhensions, je découvre constamment un monde qui s’ouvre, avec des possibilités mathématiques inédites, dans lequel les élèves s’engagent (souvent à leur façon); c’est un monde qui lance de nouveaux défis didactiques, qui nous questionne sur nos propres façons de faire et de penser. J’y entrevois une richesse inépuisable comme didacticien des mathématiques et c’est ce que j’ai tenté de répandre dans toutes ces leçons. En ce sens, à la manière du cybernéticien Heinz von Foerster, vous en savez maintenant peut-être plus sur moi que sur les façons de faire des élèves!


    Qu’est-ce que ce livre nous apprend?


    D’entrée de jeu, j’avoue ne pas travailler avec l’expression «apprentissage». Peut-être que certains lecteurs auront remarqué que ce terme n’apparaît jamais dans les leçons. Toutefois, puisque plusieurs acteurs du monde de l’éducation l’utilisent, je m’y conforme à l’occasion. Une des raisons de mon désintérêt envers le concept d’apprentissage, fort simple, est qu’il implique une transformation chez celui qui apprend. Et, je ne prétends guère vouloir changer les gens ou les choses avec ces leçons. Mon intention principale, comme je l’explique dans l’introduction, est de sensibiliser le lecteur à différents éléments relatifs aux mathématiques et aux façons de faire des élèves.


    Les mathématiques ont mauvaise mine et nous réussissons peu à les aider au jour le jour, semaine après semaine. Elles sont pourtant vivantes, fructueuses et pleines de possibilités. En revanche, le carcan traditionnel dans lequel elles sont mises, bien malgré elles, m’attriste. Cette rigidité les immortalise et les fige au nom de la logique, de la rationalité et de l’efficacité: il faut faire comme ci, il faut dire comme ça, il faut connaître ainsi, etc. J’avoue ne pas me reconnaître beaucoup dans ces visions des mathématiques, si froides et externes à ceux qui les pratiquent. Les mathématiques, pour moi qui suis didacticien des mathématiques, prennent vie par les gens qui les font et les ont faites. Elles ne sont pas des «choses» à posséder, ni à savoir, mais elles sont à (re-)faire, à vivre, à penser, à imaginer, à créer, à questionner… En un mot, les mathématiques sont à faire avancer. Et selon moi, elles ne demandent que ça!


    Le questionnement et même la création en mathématiques génèrent des moments fantastiques, qui ne sont pas réservés aux mathématiciens – ils seront les premiers à le dire! La réalisation de certaines idées, les questions qui émergent en nous, les réflexions et propositions nouvelles sur les objets avec lesquels nous travaillons, sont des aspects fondamentaux de la discipline mathématique. Faire des mathématiques implique d’aller vers l’avant, et non pas de constamment refaire des choses déjà faites et d’essayer de les saisir comme «il le faudrait». Pour reprendre les propos du didacticien québécois Claude Janvier, il est question des mathématiques qui se font et non des mathématiques toutes faites! Les mathématiques sont une activité ou encore une quête constante productrice de sens, ce que les anglophones appellent un meaning-making endeavour et qu’aucune expression francophone ne réussit à bien traduire.


    Est-ce que cela suggère une autre conception des mathématiques?


    En filigrane, ces leçons dépeignent une vision dynamique des mathématiques, axée sur le caractère vivant et évolutif de l’activité mathématique. Cette perspective s’oppose farouchement à une vision linéaire, fixée, rigide et prédéterminée. Les mathématiques sont conçues en tant qu’activité émergente, se déployant dans l’action de façon contingente aux problèmes confrontés, aux questions posées et aux besoins ressentis par ceux qui les font.


    C’est dans le travail avec les élèves que cette considération dynamique et foisonnante de l’activité mathématique devient des plus saillantes. En travaillant en classe avec les élèves, il devient évident assez rapidement que les mathématiques ne sont pas un ramassis de concepts et de méthodes prédécidées et tracées d’avance. Plusieurs stratégies utilisées et développées par les élèves sont tout simplement impossibles à anticiper, et elles communiquent des mathématiques novatrices et inspirantes.


    Avec les stratégies offertes par les élèves sur le périmètre à la leçon 12, sur la façon de concevoir le rayon du cercle et de la sphère à la leçon 16, sur les façons de travailler  à la leçon 21, et ce ne sont que trois exemples, il est difficile de ne pas être interpellés par le monde mathématique que ces idées ouvrent et auquel elles nous donnent accès. Réduire ce monde à l’ensemble des notions que nous connaissons déjà serait un exemple éloquent de notre propre manque d’imagination, comme le souligne Raffaella Borasi65. Ce serait aussi se priver d’occasions de réflexions didactiques de toutes sortes. C’est probablement trop demander au didacticien des mathématiques que je suis!


    Mais les mathématiques enseignées à l’école, nous les connaissons déjà, non?


    Cette question ne peut s’aborder qu’à la fin du livre, car elle n’aurait pas de sens auparavant. Peut-être même réussit-elle à conclure et à boucler le tout.


    Les mathématiciens ne s’intéressent peut-être plus vraiment à l’épineuse question de savoir si les mathématiques sont découvertes ou inventées. Les discussions concernant le possible «livre de Dieu» des mathématiques, comme le nommait le mathématicien hongrois Paul Erdös, semblent révolues. Toutefois, tel que l’a souvent mentionné le didacticien Leslie P. Steffe, la croyance en l’existence d’un texte du savoir mathématique semble être ravivée par son enseignement à l’école. Les mathématiques sont trop souvent présentées comme si elles constituaient un noyau dur surtout externe à ceux qui les enseignent, les étudient et les pratiquent66. C’est alors, critique Steffe, que ces mathématiques prennent la forme d’une matière qui doit être «relayée» par une personne (un enseignant) à une autre (un élève), et dont le noyau dur n’est jamais remis en question et n’évolue pas.


    L’idée n’est pas d’affirmer que rien n’est connu ni établi au niveau des mathématiques. Il s’agit de prendre conscience que, même à l’école, les mathématiques sont dynamiques, qu’elles progressent et qu’elles continuent de s’enrichir. Pour Steffe, les manuels, lexiques et programmes d’études en fournissent un bon exemple. Bien qu’ils soient utiles pour nous aider à comprendre ce que font les élèves, ils ne sont pas toujours suffisants et ne contiennent pas l’ensemble de ce que les élèves peuvent penser, faire et produire (autant leurs succès que leurs échecs ou erreurs). Les mathématiques sont bien plus que ce qui apparaît dans ces documents. Les stratégies et les approches des élèves dans ces leçons nous montrent d’ailleurs que les mathématiques vues à l’école ne sont pas figées: les élèves nous mènent souvent hors des sentiers battus, dans des endroits fascinants qui peuvent élargir nos conceptions et compréhensions de ces mêmes mathématiques.


    Mais rien de cela n’est nouveau. En effet, depuis longtemps, les revues professionnelles en enseignement des mathématiques regorgent d’idées, de stratégies, de procédures et de façons de comprendre tout à fait surprenantes et novatrices de la part des élèves. Prises individuellement, les façons de faire des élèves peuvent demeurer d’adorables anecdotes; mais dans leur ensemble et leurs récurrences au fil des ans, elles sont imposantes mathématiquement et didactiquement. En bref, un monde mathématique est continuellement à penser, comprendre, questionner, travailler, etc.; et non pas à copier, répéter, refaire et redire. Faire des mathématiques engage, encore une fois, à cette quête productrice de sens.


    Bien que nous sachions déjà comment diviser, calculer une moyenne, résoudre une équation, calculer le volume d’une sphère, etc., nos compréhensions ne sont pas sclérosées et il existe plus d’une façon de comprendre. Il serait dommage de réduire le vivant monde mathématique à du préfixé et prépensé qui est à transmettre et à régurgiter. Cette vision réductrice des mathématiques a cependant la «couenne dure». Il m’apparaît important d’élargir cette vision, et de faire voir, vivre et concevoir les mathématiques, même celles de l’école, comme une discipline en pleine marche. En d’autres mots, s’il existe un livre des mathématiques scolaires, il est au fond en constante réécriture…


    Et puis, en quoi ces réflexions changent-elles l’expérience des élèves?


    Cette vision dynamique permet aux mathématiques de devenir une activité plus qu’un domaine à s-avoir ou à com-prendre: elles passent d’une discipline à étudier à une matière à explorer. Cette vision dynamique ne peut qu’avoir un effet positif sur la façon de concevoir le cheminement des élèves et des enseignants en classe de mathématiques; elle nous fait mieux apprécier leurs réussites autant qu’elle nous sensibilise à leurs difficultés. Une conception dynamique et évolutive des mathématiques nous rend empathiques à l’endroit des élèves et des enseignants qui rencontrent des difficultés en classe.


    De plus, ces leçons dévoilent que beaucoup de chemin reste à faire en enseignement des mathématiques. Il serait difficile d’accepter cet état de fait si cette discipline était fixe et connue, et que nous n’avions qu’à trouver la bonne recette pour l’enseigner correctement. Avec un domaine en évolution, nous avons la chance de garder un esprit ouvert, tourné vers l’avant, vers les progrès, les possibles, les propositions alternatives, etc. Cela peut autant nous permettre d’apprécier le travail des élèves (et nous évite de chercher d’emblée leurs réponses «fausses», «incomplètes» ou «non standards»), que nous rendre humbles devant notre propre compréhension et nos capacités en mathématiques. Et de l’humilité face à ce que les élèves font en mathématiques ainsi que de l’ouverture envers leurs façons de les penser… nous n’en aurons jamais assez!


    Voilà une bonne leçon à retenir.
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